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APRESENTACAO

O langcamento de mais um novo livro-didatico em disciplina tdo fundamental para a formagao
académico-cientifica da nossa juventude, reveste-se de especial significado, sendo recebido por
todos nds, alunos e professores, com satisfacdo e grande expectativa para que seu uso seja
coroado de pleno éxito. Tal fato representa a concretizagdo de um herculeo esforgo individual
do autor — enfrentando um desafio ndo trivial —, resultante de sua experiéncia didatica, adquirida
no exercicio de suas atividades como professor e pesquisador, ao longo de varios anos.
Sintetiza, portanto, a expressdo maior de sua criatividade na 4rea do ensino com dimensao
pedagdgica, buscando expor o contetido da disciplina, segundo sua visdo didatica, da melhor
forma possivel de transmitir o conhecimento. Isto é o que caracteriza a publicacdo do presente
livro escrito pelo professor Hélio Teixeira Coelho.

Este livro integra o primeiro volume de uma coletanea de quatro volumes abordando toda a
matéria do curso padrio de fisica basica ministrado no ciclo geral e basico nas universidades
brasileiras. Neste primeiro volume, denominado FISICA GERAL 1, o assunto focado ¢ a
Mecanica, que constitui o primeiro degrau de aprendizagem da fisica tedrica. A coletdnea dos
quatro volumes previstos integra o projeto de desenvolvimento de livros-textos-didaticos
promovido pela coordenacdo do curso de Licenciatura de Matematica, do Departamento de
Matematica do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza (DM-CCEN) para o Programa de
Ensino a Distancia da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE).

O material exposto neste volume abrange toda a mecanica dita classica, apresentados em doze
capitulos, sequenciados didaticamente de modo consistente com a complexidade dos temas
abordados, coerentemente subsidiados com a apresentagdo dos elementos matematicos
necessarios para a compreensdo do texto, constituindo-se na programacao a ser vista durante o
primeiro semestre escolar do curso de fisica geral.

O estudo da Mecanica representa o primeiro passo para a compreensao da fisica que, segundo
definicdo atualizada, é a ciéncia da natureza que investiga e descreve as leis que regem todo o
universo, tendo por base seus constituintes e suas interagdes. Desta forma, o aprendizado
rigoroso — sem ambiguidade — dos conceitos de espago, tempo, velocidade, aceleragdo, massa,
forgas conservativas e dissipativas, trabalho e energia, momento linear, momento angular,
campo central, as simetrias da natureza e as leis de conservacao, sdo ingredientes fundamentais
na constru¢do da fisica contemporanea e imprescindiveis para o entendimento de varios
fenomenos fisicos reais com os quais nos deparamos cotidianamente. Neste sentido, o livro
escrito pelo professor Hélio Coelho, ndo s6 apenas ensina a mecénica classica de forma clara e
precisa, como também estimula o leitor a compreender a trajetdria da evolugdo do conhecimento
cientifico desde a Grécia antiga, até aos mais recentes avangos da fisica moderna, por meio das
criativas e bem elaboradas se¢Oes intituladas Pausa para descontrag@o.

Neste contexto, cabe aqui reconhecer que a rica trajetoria profissional vivenciada pelo professor
Hélio Coelho, deu-lhe o cabedal de experiéncia, conhecimento ¢ motivagdo para consolidar esta
relevante contribuicdo ao ensino basico da fisica, ao escrever o presente livro. O professor Hélio
graduou-se em Engenharia Elétrica em 1964, pela entdo Escola de Engenharia da UFPE. Apds
realizacdo de curso de especializacio em Ciéncia ¢ Tecnologia Nuclear, no Instituto de



Pesquisas Energéticas ¢ Nucleares (IPEN) no Estado de Sdo Paulo, parte em 1967 para a
Universidade da Pensilvania, na Filadélfia, EEUU, onde conclui o mestrado (1967 — 1968) e o
doutorado (em 1971), em Fisica Nuclear Tedrica, partindo em seguida para programa de pos-
doutorado (1972 — 1973), na Universidade de Frankfurt, na Alemanha. O entdo jovem doutor
Hélio Coelho retorna a Recife em 1974, para integrar o grupo de pesquisadores que desde 1971
se encontrava fundando o atual Departamento de Fisica (DF) da UFPE. O professor Hélio
tornar-se, assim, o primeiro pernambucano com doutorado no exterior que retorna a sua terra
natal, e aqui desenvolve toda sua carreira cientifica, contribuindo até a presente data, para a
construcdo e consolidacdo do conceituado DF/UFPE.

Assim, ao cabo destes intensos anos de trabalho, o professor Hélio nos presenteia com este
elegante livro.

Parabéns Professor Hélio!
Ivon Fittipaldi

Professor Titular
Universidade Federal de Pernambuco



PREFACIO

Este livro foi escrito visando leitores especialmente do Programa de Ensino a Distancia. Sao
alunos do curso basico de ciéncias exatas (matematica, fisica, quimica, etc.), mas pode também
ser usado por estudantes de engenharia ou por leitores interessados em ciéncias. O assunto
tratado é a mecanica e faz parte do primeiro de uma série de quatro volumes. Contém o material
padrdo utilizado no ciclo basico pelas universidades .

Cada capitulo foi concebido com uma secdo inicial na qual apresenta ao leitor um resumo do
assunto a ser abordado. Na continuagdo, geralmente, ao final sdo apresentados um ou mais
problemas simples, chamados Paradinhas, onde o leitor ao tentar resolvé-los, mostrara se
entendeu a secdo lida, de modo a poder progredir com seguranca. Sdo também apresentados
Exemplos resolvidos e discutidos em uma ou mais se¢des imediatamente anteriores. Ao final de
cada capitulo, uma se¢do intitulada Pausa para descontracdo, foi adicionada, podendo abordar
temas, ou histdricos, ou de filosofia cientifica, ou cientificos, relacionados ao capitulo. Isto
certamente levara o leitor a uma maior reflexdo sobre o assunto abordado. Ao final do capitulo,
além de um Resumo, teremos Questdes conceituais, abordando os assuntos tratados. Algumas
das questdes poderdo ter um nivel mais aprofundado, sem, no entanto, exigirem calculos
elaborados. Finalmente, um conjunto de Problemas foi adicionado no final com diferentes graus
de dificuldades sobre o assunto abordado.

Tivemos um cuidado especial ao escrever a mecanica de modo a usar o formato da l6gica criada
por Aristételes, a qual foi seguida por Euclides na elaboragao dos Elementos de Geometria. Este
formato ¢ até hoje utilizado em todas as ciéncias exatas. Desta maneira o leitor podera entender
melhor como a ciéncia foi construida.

Algumas nogdes de matematica, necessarias a leitura bem sucedida do texto sdo apresentadas de
imediato. Sdo chamadas de Digressdo matematica e tratam de temas como vetores, matrizes,
etc.

O material contido neste livro ¢ normalmente dado nos cursos de fisica geral num primeiro
semestre escolar, admitindo-se cada semana com seis horas de aula. Como a fisica é uma
ciéncia experimental, pressupde-se que no decorrer de seu ensino seja ministrado um curso de
laboratério. Material audio-visual sera também disponibilizado para um melhor rendimento no
curso.

Os temas Sistemas inerciais e Gravitacdo normalmente fazem parte da mecanica. No entanto,
vao ser tratados somente no volume 2, do contrario tornariam o volume 1 inviavel para ser
coberto em um semestre.
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CAPITULO 1
COMECANDO COM ALGUMAS DEFINI(;C)ES

1-1 O que éfisica?

Num sentido mais amplo, a fisica pode ser definida como a ciéncia da natureza. Ciéncia
significa conhecimento. Fla investiga as leis do universo através de seus constituintes e suas
interacdes. Tem na matematica a linguagem natural para tornar dedutiva e quantitativa esta
investigacdo. Por ndo conhecermos ainda todas as leis basicas da fisica e nem mesmo toda a
matemdtica avancada necessaria para descrevé-las, se torna impossivel gerar uma ciéncia
pronta, ou seja, dada as definigdes, as leis e a matematica, ter-se os resultados de dedugoes,
como na geometria Euclidiana, por exemplo.

A fisica ¢ constituida por vérias teorias cientificas, tais como a mecanica, o eletromagnetismo, a
termologia, etc., onde cada uma tem suas proprias leis, dentro do sistema de ldgicas
pioneiramente criadas por Aristoteles ainda na Grécia antiga, e que devido a seu sucesso, ainda
hoje ¢ utilizado em todas as teorias cientificas. Isto ¢ mostrado no final deste capitulo, na se¢io
Pausa para descontracdo. Todas estas teorias constituem o que se chama de fisica tedrica. No
entanto, existe também uma fisica experimental, que por suas caracteristicas proprias, verifica,
através da experimentagdo, a veracidade ou nio de cada teoria proposta. E bom salientar que a
fisica tedrica e a fisica experimental sdo entendidas como indissociaveis, ou seja, nao
constituem ramos distintos da fisica. Cada uma delas tem seu proprio método cientifico.

Coube ao filosofo da ciéncia Karl Popper (1902 — 1994), apds estudos aprofundados, propor a
adogdo de um critério de refutabilidade ou falseabilidade, segundo o qual, a caracteristica
precipua para que uma teoria venha a ser considerada cientifica, é que as suas afirmagdes sejam
passiveis de refutacdes. No caso da fisica ela ndo pode ser também imune a comprovagdo
experimental. A fisica usada atualmente e ja conhecida no final do século XIX, e que ndo
utilizava os conceitos que surgiram no inicio do século XX(como a mecéanica quantica ¢ a
relatividade restrita), passou a ser conhecida como fisica classica. Esta fisica utiliza situacdes
numa escala macroscopica, tais que efeitos quanticos e/ou relativisticos sejam despreziveis. A
mecanica quantica, a relatividade e todas as teorias cientificas da fisica classica passaram pelo
crivo do critério de Popper. Nao apresentam até hoje qualquer resultado experimental em
desacordo com a teoria correspondente. Vale salientar que na teoria da relatividade, os corpos
podem se deslocar a grandes velocidades (proximos a velocidade da luz). J4 na mecénica
quantica, estudos sdo conduzidos no microcosmo (atomos, moléculas, nucleos atdmicos,
particulas elementares, etc.). Certamente, existem critérios matematicos precisos, de se passar
de uma teoria mais geral e aprofundada, normalmente na escala microscopica, para uma teoria
classica a ela relacionada. Sdo estudos a serem vistos mais para frente.

Vale aqui salientar que a matematica ndo ¢ uma ciéncia experimental. O teste de sua validade
ndo € o experimento, mas possiveis refuta¢des as proposi¢des de sua teoria.

No volume I deste curso de fisica basica vamos estudar a mecénica classica.
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1-2  Arelagéo da fisica com outras ciéncias

A fisica ¢ hoje presente em praticamente todos os dominios do conhecimento humano,
possivelmente por sua natureza fundamental e sua precisdo na descrigdo dos fendmenos naturais
a que se propde. Nas ciéncias basicas como a quimica, a biologia, a astronomia, sé para citar
algumas, ou nas ciéncias aplicadas, como as engenharias e a medicina, sdo exemplos em
grandes areas de estudo, onde a fisica tem contribuido cada vez mais.

Com o advento da mecanica quantica, a quimica deixou de ser uma ciéncia meramente
empirica. A estrutura atdmica da matéria passou a ser precisamente explicada com o auxilio da
teoria quantica, tendo na interacdo eletromagnética a forca dominante nos diversos processos
quimicos. Assim sendo, sua relacdo com a fisica se tornou mais forte.

Na astronomia, a descrigao precisa dos movimentos dos corpos celestes do sistema solar ¢ algo
que remonta do renascimento, utilizando as leis basicas da mecanica. Com a evoluc¢dao da
astronomia, novas areas foram criadas, como a astrofisica. Nela, estrelas, galdxias e outros
corpos, bem como muitos fendmenos celestes, sdo todos estudados, usando-se a teoria da
relatividade e a mecanica quantica. Para situagdes mais especificas, outras areas, como a fisica
nuclear, sdo usadas.

Na biologia, estamos ainda num processo inicial de relacionamento, haja vista a dificuldade
ainda presente de formula-la nos moldes criados pelos gregos, tendo a geometria euclidiana
como modelo. Certamente, estudos como aquele com a molécula DNA (abreviatura de acido
desoxirribonucléico), presente no processo da hereditariedade dos seres vivos, ou no
conhecimento mais preciso do virus da AIDS, ou no estudo cada vez mais aprofundado da
neurociéncia, s6 para citar alguns exemplos recentes, atestam cada vez mais uma relagdo com a
fisica. Por que isto? Porque em todos eles a forca eletromagnética estd presente, bem como,
técnicas sofisticadas utilizadas na fisica experimental. Nao é por acaso que nos dois primeiros
anos da universidade, os alunos t€m disciplinas sobre as diversas areas da fisica.

Na medicina cada vez mais se utiliza equipamentos altamente sofisticados, tendo na fisica
aplicada (fisica médica) o suporte fundamental.

Enfim, eis alguns exemplos marcantes desta relacdo que cada vez mais se fortalece.

Para finalizar esta se¢do, vale a pena ressaltar que como a matematica nao ¢ uma ciéncia
empirica, a fisica se relaciona com ela para dispor de uma ferramenta rigorosa e poderosa, na
descrig@o quantitativa dos fenomenos naturais.

1-3  Manipulando grandezas em fisica

A fisica precisa, devido a sua concepcdo, da medicdo de grandezas fisicas, tais como, o
comprimento, o tempo, entre outras. Entretanto, existe um nimero muito grande de tais
grandezas. Fortunadamente, a maioria delas ndo é independente. E o caso mais simples da
velocidade, definida como a razdo entre as grandezas comprimento e tempo. Assim sendo, apds
aprofundados estudos e através de um acordo internacional, foram selecionados o menor
namero possivel de grandezas fundamentais. Tal acordo aconteceu na 14* Conferéncia Geral
sobre Pesos e Medidas, Paris, 1971, como base da criagdo do Sistema Internacional de
Unidades ou Sl (Systéme International). Para o estudo da mecanica, bastam trés destas
grandezas: comprimento, tempo e massa.

Cada grandeza fundamental ¢ definida em termos de um padréo. Qualquer outra medida desta
grandeza ¢ com ele comparada. Uma unidade segue-se a cada medida daquela grandeza. Por
exemplo, o comprimento de certa mesa € 15m, o que indica que ela é 15 vezes maior que o
padrdo e cuja unidade é o metro, com o simbolo m.
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Tabela 1-1

Unidades de trés grandezas basicas do Sl

Grandeza Nome da Unidade Simbolo da Unidade
Comprimento metro m

Tempo segundo s

Massa quilograma kg

A escolha dos padrdes deve ser tal que eles sejam acessiveis e invariantes. Ao usarmos, por
exemplo, a palma da mao aberta como um padrdo de comprimento, com a morte, ou com um
acidente da pessoa, este padrao ndo ¢ mais acessivel, além de variar de pessoa para pessoa, ndo
sendo, pois, invariante.

Tabela 1-2

Prefixos para Unidades do Sl

Fator  Prefixo’ Simbolo Fator  Prefixo’ Simbolo
10* iota- Y 10° deci- d
10°'  zeta- z 102 centi- c
10" exa- E 10°  mili- m
10”  peta- P 10°  micro- m
10  tera- T 10°  nano- n
10° giga- G 10" pico- p
10° mega- M 10"°  femto- f
10° quilo- k 10" atto- a
10 hecto- h 107 zepto- z
10! deca- da 10%*  jocto- y

* Os prefixos mais usados estdo em negrito

Notacéo cientifica

Dependendo da magnitude de uma dada grandeza em fisica, se usa poténcias de 10 para
expressé-las. Isto é o que se chama de notag&o cientifica. E o caso, por exemplo,

5.300.000 habitantes = 5,3 x 10° habitantes,

0,0000032 s =3,2x 10°s =3,2 ms,

1,5 x 10° watts = 1,5 GW,

onde foi usada a notag¢do da Tabela 1-2.

Abaixo destacamos alguns topicos importantes na manipulagdo de grandezas que aparecem na
resolugdo numérica de problemas.

Digressdo matematica 1-1
Potenciacéo, angulos e sistemas de coordenadas

Potenciacéo

Sdo uteis as seguintes regras de potenciagao:
a .ab=a*h,

a =1/(1 ,(ai O))

(a )P=a®,
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onde a, o ¢ B s@o grandezas quaisquer. A Tabela 1-3 fornece varios simbolos matematicos utilizados neste livro.

Angulos
A medida de angulo mais usual é o grau, que equivale a 1/360 do percurso
completo em torno da circunferéncia. Para angulos menores, podemos usar graus,
r ¢ minutos (") e segundos ("), com 1" = 1°60 e 1"" = 1°/60 = 1°/360; ou indicar os
graus como um numero decimal. Uma medida de angulo mais util € o radiano
L] A o P o
: l (rad). Um angulo em radiano ¢ definido como

0= -. (D1-1)
De acordo com a figura, [ € o comprimento de um arco de circunferéncia e r seu raio. O angulo ¢ positivo se for
medido no sentido anti-horario.

Como o angulo medido em radianos ¢ a razao de dois comprimentos, ele ¢ adimensional. A relagdo entre radianos e
graus ¢ obtida de uma regra de trés simples:

{360" — 2nrad 360°
=
x > 1 rad 21

InformacGes Uteis com angulos

«f A
a a+ p=180°
Linhas paralelas o = 3
a=p ) X
Angulos opostos pelo vértice Angulos suplementares Angulos correspondentes

B
A /(g
D

& o o[

«=p a+pB+y=180°

AB 1 BD

AD 1 BC
Angulos que tém lados respectivamente
perpendiculares sdo iguais

Trés sistemas de coordenadas ortogonais

Coordenadas cartesianas ortogonais

P ¢ definido por suas coordenadas x, y, z.

Coordenadas esféricas

x=r sen 0 cos @,
P{y=r sen 6 sen ¢,
Z=r cos 0,
onde 0<r<o, 0<0<m, 0<¢p <2m.
Coordenadas cilindricas

Coordenadas cartesianas Coordenadas cilindricas
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X = p COS @,
Ply =p sen @,
Z=17,

onde0<p<oo, 0<<2m, -00<z<+ oo,

Tabela 1-3

Simbolos matematicos

+  mais ou menos > ¢ maior ou igual a
oo Infinito = aproximadamente igual a
# édiferente de ~ quase igual a (assint6tico)
~ ¢éde ordem de = idéntico a
—  levaa v para todos, qualquer que seja
= Acarreta = maior ou equivalente a
x  sinal de multiplicagao < menor ou equivalente a
! Fatorial A ndo contém elemento de
« ¢ proporcional a 3 contém elemento de
< & menor que portanto
<< ¢ muito menor do que : logo
> ¢ maior que dx  derivada de x
dt emrelagdoat
>> ¢ muito maior que O0x  derivada parcial de x
ot emrelagioat
< ¢émenor ouigual a Y. somatdrio

Mudancas de unidades
Considere a situag@o de um carro que se move com velocidade v = 60 mph em New York. Aqui
no Brasil, tal velocidade poderia ser expressa em m/s e teria o seguinte valor
(1 mi)

(1h) -

v = 60mph = 60mi/h = 60 X

A estratégia para mudar de unidades ¢é a seguinte: Para cada grandeza, isolada entre parénteses,
colocamos seus valores equivalentes nas novas unidades, no caso, metro (m) e segundo (s).
Assim

60 161 x 10°m 26,833 /s~26,8 m/ (1-2)
v= X ————— =126, .. m/s=26,8 m/s. -
3,6x 10%s

A estratégia ¢ a mesma para situagdes mais complexas.

Exemplo 1-1

Um carro atravessa um quarteirdo linear de 500 m em Philadelphia em 10s. A velocidade limite nesta area ¢ de 60
mph. a) O motorista infringiu a lei?Caso o resultado seja favoravel, o motorista teria direito a refutar tal decisdo?
Analise esta situagdo a luz do critério de Popper.

Solucao:
a) Vamos resolver o problema nas unidades usadas no Brasil. A velocidade, v, do carro é dada por

d 500m 103km
V= —=

t=710s 2% % (70736000
Ja vy =60 (mi)/h=60 x 1,61 km/h = 96,6 km/h.
Como v > vy, 0 motorista infligiu a lei!

b) A decisdo gerada no item a) foi obtida através do uso da fisica. Como sabemos, a fisica ¢ constituida de
teorias cientificas, todas com assertivas sujeitas a possiveis refutagdes, além de comprovagdes experimentais. Assim

= 50 X 36 x102 x 10-3 km/h = 180 km/h.
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sendo, de acordo com o critério de Popper, precisaria que a fisica usada na lei contivesse algum erro para que o
motorista viesse a ter razdo, e este ndo € o caso.

Algarismos significativos

Na situagdo analisada mais acima, a velocidade v = 26,8 m/s (Eq. (1-2), foi aproximada de uma
dizima periodica 26, 8333... m/s. Este valor fornece a velocidade s6 com um digito para que sua
precisdo ndo seja superior ao valor correspondente em mph. Os digitos que aparecem na
resposta sdo chamados de algarismos significativos. Pretendemos usa-los nos resultados finais
de célculos neste livro. Nos arredondamentos devemos ter o mesmo nimero de algarismos do
dado de menor precisdo no problema em questao.

Um erro, as vezes, comum entre estudantes ¢ confundir algarismos significativos com casas
decimais. Considere os tempos 25,8s, 3,81h e 0,000124s. Todos tém trés algarismos
significativos, mas tém uma, duas e seis casas decimais, respectivamente.

Arredondamentos

Em calculos numéricos muitas vezes temos que fazer alguns arredondamentos. No exemplo
acima (Eq. (1-2)), tivemos que dar a resposta s6 com trés algarismos significativos. Assim para
os demais digitos a direita (333...), onde todos sdo menores que 5, a convengao ¢ que podemos
descarta-los, e manter os trés algarismos significativos.No entanto, se tivéssemos uma resposta,
como 26,853 m/s,onde os digitos a serem descartados comecam com um digito maior ou igual a
5, o ultimo digito dos algarismos significativos € acrescido de uma unidade. Assim 26,853 m/s
~ 26,9 m/s.

Exemplo 1-2

Arredonde para quatro algarismos significativos os niimeros 17, 3213 e 21, 505.
Solucéo:

De acordo com a regra acima, o primeiro nimero serd 17,32 e o segundo 21,51.

Ordem de grandeza

Sdo estimativas rapidas feitas em ciéncia e tecnologia. Para tal, os nimeros analisados das
grandezas devem ser escritos em notagdo cientifica, mas com a poténcia de 10 correta. Por
exemplo, a=1,4 x 10°me b= 3,2 x 10’ m, ambos tém a mesma ordem de grandeza 10°.
Japarac=1,4 x 10°me d=7,8 x 10’ m, as ordens de grandeza sio 10’ para c e 10* para d, haja
vista que 7,8 € maior que 5 e proximo a 10.

Vantagens das solucdes literais de problemas

Uma estratégia sabia para a solucdo de problemas evitando erros de arredondamentos
cumulativos além de outros erros numéricos ¢ resolver os problemas em forma literal, e s6
substituir por numeros na etapa final.
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1-4 Analise dimensional

Existe na fisica uma tatica muito util ¢  Tabela 1-4
poderosa para checar de imediato se Dimens6es de Quantidade Fisicas

uma dada formula matematica poderia  Quantidade Simbolo  Dimensio
estar correta. B o que se chama de Area A L’
analise dimensional. Este Volume Vv L’
procedimento ¢ feito onde cada Xelcl)cidaiie v i; ?2
L . celeracdo a
grandeza fisica ¢ tratadel 59 por sua Forca ¢ F ML/T
natureza. Por exemplo, ndo importa se Pressdo (F/ A) p M/LT?
uma dada distdncia € expressa em  \[assa Especifica(M/V) p M/L3
metros ou pés. No caso, a distincia tem  Energia E M/L?/T?
dimensdo de comprimento. Para efeito Poténcia (E/T) P M/LY/T?

deste livro nos interessa somente especificar trés grandezas fundamentais, comprimento, massa
e tempo, representadas por simbolos L, M e T, respectivamente. Usaremos a notacdo [a] para
denotar a procura das dimensdes da grandeza fisica a. Por exemplo, as dimensdes de velocidade
v sdo escritas [v] = L/T e as dimensdes de volume [V] = L’, etc. Este procedimento ¢ um
primeiro teste para verificar se uma dada expressao pode estar correta ou ndo. Isto ocorre se as
dimensodes nos dois lados da equagdo forem as mesmas.

Exemplo 1-3
Um estudante mostrou que o periodo de oscilagdo de um péndulo de comprimento [ num local de aceleragdo da
gravidade g ¢ dado pela formula

TZZHﬁ.

Dimensionalmente esta formula esta correta?
Solucéo:
O fator numérico 2m ¢ adimensional e ndo é considerado em andlise dimensional. Para o segundo membro tem-se

que[g]= = e[l]=L.

Assim
2 12
LT 1 ~ L . .
(T) = 1 quendo corresponde ao valor T do primeiro membro. Logo, a férmula esta incorreta.
Exemplo 1-4

Verifique se a equagio v2 = v2 + 2ax? estd correta dimensionalmente, onde v e v, sdo velocidades em instantes
diferentes, a ¢ aceleracdo e x uma distancia.

Solucao:

As dimensdes de v2e v3 sdo iguais (L/T)> J4 a tem dimensdo L/T? e x tem L. Assim ax* tem a dimensio

(L/T? x (L*) =L%T?, diferente das dimensdes de v* e vE. A equagio esta, pois, incorreta.

1-5 Tempo

No SI a unidade de tempo é o segundo (s). Historicamente foi definida em termos da rotagido da
Terra e era igual a (1/60) (1/60) (1/24) do dia solar médio. Vejamos rapidamente como a
aferi¢do do tempo evoluiu com o tempo.

O tempo na antiguidade

Na antiguidade medidas do tempo eram feitas usando-se varios tipos de “relogios”. Em torno de
3.000 AC surgiu o relogio solar no Egito. Ele baseava-se no movimento aparente do sol pela
abobada celeste e na conseqiiente deslocagdo da sombra projetada pela iluminagdo de uma haste
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vertical sobre uma escala graduada horizontal, na forma de
quadrante. O seu inconveniente ¢ sO6 funcionar durante o dia.
Ainda nesta regido e por volta de 1400 AC apareceram registros
da existéncia do relogio de &gua (clepsidra, do grego, ladrdo de
agua). Era constituido por um vaso
com forma de um tronco de cone,
onde se colocava agua. Dispunha de

um pequeno orificio na sua parte
Figura 1 - 1 Reldgio solar inferior, através do qual escoava a
agua para um recipiente abaixo,

contendo uma escala graduada vertical. Ao baixar o nivel da agua

na clepsidra e para compensar a diminui¢do do fluxo de agua Figural-2 Clepsidra encontrada
através do orificio, o didmetro do vaso superior teria que ?ﬁcign'ég ﬁ,.”?,;‘;ﬂ?ﬁ ﬁiigfeifc'
decrescer, obrigando tal vaso a ter a forma do cone truncado, como 'nglaterra

visto na Figura 1-2 . Com base na velocidade de escoamento da agua do vaso superior para o
inferior, um intervalo de tempo era aferido. Mais tarde, o reldgio de areia (ampulheta), baseado
em principio semelhante, foi também usado. Estes relogios foram disseminados ao longo do

tempo nos periodos dos impérios Grego € Romano.
O tempo na idade média

Na FEuropa, na idade média surgem, os primeiros relogios
totalmente mecanicos. Para o funcionamento continuo deles,
existiam sistemas adequados de se “dar corda”. Em 1292 ¢
construido o relogio da catedral de Canterbury.Na Figura 1- 3 ¢
mostrado um relégio mecanico do século XIV(Museu
Mainfriankisches, Wiirzburg,Alemanha).

O tempo no renascimento :
Figura 1 - 3 Rel6gio mecanico
Em torno de 1582, Galileu observou em uma solenidade tediosa na
catedral de Pisa que um longo lustre levemente oscilava. Notou ele, ao
comparar os periodos de oscilacdo do referido lustre com o ritmo de
seu pulso, que estes periodos permaneciam praticamente 0s mesmos,
independentemente dos tamanhos decrescentes dos arcos de oscilagdo.
E o que se chama de isocronismo. Veremos nos préximos capitulos
que este periodo s6 depende basicamente do comprimento do péndulo
(ver também o Exemplo 1-3). Mais tarde, em torno de 1658, o fisico e
astronomo Christiaan Huygens, através de estudos sobre a cicloide,
aperfeicoou o reldgio de péndulo, tornando-o rigorosamente isocrono.

Assim os famosos carrilhdes foram possiveis de serem construido,

Figural-4 Carrilhdo (Museu  com excelente precisdo. Um exemplar pode ser visto na Figura 1- 4.
Victoria and Albert, Inglaterra)

O tempo na era dos piratas

Qualquer ponto P sobre o globo terrestre pode ser localizado através da intersecdo de duas
circunferéncias neste ponto. A primeira obtida da interse¢do da superficie terrestre com um
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plano paralelo ao plano do equador, e passando por P, chamada de paralelo. A segunda obtida,
da intersecao da superficie terrestre com um plano passando por P e pelos polos Norte (N) e Sul
(S) terrestres, chamada de meridiano.
Este procedimento ja era conhecido na
antiguidade, haja vista, os mapas do
astrobnomo grego Ptolomeu. O equador
marca o paralelo com zero de latitude.
Outros paralelos podem ser
determinados, por exemplo, através do
esquema mostrado na Figura 1-5. Ao se
procurar a latitude em P, mede-se o
angulo 0, entre, a direcdo da estrela Polar
() que é uma estrela fixa, ¢ a vertical em
P.

A latitude ¢ representada por A e vale

A= g -0 (emrad), (1-3) ;! i

Greenwich

onde 0 <0 <m rad, jé A varia de Figura 1 - 5 Paralelos e meridianos. O simbolo 5 representa a estrela
0 e -m/2 rad, ao norte (sinal +) ou ao sul Polarqueé praticamente fixa.

(sinal -) do Equador. Cada meridiano

pode ser estabelecido pelo conhecimento de um angulo, @, chamado de longitude, o qual ¢
medido a partir do meridiano de Greenwich (G), por passar por esta cidade proxima a Londres
(ver Figura 1-5) , a qual teve um papel historico importante na aferi¢do do tempo. O grande
problema é a medigdo de ¢, que esta relacionada a medidas do tempo. A razio disto vem do fato
que como a Terra leva 24 horas para completar uma rotagdo de 360° em torno do seu eixo, uma
hora equivale a 1/24 da rotacdo ou 15°. Imagine agora dois relogios, acertados no embarque em
um navio, pela hora do porto.Dentro do navio um dos relogios € reajustado a cada dia no mar,
quando o sol alcanca o zénite. Assim cada hora de discrepancia entre os dois relogios equivale a
15° de longitude.

No século XVIII a determinacdo da longitude se tornou um problema crucial. Na travessia do
Atlantico, navios se perdiam, devido as tempestades, ou ataques frequentes por piratas. Vidas
foram perdidas e a crescente riqueza das nagdes dependia de uma solugdo. O problema residia
na ndo existéncia de crondmetros nesta época. Os relogios de
péndulos existentes deixavam de funcionar em mar aberto devido ao
balango dos navios.

Em 1714, o parlamento inglés ofereceu o equivalente (em cotacdo
atual), a US$ 12 milhdes, a quem resolvesse o problema. Muitos se
candidataram a este prémio. O relojoeiro inglés Jonh Harrison,
pessoa altamente capaz, mas sem educacdo superior, devotou
penosamente quarentas anos do final de sua vida para resolvé-lo. Em

1773, ja envelhecido e pouco antes de morrer, recebeu o prémio das

Figura 1 - 6 Crondmetro - . n L.
maos do rei George III. O crondmetro estava assim inventado! Esta

odisséia é contada em um dos livros sugeridos como leitura adicional, logo ap6s a se¢do 1-8.

O tempo na era moderna

Com o advento da fisica moderna no inicio do século XX, o microcosmo passou a ser estudado
mais acuradamente. Novas teorias, novas descobertas, levaram o mundo a um patamar mais
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avancado. Como resultados surgiram os relogios elétricos € em seguida os relogios de pulso de
quartzo, baseado nas oscilagdes de um cristal de quartzo, submetido a um campo elétrico, com
precisdo da ordem de s de atraso por més.

Atualmente, sdo usados reldgios altamente precisos, baseados na radia¢do atdmica de elementos
quimicos. O segundo no SI é definido como 9.192.631.770 oscilagdes da luz (de um
comprimento de onda especificado) emitida por um atomo de césio 133(lembre que periodo de
tempo ¢ o inverso da freqiiéncia correspondente). O césio 133 ou Cs' é o atomo cujo nicleo
tem Z= 55 protons e N= 78 néutrons. E um dos vérios isotopos do césio existentes. Esta
radiagdo corresponde a transicao entre dois niveis hiperfinos de energia do estado fundamental
do césio 133. Sdo relégios que atrasam 1s em 3 x 10" anos! Uma explicagio mais detalhada,
exige uma fisica acima do nivel deste livro.

1-6  Comprimento

Como ja vimos no SI, o metro (m) é a unidade de comprimento. Foi logo apds a revolugdo
francesa, em 1789, que se criou o metro, através do entdo estabelecido comité de reforma do
sistema de pesos e medidas. O metro foi assim definido como a décima milionésima parte da
distancia do polo norte ao equador, através do meridiano que passa por Paris. Por que esta
defini¢ao? Com efeito, tome como raio da Terra R = 6, 371 % 10° m, e ainda sabendo que a
distancia polo norte-equador, tomada ao longo daquele meridiano ¢

R/2 = 10, 007543 x 10°m = 10m, entdo, (1) x 10’m=1,0m,

0 que justifica a maneira acima de como fora escolhida para definir o metro. Certamente, este
ndo € um processo pratico e preciso. Assim em 1889 foi substituido pela distdncia entre duas
ranhuras gravadas em uma barra de uma liga de platina — iridio, mantida a uma determinada
temperatura. Esta barra do metro padrao foi mantida no Bureau de Pesos e Medidas, proximo a
Paris e replicada para varias partes do mundo. Com o tempo, este procedimento se mostrou
ultrapassado devido a precisdo exigida, cada vez mais, pela ciéncia.

Como, atualmente, as medidas da velocidade da luz no vicuo sdo extremamente precisas, &
possivel utilizar para ¢ uma grandeza definida, de valor exato ¢ = 299.792.458 m/s. Assim o
metro foi redefinido como a distancia percorrida pela luz no vacuo em 1/299.792. 458 segundos.

Exemplo 1-5

Primeira determinagdo do raio da Terra por Eratostenes
no século I1T AC. P&
Solucao:

Em Siene (hoje Assua, no Egito, no dia do solisticio de
verdo (21 de junho) os raios solares eram exatamente
verticais. Nenhuma sombra era criada em uma vareta
vertical ali colocada. Ja na cidade de Alexandria(A),
situada aproximadamente no mesmo meridiano de

raio de luz __gom **"

.o 41300 de luz

Siene(S), uma pequena sombra € criada em outra vareta,
conforme esquematizado na Fig. 1-7.

O calculo do raio R da Terra ¢ feito pela simples leitura
de 0 (em graus),ou seja, do angulo que os raios solares
faziam com a vareta em Alexandria. Pela regra de trés

simples
Figura 1 - 7 Método usado por Eratdstenes para
determinacéo do raio da Terra.

2m rad » 360° 3601
L = = —
R rad—> 6° 2n e’

(1-4)
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onde L ¢ a distancia (ja conhecida na época) entre Alexandria e Siene. Os valores usados por Eratostenes foram

0=72° L=5 x 10’ stadia,onde 1 stadium = 157m, o que dd R = 6,2 X 106m, que é uma 6tima estimativa!

Exemplo 1-6

Um ano-luz ¢ a distdncia que a luz percorre no vacuo durante um ano. Considerando que a velocidade da luz no
vacuo é de 3,0x10°km/s, quanto vale em km, um ano-luz?

Solugéo:
Em um ano, temos 365 dias x 24 horas/dia x 60 min/hora x 60 segundos/min = 31536000 segundos ~

~ 3,2 x 10’segundos. Um ano-luz, que ¢ a distancia que a luz percorre no vicuo durante um ano é entio dado por
3,0x10°km/s x 3,2 x 107 s =9,6 x 10> km.

1-7 Massa

O Quilograma Padrao

O padrao de massa do SI € um cilindro de platina-iridio mantido no
Bureau Internacional de Pesos ¢ Medidas, nas proximidades de
Paris, ao qual foi atribuida, por acordo internacional, a massa de 1
quilograma. Copias precisas desse padrdo existem em laboratorios
de padronizagdo em outros paises. As massas de outros corpos
podem ser determinadas comparando-as com uma dessas copias.
Um Segundo Padréo de Massa
Por razdo de maior precisdo, foi criado um segundo padrdao de
massa. Hoje € usado o atomo de carbono, do is6topo 12 (isto &, ele
tem 6 protons e 6 néutrons no nucleo, e tem como simbolo Clz), ao
qual, por acordo internacional, foi atribuida uma massa em unidades de massa atdmica (u). A

Figura 1 — 8 Quilograma padréo

relacdo entre as duas unidades ¢ a seguinte:

1 u=1,6605402 x 10*" kg, (1-8)
com uma incerteza de = 10 nas duas ultimas casas decimais. Experimentalmente, com razoavel
precisdo, as massas de outros atomos podem ser determinadas em relagio & massa e C'%.
Surpreendentemente, sabe-se que volumes iguais de gases diferentes, na mesma pressdo e
temperatura, t€m o mesmo nimero de objetos (que podem ser, ou atomos, ou moléculas, ou
ions, etc.). Isto é decorrente das leis de Newton, como veremos no volume II, na termologia.
Admite-se que estes gases t€ém densidades naturalmente baixas, de tal forma que seus objetos
estejam suficientemente afastados uns dos outros de modo que eles ndo interajam entre si. A
partir de resultados experimentais, este numero, chamado de nimero de Avogadro, em
homenagem a Amadeo Avogadro (1776-1856), seu criador, foi estabelecido como A = 6,02 x
10 objetos. Para lidar com numero tio grande de objetos, a quimica e a termologia utilizam
outra unidade, o mol. O mol é definido de modo que a massa de um mol de atomos de C'* seja
exatamente 12g. Assim sendo,

1 mol de C'* contém 6,02 x 10 4tomos de C'%;

1 mol de moléculas de H,O contém 6,02 x 10> moléculas de H,O;

1 mol de ions NO3 contém 6,02 x 10>’ moléculas NO3; e assim por diante.

Os quimicos usam pesos moleculares que sdo as massas em gramas de um mol de moléculas.
Assim ao invés de se medir o numero de objetos em unidades, se mede em termos de seu
numero de mols. E algo similar ao que fazemos no nosso dia-a-dia quando selecionamos 1 duzia
(ou 12) de ovos, 1 cento (ou 100) de laranjas ou 1 resma (ou 500) de folhas de papel, etc., para
indicar quantidades maiores de objetos.
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Exemplo 1-7

Um mol de moléculas de oxigénio O, possui massa aproximadamente igual a 16g e nas condigdes normais de
temperatura e pressdo ocupa um volume de 22,40 £. Quantos atomos de oxigénio existem em 4,48 £ de O,?

Admita baixa densidade do gés.

Solugéo:

1 mol ocupa o volume de 22,40 £ . Sendo assim, em 4,48 ¢ de O, temos 4,48/22,40 = 1/5 mols de O,. Como em um
mol temos 6,02 x10% moléculas de O,, em 1/5 mols temos 1,2 x 10 moléculas de O,. Como em cada molécula
de O, temos dois atomos de oxigénio, em 4,48 £ de oxigénio temos 2 x 1,2 x 102 =2,4 x 10 4tomos de oxigénio.

1-8  Pausa para descontragio:
A ciéncia ocidental tem sua origem na Grécia antiga

Temos uma admiragdo pela Grécia antiga, porque foi 1a onde nasceu a ciéncia ocidental ha mais de 2500 anos. Dois
filésofos gregos desta época, Platdo e Aristoteles, considerados hoje como  f JES8 " : )
os maiores da antiguidade tiveram um papel fundamental neste processo. :
O primeiro foi o fundador de uma institui¢do que durou quase mil anos e
que passou a ser conhecida como a Academia de Platdo. Ela em muito se
assemelhava as universidades de nossos dias. A filosofia de Platdo era

baseada no mundo das ideias, onde a razio era seu método de
argumentagdo. O verdadeiro conhecimento era por ele chamado de
episteme, o qual deveria ter como atributos sua natureza geral e universal,
além de ser sistematizado. Geral por ndo ser particular e universal, por ser

| A \ g . rS :
ser organizado. Aristoteles foi discipulo de Platdo. Dele mais tarde passou Figura 1 -9 Platdo. A mdo direita levantada
a discordar pela criagio de uma com o indicador na vertical simboliza o mundo

. .. das idéias de sua filosofia.
filosofia mais empirica.
Aristoteles acreditava que s6 da
experimentacdo se poderia construir uma ciéncia. Ainda assim, foi o

verdadeiro em qualquer parte do universo. Finalmente, sistematizado, por

primeiro a criar um sistema de logicas. O filosofo Euclides, também membro
daquela academia, foi quem escreveu, utilizando tais logicas, tratados
cobrindo tépicos variados, entre eles, os famosos elementos, mais
conhecidos hoje como geometria euclidiana. Estes livros sdo considerados
os mais antigos tratados gregos existentes, dos quais mais da metade se
perdeu no tempo. Eles estdo divididos em treze livros. Os seis primeiros sdo
sobre geometria plana, os trés
seguintes sobre aritmética e os trés
Figura 1 — 10 Busto de Aristoteles ultimos versam sobre geometria no
espago. Euclides era considerado um

otimo professor e de ter um carater bondoso, o que facilmente atraia grande
publico para suas aulas. Estes atributos ajudaram-no também a disseminar sua
obra. Nesta época, Platdo ja havia morrido e Atenas vivia seu apogeu, tendo
como lideranca importante, Alexandre o Grande. Ele fora educado por

Aristoteles. Creditam-se a ele muitas das informagdes sobre matematica e
astronomia, entre outras, trazidas de suas andancgas pela China e India, e que
foram bem utilizadas pela ciéncia grega. Em torno de 300 A.C. Alexandre
morre e um periodo de disputas entre os generais do exército grego se instala. A
parte egipcia do império era entdo comandada firmemente por Ptolomeu L
Homem de visdo, funda em Alexandria uma escola nos moldes da Academia de

Platdo. E 14 onde é erguida uma das sete maravilhas do mundo antigo, o farol Figura 1 — 11 Uma provavel

de Alexandria. Esta escola era dotada entre outras coisas de uma extraordinaria imagem de Euclides

biblioteca. Para 14 foram contratados, com bons salarios, os melhores cérebros da época, entre eles, Euclides. Seu
papel foi essencialmente, o ensino.

As imagens de Platdo e Euclides ndo so rigorosamente conhecidas até hoje. A de Platdo, na Figura 1-9, ¢ tirada do
afresco Escola de Atenas, pintado por Raphael, no Vaticano, com o rosto emprestado de Leonardo da Vinci. Ja a de
Euclides, muitas vezes ¢ inspirada na imagem do mesmo afresco, com o rosto emprestado de Bramante, famoso
arquiteto do renascimento que ampliou parte do Vaticano.
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A geometria euclidiana comega com uma lista de 23 definigdes. Define o que € ponto, reta, etc. Em seguida sdo dados
cinco axiomas (ou nog¢des comuns; por exemplo, “o todo ¢ maior que a parte”) e finalmente, cinco postulados, os
quais sdo menos 6bvios e dizem respeito ao assunto em discussdo, no caso, a geometria plana. Este conjunto, forma
de acordo com o sistema de logicas criado por Aristoteles, a l6gica formal ou menor da obra. Em seguida vem a
parte dedutiva da obra, chamada de logica maior ou metodoldgica, onde os métodos, teoremas, etc. séo
apresentados.

Vale aqui salientar que se olhando a obra de Euclides com olhos de hoje, ela apresenta varias falhas, mas ¢
considerada, assim mesmo, notavel. Devido ao seu estrondoso sucesso através dos séculos, foi o0 método cientifico
por ele utilizado o inspirador para todas as ciéncias até os nossos dias. Com o passar dos tempos, verificou-se que
outros matematicos em suas obras, fundiram os axiomas com os postulados. Veremos que na criacdo da mecanica por
Newton, axiomas ndo mais aparecem. Esta mecénica utiliza na sua elaboragdo o sistema de 16gicas da geometria de
Euclides, comecando com as defini¢des, seguidas dos trés postulados, conhecidos como leis de Newton.

Em suma, na constru¢do de um conhecimento cientifico (episteme), como a fisica, devemos seguir um método
cientifico:

i) Comegamos com a observagdo, através de fatos experimentais, inerentes a esta ciéncia, seguidas das
defini¢des numa ordem logica;

ii) Através da imaginacdo, motivadas pela observagdo, criam-se os postulados ou as leis aplicaveis a tais
conceitos;

iii) Proposicdes logicas sdo dai deduzidas, tendo a matematica, como a ferramenta natural para fornecer o

rigor e a exatiddo necessarias.
Os itens i) e ii) formam a l6gica formal ou menor da teoria e o item iii) a l6gica maior.

O critério de Popper ¢ o teste final de validade da teoria cientifica proposta. No caso de uma teoria fisica, esta teoria
também nao pode ser imune & comprovagio experimental.

Toda teoria cientifica em fisica tem um dominio de validade. Por exemplo, na teoria da relatividade a massa de um
corpo varia com sua velocidade. Ja na mecéanica de Newton, isto ndo ocorre, haja vista que as velocidades envolvidas
sdo muito menores que a velocidade da luz, c. A teoria da relatividade ¢ assim mais ampla, englobando a mecanica de

Newton, que ¢ limitada a velocidades bem menores que c.

Tabela 1-6

O Alfabeto Grego: suas letras sdo bastante utilizadas como simbolos matematicos.

Alfa A N1 N v
Beta B B Csi =z '3
Gama r y Omicron 0 0
Delta A ) Pi I I
Epsilon E €& RO P p
Zeta V4 4 Sigma X o
Eta H n Tau T T
Teta 0 0 fpsilon Y v
Iota I t Fi O QP
Capa K K Qui X X
Lambda A A Psi v P
Mi M u Omega Q W

Material extra-curricular sugerido

1- Como vejo 0 mundo
Albert Einstein, Ed. Nova Fronteira, 1981
Este ¢ um livro onde o famoso cientista fala sobre o social, o politico, o cultural, o econdmico e certamente
sobre a ciéncia de uma forma brilhante.

2-  Platdo e Aristoteles — os caminhos do conhecimento
Marco Zingano, Odysseus Ed. , 2002
Obra acessivel a estudantes sobre dois dos maiores filésofos que influenciaram tanto o desenvolvimento da
Ciéncia.
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3- Longitude
Dava Sobel, Ed. Ediouro, 1997
Um livro muito interessante sobre a historia de um génio solitario, sem nenhuma educag@o superior que resolveu
um dificil problema cientifico do século XVIII.

Resumo

Fisica

A fisica pode ser definida, num sentido mais amplo, como a ciéncia da natureza.

A fisica esta presente direta ou indiretamente em grande parte das diversas atividades profissionais do mundo
contemporaneo.

Critério demarcatorio entre conhecimentos cientifico e ndo cientifico (Critério de Popper ou da refutabilidade)
A caracteristica precipua para que uma teoria venha a ser considerada cientifica é que as suas assertivas sejam
passiveis de refutagdes.

Além do mais como a fisica ¢ uma ciéncia de natureza experimental, ela ndo pode também estar imune a
comprovagdo experimental.

Grandezas fisicas

Comprimento, tempo, velocidade sdo exemplos de grandezas fisicas. A medicdo de cada grandeza chamada de
guantidade fisica gera um nimero seguido de uma unidade correspondente.

Grandezas fundamentais

Na mecéanica sdo o comprimento, o tempo e a massa. Os padrdes referentes a essas grandezas devem ser acessiveis e
invariaveis.

Notag&o cientifica

Por conveniéncia, esta notacao utiliza poténcia de 10 para nimeros, ou muito grandes, ou muito pequenos.

Mudanca de unidades

O processo pode ser feito em maneira encadeada onde as unidades sdo tratadas como se fossem quantidades
algébricas, até que apenas as unidades desejadas aparegam.

Ordem de grandeza

Um niumero arredondado a poténcia de 10 mais proxima.

Analise dimensional

E o processo utilizado em uma equagdo, onde as vérias grandezas que 14 aparecem sdo expressas em termos de
grandezas fundamentais. A cada grandeza fundamental se associa um simbolo matematico. Na mecanica,
comprimento — L, tempo — T e massa — M. Se a equagdo estiver correta, pelo menos dimensionamente, os seus
dois membros devem ter a mesma expressdo matematica dimensional.

Comprimento

De acordo com o SI, o metro (m) ¢ a unidade de comprimento, definido como a distancia percorrida pela luz em 1/c
segundos.

Tempo

O segundo (s) ¢ definido em termos das oscilagdes da luz emitida por uma fonte do atomo de Cs'*.

Massa

O quilograma (kg) de acordo com o SI ¢ definido de um padrdo de massa de platina — iridio. Um segundo padrdo de
massa usado na escala microscopica é definido em termos do atomo de C'.

Método cientifico

O método cientifico é o processo utilizado para construir uma teoria cientifica e também de utiliza-la. De acordo com
ele, uma teoria cientifica deve conter:

i) as defini¢des e os postulados, formando este conjunto o que se chama de légica formal; ii) os métodos de
operacionalizar tal teoria, conjunto este chamado de logica maior. Certamente, esta teoria deve estar sujeita ao
critério de Popper.

Toda teoria cientifica em fisica tem um dominio de sua validade.

Questdes conceituais

1) Em certas embalagens de alimentos, encontramos informagdes nutricionais para cada 100g de alimento. Muitas
delas dizem que sao livres de gorduras trans. Se as informagdes estiverem arredondadas para uma casa decimal,
¢ possivel que o alimento contenha gordura trans? Justifique.
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2) No filme Super Size me, o diretor e ator Morgan Spurlock passou 30 dias se alimentando exclusivamente em um
restaurante fast-food americano. Considerando que em cada refei¢do ele comeu um sanduiche com 500 kcal,
uma por¢do de batatas fritas com 230 kcal, um refrigerante com 220 kcal e um sorvete com 250 kcal, e que as
necessidades diarias de um adulto sdo de 2000 kcal, responda:

a) Quantas calorias, ele ingeriu além do necessario, durante os trinta dias?
b) Considerando que a cada 5 kcal ingeridas além do necessario, ele ganha aproximadamente 1 g de massa
corpdrea, quantos kg ele ganhou em 30 dias?

3) Imagine dois meridianos quaisquer cortando o equador terrestre em dois pontos, P e Q. A partir do polo Norte,
N, formam-se dois arcos NP e NQ, e no equador o arco PQ. Como resultado, tem-se um tridangulo NPQ sobre a
esfera terrestre. Compare-o com um triangulo ABC desenhado sobre uma mesa plana.

a) E correto afirmar que a soma dos angulos internos de cada um destes tridngulos é igual a 180°?
b) Tendo em vista a resposta do item anterior, como fica a geometria euclidiana, admitida como uma teoria
cientifica, sujeita ao critério de Popper?

Problemas
D —p ORI O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)** Um carro percorre 2500m pela Avenida Caxangd em lmin 40seg. Sabendo-se que a velocidade maxima
permitida ¢ de 80 km/h e que a tolerancia dos radares ¢ de 20% da velocidade maxima, responda:

a) O motorista infrigiu a lei?

b) O motorista deveria ser multado?

2)* Uma das piscinas da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE) possui 25m de largura, 50 m de comprimento
e 2m de profundidade. Quando tempo sera necessario para encher a piscina com um conta-gotas a uma taxa de 1 m{
por segundo.

3)* a) Se a torneira de um domicilio passar a noite mal fechada, vazando a uma taxa de 2 m¢ por segundo, quantos
litros de agua serdo desperdigados em duas horas? b) E se em uma cidade com 100 mil domicilios isto ocorrer uma
vez por dia em cada domicilio, quantos litros de agua serdo desperdi¢ados?

4)* a) Se vocé passar 30min por dia navegando no Facebook, quantos dias por ano vocé gastara no Facebook? b) E
ao final de quantos anos, vocé terd passado mais de um més (30 dias) no Facebook?

5)* Um maratonista profissional da em média 180 passadas por minuto. a) Se ele ¢ capaz de correr 1 km em 3min,
qual é o comprimento de cada passada? b) Quantas passadas ele dara ao correr 42 km de uma maratona?

6)** Um relogio mecanico atrasa 10 segundos por dia, enquanto um reldgio eletronico atrasa apenas 1 segundo por
dia. a) Supondo que os dois relogios fossem iniciados simultaneamente, depois de quanto tempo a diferenca entre os
horarios dos relogios sera de um minuto? b) Apos quanto tempo os relogios marcardo novamente o mesmo horario?

7)* Uma célula animal tipica tem um didmetro médio de 20 pm onde ela foi aproximada a uma esfera. Acredita-se
que a espécie humana possua pelo menos 100 trilhdes de células. Qual é o volume ocupado por todas as células do
corpo humano?

8)* Gastamos em média, 120 calorias por hora de estudo. Quantos minutos deveriamos estudar para queimar 504
calorias, que ¢ a mesma quantidade de calorias que o Big Mac possui?

9)* Considerando que um tipico bom estudante da UFPE passa uma hora por dia em 6nibus, que o semestre letivo
tem 16 semanas, que ele terd 4 anos de graduagdo, 2 anos de mestrado e 4 anos de doutorado, quanto tempo ele
perdera no 6nibus ao longo desses 10 anos?

10) * Sabe-se que um homem médio possui 5 ¢ de sangue. Motoristas flagrados excedendo o limite de 0,2 gramas de
alcool por litro de sangue pagardo multa, perderio a carteira de motorista por um ano e ainda terdo o carro
apreendido. Uma lata de cerveja possui 1,0 g de dlcool. Quantas latas de cerveja sdo possiveis de se beber sem que se
seja multado no teste do bafometro?

11)** Considere que uma folha de papel tem 0,074 mm, e que a distdncia média da Terra a Lua ¢ de 370.000 km. a)
Quantas folhas de papel deveriam ser utilizadas para termos uma pilha de papel da Terra a Lua? b) Se tivéssemos um
mol de folhas de papel, quantos mols de papel da Terra a Lua deveriam ser usados?

12)* Na expressdo F = - kx, F representa uma forca e x um comprimento. Se a formula dimensional da for¢a é MLT?,
qual é a formula dimensional de k?



CAPITULO 2
MOVIMENTO RETILINEO

2-1 Movimento

Através do uso do método cientifico pretendemos continuar no processo de construgdo da
mecadnica, introduzindo novos conceitos ¢ definigdes. Vamos comegar a estudar o movimento.

Historicamente, foi um longo processo penoso para o homem sistematizar o movimento de um
corpo no espaco. Na Grécia antiga o mundo era melhor descrito quando os objetos estavam em
repouso. Dai o grande desenvolvimento da geometria euclidiana. Acreditavam entdo que, se um
dado objeto comegasse a se movimentar, este deveria naturalmente regressar a um dos cinco
elementos fundamentais da natureza do qual lhe era predominantemente constituido: terra, agua,
ar, fogo e éter. Por isso, a fumaca sobe, enquanto corpos solidos caem. Mas como quantificar
tais ideias? Por exemplo, na queda de um corpo? Para eles, os mais pesados cairiam com maior
rapidez. A Terra era considerada como centro do universo. Ao seu redor giravam a Lua, o Sol e
alguns dos planetas, entdo conhecidos, todos segundos eles formados de elementos gasosos.
Estas ideias perduraram na humanidade por cerca de 20 séculos e foram incorporadas, mais
tarde, pela Igreja como dogmas. Com o inicio do renascimento (mais ou menos no tempo em
que o Brasil estava sendo descoberto), estes dogmas comegaram, sorrateiramente, a serem
questionados. Estes questionamentos resultaram de trabalhos anteriores criados por filésofos
gregos ¢ posteriormente por pioneiros como Copérnico (1473-1543) e Kepler (1571-1630).
Mais tarde, da notavel contribuicdo de Galileu (1564-1642). Uma ciéncia mais robusta
comecara a triunfar frente as ideias obscurantistas da época. Galileu foi o grande criador de
muitos dos temas deste livro. Em particular, de praticamente tudo o que vai ser tratado neste
capitulo, referente ao movimento. Este grande cientista foi considerado por Einstein como o pai
da fisica e da ciéncia moderna. Além do mais, é considerado como o criador do método
experimental na fisica. Vale aqui salientar como as suas ideias revolucionarias influenciaram

outras areas da atividade humana.
Com efeito, ja4 no fim da idade
média, a pintura, além de wusar
técnicas aprimoradas na produgdo de
tintas, j& havia incorporado a
perspectiva, esta resultante da
evolugdo da matematica. Tais
pinturas se tornaram mais realistas,
apesar de somente fornecer uma
ainda estatica das coisas. A idéia de ! b £ 3 n .

movimento  foi  pioneiramente g T dN A a0

explorada, por exemplo, no quadro a Figura 2 - 1 Batalha das Amazonas, Peter Paul Rubens (1577-
“Batalha das Amazonas™ pelo pintor 1640). Pintor Flamengo.

flamengo Peter Paul Rubens (1577-1640), conforme visto na Figura 2-1.
Neste capitulo vamos nos deter no movimento unidimensional, ou seja, retilineo. Este
movimento pode ser ao longo de uma linha reta, horizontal, ou vertical, ou mesmo inclinada.

Deste estudo, vamos gerar novas defini¢des de grandezas que serdo Uteis ndo s6 na construgdo



CAPITULO 2 - MOVIMENTO RETILINEO

da mecéanica, como também na fisica como um todo. O objeto em movimento aqui considerado
sera tratado como pontual, ou seja, como uma particula, ja que todas as suas partes, por
hipdtese, se movem numa mesma direcdo e com a mesma velocidade. Imagine o leitor na
filmagem de uma bola em movimento retilineo, onde cada instante fica gravado no filme, numa
série de quadros estaticos. Apos a revelacdo, o filme em movimento, nos da também uma
imagem da bola em movimento. Este é basicamente o processo que vamos estudar aqui. A
particula é a bola, o seu movimento ¢ retilineo e a série de situagdes da bola (suas posigdes,
as variagdes de sua rapidez) formam uma area conhecida na mecénica como cinematica, ou
seja, o estudo do movimento, como tal, sem nos determos nos agentes causadores deste
movimento. No exemplo da bola, o agente causador do movimento poderia ter sido um chute ou
algo similar.

2-2 Posicao e deslocamento

Conforme visto na digressdo matematica 1-1, a localizacdo no espaco de um objeto depende de
suas coordenadas, medidas relativas a algum ponto de referéncia, normalmente a origem (ponto
0 vista nas figuras). No caso de um

movimento unidimensional, Sentido positivo

precisamos de um eixo X, com uma

origem e dois sentidos, o sentido Diregiio

!

LS
I | S

positivo e o sentido negativo, : i i
1

o
bk s

conforme ilustrado na Figura 2-2. A -3 2 -1 2 3 x(m)
unidade utilizada estd também Oiginn Unidade

indicada na figura.

A posicdo de certo ponto P que se Sentido negativo

desloca ao longo do eixo x, ¢ dada

através da coordenada x, que por Figura 2 — 2 Eixo x com origem e a indica¢éo de direcdo e dos

sentidos positivo e negativo, além da unidade.
sua vez ¢ funcdo do tempo t. A

equagao paramétrica resultante x = x (t), fornece esta posicao a cada instante. Note que o tempo
na mecanica classica ndo é uma coordenada; é na realidade um parametro variavel, dai o nome
acima de equacgdo paramétrica.

A variagdo de x para duas posi¢des sucessivas quaisquer, ¢ chamada de deslocamento Ax, e
definida por

AX=X,—X|. (2-1)

Quando Ax > 0, o deslocamento se faz no sentido positivo; quando Ax < 0, o deslocamento se
faz no sentido negativo. Observe que Ax ¢é na realidade uma grandeza vetorial, ja que ¢
caracterizada por um modulo (ou seu valor absoluto), uma dire¢éo (a linha reta) e um sentido
(sentido +, ou sentido -, como mostrado na Figura 2-2).

Digressdo matematica 2-1
Vetores |

Definicédo Elementar:Vetor é uma entidade caracterizada por um médulo (ou magnitude), uma diregéo e um sentido.
A definicdo de vetor ndo especifica sua posico, que é arbitraria.

Exemplos: deslocamento, velocidade, aceleragdo, etc. J4, temperatura, massa, tempo sdo chamadas de escalares. Elas
ndo satisfazem a defini¢do acima.

Notacéo

A d,..sdo exemplos de vetores (ndo esqueca da seta).
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B, b, sdo exemplos de escalares.
Propriedade 1: Representagédo geométrica de vetores

Vetor a : a  Seta (ou flecha) com comprimento proporcional a sua grandeza.

Propriedade 2: Lei do triangulo para adicéo de vetores

2 b

o
Il
Qu
+
ol

~
= L

C

Propriedade 3: Lei do paralelograma para adi¢édo de vetores

Propriedade 4: Duas propriedades da adigdo de vetores
i+b=b+ad lei comutativa.
(@+b)+¢=d+ (b+ & leiassociativa.
Propriedade 5: Subtragado de vetores

Qu
|
ol
1]
Qu
+
T
(=3}
N~

Componentes de vetores
Uma componente de vetor € sua projecéo sobre um eixo.
Em duas dimensdes (2D), o vetor posigdo I tem duas componentes, 1, e 1y,

y I

dadas por
Iy =1 cos 0
Iy X ’ _
# {ry=rsen6, (b2 -1)
onde0<r<w e 0<60 < 2m.
-r. H
0 i » As coordenadas r e 0 sdo chamadas de coordenadas polares.

I'x X

Em trés dimensdes (3D), T tem trés componentes, ry , 1y e 1, dadas por (ver
Digressdo matematica 1-1):
Iy =rsenfcos o ,
r,=rsenfseno,

D2 -2
r,=rcos0, ( )

onde 0<r<w , 0<0<m, 0 <p<2m

Figura D2 -1 Coordenadas Esféricas
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l(Cuidado! @ varia de 0 a 7e ndo a 27, para evitar duplicidades.Verifique!)

IAtengéo! O caso acima se refere ao vetor posicao, porém se aplica a qualquer outro tipo de vetor.

Maédulo de um vetor
Em 3D, d tem sempre trés correspondentes, a, , ay, € a,. Seu modulo a (sem a seta, pois agora queremos saber sua

magnitude), é definido como
jdl=a=|a3+a}+az (02 - 3)

Para saber sua orienta¢do no espago, precisamos conhecer os dngulos 0 e ¢ (em 2D , s6 de 0, através de tg 0 = a,/a,).

2-3 Velocidade média

Supondo que certo objeto P se desloque a uma
velocidade ndo uniforme (um carro acelerado, por
exemplo), podemos entdo definir uma velocidade
média entre dois instantes quaisquer t; e t, com x(t;) =
=X, € X(t2) = Xp, por

X2 —Xq AX

v= —
t, —t; At

(2-2)

>t

Certamente, a defini¢do acima inclui o caso trivial de
se ter para P uma velocidade uniforme. Nesta situacdo, a
velocidade média coincide com a velocidade uniforme.
A equagdo dimensional de velocidade ¢ LT ' e no SI a velocidade é expressa nas unidades m/s.
Pela Figura 2-3, v = tg 6, mede a inclinagdo da reta que liga P;a P, .

Esta ¢ a visdo geométrica da velocidade média. Para se ter uma visdo mais realista do
movimento, esta velocidade deve ser calculada para intervalos de tempo cada vez menores.

Figura 2 — 3 Interpretacdo geométrica
da velocidade média.

Exemplo 2-1

Considere a tabela abaixo do movimento de uma bicicleta ao A

longo de uma estrada retilinea: x(m)

t(s) 0 1,0 12,0 |30 10.0-}-------=-=-—===—-——-
x(m) [ 1,0 140 [70 [100 :

a) Desenhe o grafico x x t.
b) Que conclusdes referentes ao movimento pode-se tirar
deste grafico?

Ax=9m

Solugéo: ) 1.0
a) O grafico ¢ mostrado na Figura 2-4. E uma reta x = a + bt,
onde a e b sdo constantes a serem determinadas. Parat= 0,

x = 1,0 = a = 1,0. O parametro b representa a tangente do
angulo de inclinagao da  reta, ou seja,

i
1
1
>
~|1i
I
wl !
1
1
!
I PR

’

=30 =2 x=10+3,0t L L >

s 0 , , o 10 20 30 “s)

b) E facil verificar que para dois tempos quaisquer t; € t;

onde supde-se t; > t;, tem-se que At = t— t; > 0 , os quais Figura 2 —4 Gréfico x versus t do Exemplo 2-1
correspondem  respectivamente, a dois comprimentos

percorridos x; e X;, onde X; > X;,0 que fornece Ax = Xx; — x; > 0. Ora, isto implica dizer que o referido movimento
retilineo se da no sentido positivo do eixo X.

A velocidade média do movimento é dada por

tgh =

__Ax_t e_30m_3,0 x 1073 km 72km
V_At_g_'s_(l)h =%
3600

a qual ¢ constante. Dai 0 movimento ser uniforme.
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Exemplo 2-2

Saindo de Recife num passeio ao campo, um motorista percorre 10 km, numa estrada reta a uma velocidade de 50
km/h. Dai para por ter um pneu furado. Na troca do pneu gasta 15 minutos. Segue, entdo, viagem por mais 10 km, e
ap6s 10 minutos chega ao seu destino.

a) Desenhe o grafico x versus t do movimento do carro.
b) Qual a velocidade média neste percurso?

Solugéo: 7. || IR R RS RS,

4
x(km)

a) No grafico, os pontos a e b representam a parada e a saida

do carro, respectivamente, para a troca do pneu. Ja ¢

representa o ponto de chegada ao destino. O carro para em a, a b

ap6s um tempo 10f---------

X 10.km 1
2 7 50.km/h 5

Permanece parado por

10 '—10h—1h o h
mm—60 =¢h t(h)

Logo, ‘itenipo tftal de ;i;‘gem’ At, é a soma Figura 2 —5 Gréfico x versus t referente ao
(23242 =22 Fxemnln?-2

A= (5 +4+6>h Tk

b) Como o percurso total ¢ de 20 km a velocidade média ¢ finalmente dada por

>

'\" L T T PP

-
a™ e
P T

Ax 20 km
V= A_t = ? = 32,43 km/h.
60

Esta velocidade ¢ a tg 6 mostrada na Figura 2-5.

Paradinha 2-1

Um aluno caminha em linha reta a 3 km/h, todos os dias, de sua casa a escola, distante 2,5 km. As aulas come¢am as
8 h, mas ele sai de casa as 7 h. de modo a ter 1a algum tempo extra para conversar com os amigos. Ao sair de casa e
ap6s caminhar 1,0 km encontrou um amigo que havia se acidentado. Para socorré-lo teria que dispor de 20 minutos.
Ap0s o socorro, de quanto teria que aumentar sua velocidade, de modo a alcangar a escola em tempo limite de pegar
o inicio da aula?

2-4 VVelocidade instantanea

Imagine na Figura 2-3 o ponto P, se aproximando cada vez mais do ponto P;. Isto implica dizer
que At € cada vez menor. Assim a velocidade média se aproxima de um valor limite, ou seja, de
uma velocidade num tunico ponto P = P; = P,, chamada de velocidade instantanea, v, no
ponto P.Este processo matematico é a definicdo da derivada de x em relagdo a t, ou
simbolicamente,

_ (AX) _ dx
V=B \ad) T @ (2-3)

Em qualquer instante t, v mede a inclinacdo da
tangente a curva naquele ponto P. Esta é a

m) — X(t)
interpretagao geométrica da velocidade
instantanea. A velocidade é também uma grandeza
vetorial, haja visto ter modulo, dire¢do e sentido.
Note que dx/dt > 0 num ponto, indica que x esta
crescendo com t, enquanto dx/dt < 0, indica o a

contrario, ou seja, que x esta decrescendo com t. Ja 0
dx/dt= 0 num ponto, indica que este ponto ¢ um
extremante da posicdo (um maximo, ou um

minimo). A derivada segunda d®x/dt?, calculada m T e peng
. . R 4 ) >

neste ponto, indica um maximo, se ela for

negativa, ou um minimo, se for positiva. Figura 2 — 6 Grafico x versus t referente ao

Exemplo 2-3.
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Exemplo 2-3

A posicio de uma particula que se move sobre um eixo x ¢ dada pela equagdo x = a + bt>, onde a > 0, b > 0 sio
constantes, com X em metros ¢ t em segundos.

a) Qual sua velocidade em t = 1,0 s?

b) Como a velocidade varia?
Solugéo:

a) v=S=2bt
Parat=1,0s,v=2b>0.
b) Como b >0, v ¢ crescente ¢ é representado por uma reta, com inclinagdo tg 6 = 2b > 0.

Exemplo 2-4

Na Grécia antiga, o filésofo Zénon de Eleia viveu a pouco mais de cinco séculos antes de Cristo. Ele propds um
paradoxo, conhecido como Paradoxo de Aquiles (o famoso corredor grego) e a Tartaruga. O paradoxo consistia de
uma corrida de Aquiles (A) com uma Tartaruga (T). Da origem O de uma escala, A partiu, ¢ T de um ponto 1.
Imagine que a unidade de comprimento corresponderia hoje a um km. T teve uma vantagem sobre A de 1,0 km.
Suponha que A era dez vezes mais rapido que T, e que percorria 1,0 km a cada hora. O argumento utilizado pelo
Zénon era que quando A estivesse no ponto 1, T estaria mais a frente, e assim sucessivamente,em intervalos cada vez
menores,mas em numero crescente indefinidamente, de modo que A nunca alcangaria T. a) Onde esté4 a falacia deste
paradoxo? b) A e T, eventualmente, encontrar-se-iam?

Solucéo:

a) Mesmo para uma pessoa do povo, o senso comum o levava a crer que eventualmente, A iria alcangar T. Mas para
o filésofo Zénon, o movimento dos objetos ¢ um fendmeno irreal e contraditorio, consistindo sempre em uma mera
ilusdo dos sentidos .Assim usando argumentos matematicos da época, que indicavam que jamais A poderia alcangar
T. Dai o paradoxo! Ou seja, Z€énon tinha uma opinido contraria & comum.

Vamos discutir este exemplo a luz da ciéncia hoje e verificar quais problemas existiam na época do filésofo para
gerar tal controvérsia. As equagdes do movimento para A e T s@o respectivamente,

Xa=Vat, 2-4)
Xr7=Xo+ (va/10)t , (2-5)

onde xo= 1,0 km , ¢ a vantagem de T em relagdo a A e vy = (1/10) v, .Tirando o valor de t da primeira equagéo e
substituindo na segunda, obtem-se

X1=Xo+ 0,1 Xa.

A tabela abaixo pode facilmente ser construida, onde x1 — X, representa as vantagens sucessivas de T sobre A, as
quais diminuem. A distancia S percorrida por T é a soma da ultima coluna da tabela. Ou seja,

t(h) | xa(km) | xp(km) | xp—xu S =Y(xr —%xa) = 0,1+ 0,01+ 0,001+ ...=
1.0 1,0 1,1 0,1
1,1 1,1 1,11 0,01 1 1

1,11 1,11 1,111 0, 001 TR TERES 2-6)

S ¢ uma progressdo geométrica de razdo q = 1/10, com um numero infinito de termos, cuja soma ¢ conhecida (vide
Digressao matematica 2-2). A soma da Equacéo (2-6) vale entdo,
1/10 1

T1-(1/10) " 9
A matematica grega da época ndo sabia como lidar com infinitésimos, nem tdo pouco com somas infinitas
convergentes. A nogdo de infinito era entdo desconhecida pelos matematicos gregos. Também um estudo matematico
sistematizado do movimento ndo existia neste periodo. Hoje se vé que o paradoxo de Zénon ¢ na realidade, um
pseudo paradoxo!
a) O tempo de encontro de A com T ¢ obtido igualando as Equagdes (2-4) e (2-5):

vat = X + 0,1 vt

10x%, 10
t=—=—=—h

9VA 9

Digressdo matematica 2-2

Progresséo geomeétrica infinita
A série infinita, também chamada de progressio geométrica infinita, S = a + aq + aq> +...= ﬁ , se -1<qg<l.
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Paradinha 2-2

Uma particula move-se obedecendo a equagdo x = A sen (nt/2), onde A é uma constante positiva com dimensao de
comprimento.

a) Esboce o grafico x x t, onde x ¢ medido em metro e t em segundo.

b) Esboce o grafico v x t.

2-5 O problema inverso

Até aqui vimos como calcular a velocidade instantanea
de um objeto, conhecendo-se a sua equagio
paramétrica, x = x (t). E so calcular a derivada de x(t),

ou seja, v(t) = dx/dt. O problema inverso consiste no =1‘/
calcular ]

Ora,
v(t) = dx/dt = dx = v (t) dt, portanto

Ax =x(t) - x(ty). 747"

t

|
[
|
|
|
Ax = x(ty) — x(t;) = f v(t) dt'. 2-7) :
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)
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oposto: conhecendo a fungdo v(t) num intervalo [t; t,], ] T
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Como sabemos do calculo infinitesimal, o segundo 1

Figura 2 —7 Processo de calculo do
problema inverso

—

P

-

membro da Equagdo (2-7), é uma integral definida, e
como tal, corresponde a um processo limite, definido
por

N
tz 4 .
v(t)dt = lim z :v(t’i)At{ = Area ent.re a curva da velocidade 2-7)
" N-oo e o eixo do tempo, de t;a t,

1 At]—0 =1

Poderiamos também obter a funcao x(t), bastando para isto fazer a troca t, — t, na
Equacao (2-7), onde t ¢ um tempo geral qualquer no intervalo, desde que se conheca
X (to) = Xonum tempo ty=t;. Logo,

t
x(t) = xo + f v(t")dt'. (2-9)

to

Na concepgao de integral definida, note que a variavel t” no integrando assume infinitos valores
no intervalo aberto (to, t) € assim ndo pode ser igual ao t do limite superior da integral. Este
limite é um valor fixo dado, apesar de poder ser qualquer.

Exemplo 2-5
v(m/s)

Uma particula percorre uma reta, cujo grafico v x t ¢

mostrado na Figura 2-8.

a) Calcular o deslocamento da particula dois segundos apos

ela ter iniciado seu movimento.

b) Qual o grafico x x t da particula?

¢) Qual a velocidade média da particula entre 0 e 2

segundos?

Solugo: 0 10 20 30 o
a) O deslocamento, conforme visto acima, ¢ dado pela area
hachurada na Figura 2-8. Logo, Figura2 -8 Gréfico v versus t do

t=2.0 ) Exemplo 2-5
Ax =x(2.) — x(0.) = f v(t') dt’ = (4rea hachurada) =
t=0
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1 1
=510x10)+(20-10)x10=>+10=15m.

b) O grafico consiste de trés intervalos. Cada intervalo tem uma equagdo correspondente para v(t). Precisamos
calcula-las para, finalmente, obter x(t).
Intervalo [0,1.]:

v(t) = (tg 6,)t,onde tg; = =2 = 1L,0=v(H) =t ,0 < t< 10,

Intervalo [1.,2.]:

v =10, 10<t<20. o
Intervalo [2,0,2,5]:
- SRR
®) = (tg0x)t + de tg0; = 10 _ 2
\% = g Y3 C,onde (g 3—2'0_2‘5— ,
s v()=—-2t+g, 1,01

onde c é uma constante a ser deterninada.
Parat=25,v=0=c=35, 0,5}
L) =-2t+5, 20<t<25

Logo, x(t) ¢ uma fungdo também definida em
intervalos correspondentes.

i i
0 05 0 15 20 25 30 >

1° intervalo: Figura2—9 Gréfico de x x tdo
Exemplo 2-5

¢ ! 2 ¢ t2
x(t) =x(0.)+f v(tHdt' = 0.+ f t'dt = — |0 =— 0<t<L

0 0 2 2
2° intervalo:

t

x(t) = x(1.0) +f dt’ = x(1.0) + t]; =x(1,0) + (t—1).

1.
x(1.) ¢ obtido de x(t) no intervalo 0 <t<1 , evalex(l.)=% .. x(t)=t-%,1.<t<2.
3¢ intervalo:

t t 12

t
x(t) = x(2.) + f ()t =15+ | (=2t +5)dt =15 =2 [, + 5t} = 15.—(¢2 = 4,0) + 5(t — 2,0) =
2.0 2,0

9
=—t2+5t—§ 20 <t<25.

Em resumo,
t2/2 , 0,<t<1,
x(t)=<{ t—1/2 1.<t<2,
—t2+5t—-9/2 , 2.<t<25.

Logo x(t) ¢ uma fung¢do continua, possuindo derivadas continuas nos pontos t = 1,0 e 2,0 segundos. O grafico esta

representado na Figura 2-9

x(2.) =x(0.) 1,5-0.
2-0.  2.-0.

_ 3
v= —Zm/s.

Paradinha 2-3

Dois trens 1 e 2, se movem sobre um mesmo trilho em sentidos opostos. Os maquinistas sdo imediatamente alertados
para pararem seus trens, quando eles estdo separados por 200 m. As velocidades em m/s de desaceleracdo sdo dadas
pelas equagdes vi=40 -8t e v,=—30+ (15/2) t.

Qual ¢ a separacdo entre os trens quando ambos estiverem parados?

2-6 Aceleracéo

Em muitas situagdes de um movimento, a velocidade pode aumentar continuamente, ou
diminuir continuamente. Podemos sentir claramente tais variagdes. Nossos corpos sao
naturalmente sensiveis a estas mudangas nas velocidades. Precisamos, pois, definir uma
grandeza que quantifique este processo de variagdo com o tempo da velocidade. Definimos
aceleracdo média no intervalo [t;, t;] como

v(ty) —v(ty) _ ﬂ (2-9)

a=
t, —t; At
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Comot, >t; entdo,a>0 se v(ty) >v(t),ea<0 se v(ty) <v(ty).
Em analogia com a velocidade instantinea, podemos definir aceleracdo instantanea como

a(t) = lim

At—0

(

Av>
At

B dv
ot (2-10)

No SI aceleragio ¢ dado em m/s” e tem como expressio dimensional LT™.
Num grafico v X t, a interpretacdo geométrica da aceleragdo € a tangente a curva no ponto t.

O problema inverso também existe e ¢ dado por

t

Av = v(ty) —v(ty) = f a(t’) dt’ (2-11)

=1

onde Av corresponde a area entre a curva de a(t) e o eixo do t, no intervalo [t;,t;]. Analogamente
a x(t), o calculo da velocidade num tempo t qualquer pode ser obtido da equagdo acima fazendo

Hh o>t t=t,¢e V(to) = Vp. Assim

t
v(t) = v + f a(t)dt'. (2-12)
o
Exemplo 2-6
No Exemplo 2-5, esboce o grafico a x t. e descreva o a(m/s?)
movimento.
Solugéo: | —
A fungéo v(t) ¢ dada por 0,5 !
t 0<t<1,0, o0 " . .
v(t) = { 1,0 , 10 <t<20, , A % . 30t
—2t+5, 20<t<25. 05 f !
1 ]
Como a(t) = dv/dt, devemos calcular as derivadas em 10- i i
cada intervalo acima. O resultado, ¢ facil de obté-lo, ou 1,5 ! !
seja, 1 1
0 , 0<t<10, B il o0
a(t)={ 0, 1,0 <t <20, o
-2,0, 20<t<2,5. Figura2-10 Gréfico de a x t do Exemplo 2-6

O grafico a x t pode ser mostrado na Figura 2-10.

Note que a fung@o v(t) ndo tem derivadas iguais, a esquerda, ¢ a direita, de t = 1,0. Ou seja, suas tangentes t€m
inclinagdes distintas. A mesma coisa ocorre em t = 2,0 s. Dai a(t) ter descontinuidades de saltos finitos nestes pontos,
conforme mostrado na Figura 2-10.A fungdo a (t) ndo ¢ assim definida nos pontos t=1,0,2,0 2,5 s. No intervalo [0,1.) o
objeto se acelera, ndo tem aceleragdo no intervalo (1., 2.) e finalmente desacelera até parar, no intervalo (2.,2,5). Ele
para apods percorrer 3/2m (item a, do Exemplo 2-5), mais o correspondente a area da Figura 2-10, entre 2,0 e 2,5

segundos, ou seja, Y2 (1,0 X 0,5) =% m.
Assim, a distancia percorrida até parar ¢

Paradinha 2-4

A figura ao lado mostra o grafico x X t para um objeto em movimento

retilineo. Para cada intervalo, indique se a velocidade do objeto
aumenta (+), diminui (-) ou € nula (0). Idem para sua aceleragao.

(1]

2-7 Movimento retilineo uniformemente acelerado
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Quando a (t) for constante, 0 movimento ¢ dito uniformemente acelerado. Ou seja,
dv  d%x

5= gz = @ = constante. (2-13)
Usando a Equagdo(2 — 12)
t
v(t) = v(ty) + f a(t)dt' = vy + a(t —ty), (2-14)
to

onde v(ty) = v,. Chamado v = v(t) obtém-se

(2-15)
v =vy+ a(t—ty).
Usando a Equagdo (2-15) na Equagédo (2-8), obtemos
x(t) = xo + ft[v0 +a(t’' —ty)]dt’ =xo+ vy (t—to) + %a(t —to)? (2 —-16)
onde X, = x(tot)(f Chamado x(t) = x, obtém-se finalmente,
(2-17)

1
x(t) = xg + v (t—to) + Ea(t —t0)2.

O grafico correspondente a Equacdo (2-17) é uma parabola.
A eliminacdo de t — t; nas equagdes (2-15) e (2-17), gera uma terceira equacdo, util na solucao
de problemas. Da Equacdo (2-15), obtém-se

\%
t—t0: a )

que substituida na Equacao (2-17), fornece

x—xozvo(v_avo)+%a (V_avo)zzé(vvo—v(z,)+

L2 2 2 L2 2 2 _ o2
+%(V +V0—2vov)=a(vvo—vo)+%(v +V0—2VOV)=£(V —-vg)

ou finalmente,

v2 =v3 + 2a(x — x).

O movimento ¢ dito uniforme quando a = 0.
Esta expressao ¢ conhecida como equacao de Torricelli.

Exemplo 2-7

O sistema de seguranca de um trem a uma velocidade vy =100,0 km/h detecta a presenga estranha de uma locomotiva
na mesma linha reta e no mesmo sentido, deslocando-se a uma velocidade. v'=40,0 km/h.

O trem tem os freios imediatamente acionados quando sua separag¢@o da locomotiva é de d = 0,5 km.

a) Qual a aceleragdo constante minima do trem para evitar a colisdo?

b) Esboce as curvas x (t) para a locomotiva e para o trem na situa¢ao do item a) e para o caso de colisdo.

Solucao:

a) Mesmo quando o freio ¢ acionado no trem em t = 0, a locomotiva continua a se deslocar, obedecendo a equagéo,

(2 - 19)
x'=v't+d,
e o trem, as equagdes
(2 - 20)
vZ=vi - 2ax

vV =v, —at,
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(2 -21)

onde a ¢ a desaceleracdo (dai o sinal negativo) a ser calculada. Para ndo haver colisdo, a minima desaceleragdo no
ponto em que os dois quase se tocam deve exigir

x'=xev=v'.Assima Equacdo(2-21) fornece t = (v — v")/a, que levada na Equagédo (2-19), da

X' =d+Vv'(vg—V)/a. (2-22)
Substituindo na Equagdo (2-20) temos finalmente (com x =x'e v==V"),

(2-23)
—_ —vN\2
' a=3 (vo —Vv")
Valores numéricos.
(100.—40.)2/(2 x 0,5) ) km/h? = 3600 km/h? =
3600 x 103

= Wm/s2 = 0,28/ s% que ¢ o mddulo da desaceleragio.

b)A Equacdo (2-19) para a locomotiva corresponde x(m) Locomotiva

a uma reta representada na Figura (2-11). Ja o trem J

obedece a equagdo, UL R
X=vot—= at? d

2

onde a = 0,28 m/s*. Na Figura (2-11), o movimento

do trem ¢é representado por uma parabola, com \

concavidade voltada para baixo, haja vista o sinal Trem

negativo da acelera¢do. No caso limite de ndo haver

colisdo, a reta deve tangenciar a parabola no ponto

onde o trem, por um triz, “toca” a locomotiva. Isto

implica di.ze.r 0 59I,S I(s)
que a declividade da reta neste ponto, Figura 2 — 11 Gréfico referente ao Exemplo 2-7.

dx’

rrie v’, deve ser igual a declividade da parabola no mesmo ponto ou seja,
dx
dt
Sao, pois iguais!

=vV.

VO_V)

Vo_atZVQ_a(
a v=v’

Paradinha 2-5
Ja que as desaceleragdes da paradinha 2-3 sdo constantes, resolva agora aquele problema, porém usando
diretamente as equag¢des do movimento retilineo uniformemente acelerado.

2-8 Queda livre dos corpos

Uma simples observacdo indica que qualquer corpo langado verticalmente sempre cai em
diregdo a terra. Além do mais, se verifica experimentalmente, que esta queda ¢ feita com uma
aceleracé@o constante, conhecida como aceleragdo da gravidade, cujo médulo é representado
pela letra g. Esta aceleracdo ndo depende da massa do objeto, nem de seu formato. Agentes
externos poderiam alterar este fato, como por exemplo, a existéncia de vento no local. Em suma
g ¢ 0 mesmo para todos os corpos, desde que a queda seja no vacuo.

Na pratica g varia ligeiramente com a latitude e com a altitude. Para distdncias proximas a
superficie da terra ¢ ao nivel do mar, os valores de g sdo tomados neste livro como
aproximadamente iguais a 9,8 m/s*, a menos que se diga o contrario. E esperado também
imaginar que g varie em outros astros do universo, por estes terem outras massas, formas e
densidades, se comparados com a Terra.

Na solugdo de problemas, para corpo em queda livre, podemos usar as equagdes do movimento
uniformemente acelerado, mas tendo em mente algumas observagdes importantes: i) o eixo do
movimento ¢ agora o eixo vertical y (em vez de x) com sentido positivo orientado para cima;



CAPITULO 2 - MOVIMENTO RETILINEO

i) a aceleracdo a = - g. Ja a velocidade pode ser positiva (na subida do corpo), ou negativa (na
descida do corpo), ou nula.

Exemplo 2-8

Um garoto, do alto de um penhasco de altura h do solo, langa verticalmente uma bola com velocidade inicial vy. Em
seguida, langa verticalmente para baixo outra bola com velocidade inicial v, . Alguma das bolas alcangara o solo com
maior velocidade? Despreze a resisténcia do ar.

Solugdo:

A 1% bola obedece as equagdes

1
y=V0t—Egt2 (2-24)
v2 = v3—2gy. (2-25)
Ao atingir uma altura y;, sua velocidade final se anula. Usando a Equagéo (2 —25), obtemos
= v§/2g (2 - 26)

Na sua volta, parte do repouso, e depois de cair de uma altura y; + h, terd uma velocidade v, obtida da equagdo (2-25):
2

Vo
v? = O—2g<—2—g—h) =vZ + 2gh.

A 2% Dbola ¢ jogada para baixo da beira do penhasco, com velocidade inicial v, . Usando a Equagao (2-25),
v2 =v3 —2g(=h) = v + 2gh,
que da o mesmo valor daquele da 1? bola!

Exemplo 2-9

Trés pequenas contas com furos descem ao longo de segmentos de arame liso AB, AC e CB, todos conectados entre
si, e situados numa mesma vertical e além do mais, inscritos numa circunferéncia de raio R, conforme visto na Figura
2-12. Quem chega mais rapido no final de cada um destes segmentos?

Solugdo:

Da geometria sabemos que o tridngulo ABC é retangulo, com
C=90".

Trecho AB:
Na queda livre o corpo percorre
1
AB = 2R, ou 2R=§gt2 =>t=2,/R/g.

Trecho AC:

O corpo percorre este trecho ao longo de um plano inclinado.
A sua aceleragio, dac, resulta da projecio da aceleragio g,
na direcdo AC, ou seja, em modulo,

T
aac =gsen[3=gsen(§—a) =gcosa.

(Ha outra componente de g, normal a AC, mas que ndo
contribui no escorregamento do objeto).

A distancia AC ¢ dada por
AC=2Rsenf = 2Rsen(§— (x) = 2Rcosa .

B
Figura 2 -12 Referente ao Exemplo 2-9

Como
AC = ! t2
- 2 apct™,

entdo, usando os valores de a,c € AC , obtém-se

t=2,R/g.

Trecho CB:
Analogamente,
CB = 2Rcos 3,
CB = ! t?
=7 4cB

acg = g cosP
€ consequentemente,

1
2Rcos[3=§ gcosP t2 =t =2 R/g.
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Os tempos, pois sdo iguais nos trés trechos!

Exemplo 2-10

Um pequeno objeto é langado verticalmente até alcangar apds 2,5 s uma altura de 25 m a partir da superficie de outro
astro do sistema solar.

a) Qual a aceleragdo da gravidade deste local?

b) Qual a velocidade inicial do objeto?

Solugéo:

a) As Equagdes do movimento para este objeto sdo

1
y=vot—5gt?, 2-27)

vy =0=vo—gt = t= vy/g. (2-28)

Substituindo a Equacéo (2-28) na Equacgéo (2-27), teremos
1 2 _1 2 _1
y =Vvo(vo/8) =58 (Vo/8)" =58 (Vo/8)" =58t%

Usando os valores numéricos, obtemos,

1
25,0 = 78 2,52 = g=8,0m/s?><98m/s?
na Terra.

b) Vo=gt =80 x25 = 200m/s,

Paradinha 2-6

Dois corpos caem de uma mesma altura de 50 m com um segundo de intervalo. Qual sera a distancia que os separara
quando o primeiro tocar o solo?

2-9 Pausa para descontracao:
Galileu Galilei

Galileu Galilei nasceu em Pisa, cidade da Toscana, a 15 de fevereiro de 1564 (neste mesmo ano nasceu também
William Shakespeare na Inglaterra, a 23 de abril). Pertenceu Galileu a uma familia sem muitos recursos, mas que
descendia de nobres da cidade de Florenga. Foi educado em bons
ginasios e colégios, onde aprendeu grego, latim e matematica. Em casa
estudou musica com o pai, além de ter tido uma solida educagao
catdlica e doméstica. Seu pai foi um excelente musico, tendo
pertencido ao grupo que criou em Florenca a dpera italiana em 1600,
com a primeira apresentagdo de Euridice. Em 1581 com 17 anos, por
sugestdo do pai, ingressou na Univesidade de Pisa para estudar
medicina. Sua paixdo, no entanto, era o estudo da matematica, que
conheceu com mais profundidade naquela universidade. Apds quatro
anos de estudo, Galileu abandonou a universidade sem concluir o
curso. Além de carismatico e brilhante, tinha uma personalidade
marcante, facil de fazer amigos e algumas vezes de inimigos. Com a
fama de 6timo professor e de excelente matematico, dava aulas
particulares desta disciplina, donde tirou seu sustento por algum
tempo. Sua fama continuou crescendo e em 1589 obteve um posto na
Universidade de Pisa. Neste periodo desenvolveu um termémetro
rudimentar. Iniciou também o estudo da queda dos corpos. Estes
estudos representaram a entrada de Galileu no campo da fisica e na Figura 2 -13 Galileu Galilei.

criagdo do método experimental. Certamente, o que torna este

processo fundamental é a utilizagdo, pela primeira vez, do método

cientifico, tendo a matematica como ferramenta natural. No estudo da queda livre dos corpos, Galileu derrubou a
velha teoria aristotélica de que os objetos de pesos diferentes caem com velocidades diferentes.
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Com a morte de seu pai em 1592, Galileu deixou Pisa e devido a excelente reputacdo que ja gozava,fora convidado a
assumir a catedra de matematica na Universidade de Padua, na regido da Repuiblica de Veneza.Passou a ganhar mais
e segundo relato seu, feito na velhice, foi em Padua, onde viveu seus melhores dias.Nesta cidade conheceu Marina
Gamba e com ela compartilhou uma vida privada durante doze anos, sem nunca terem morado juntos. Tiveram trés
filhos, Virginia, Livia e Vincenzio. Galileu nunca se casou o que em parte complicou a vida dos filhos devido a
pressdo da Igreja que nunca vira com bons olhos aquele relacionamento, para ela, espurio.
No renascimento um grande desafio cientifico era a falta de um conhecimento mais aprofundado do céu para se poder
navegar com mais seguran¢a em mar aberto. Em 1604 uma nova estrela apareceu no céu, gerando muita celeuma.
Galileu certamente, se interessou pelo fato, chegando a dar trés conferéncias sobre o assunto. Hoje sabe-se que se
tratava de uma super nova ou uma estrela terminal. Ele conhecia bem a astronomia grega antiga, e as ideias de
Aristoteles, chegando a contragosto, a utiliza-las para fazer hor6scopos (em astrologia) para os nobres, o que lhe
rendia um bom dinheiro. Para Aristoteles, a Terra era algo privilegiado e diferente dos demais astros celestes.
Segundo ele, existia uma regido sublunar (abaixo da Lua) que era mutavel (coisas ai podiam mudar), e 0 mundo
supralunar (além da Lua), que era imutdvel e perfeito. A Igreja, através de Santo Agostinho (354-430), e
posteriormente, de Sdo Tomas de Aquino (1225-1274), procurou conciliar a tradi¢do filosofica grega, muito em moda
a época, com a sua doutrina. Os referidos santos procuraram assim montar uma solida estrutura filosofica, entdo
inexistente na Igreja, que explicasse as coisas do mundo a luz da fé cristd. Santo Agostinho utilizou a filosofia de
Platdo, enquanto Sdo Tomas de Aquino a de Aristoteles. A nova estrela trouxe a Galileu mais uma grande
discordancia com as ideias de Aristdteles, pois claramente o céu podia ser mutavel.
Na Holanda, uma grande descoberta fora feita que mudaria o mundo. Em 1608 Hans Lippershey inventou um
telescopio refrator. Galileu logo em seguida o aperfeigoou. Através dele, iniciou um ciclo de grandes descobertas, tais
como, as observagdes de montanhas na Lua, descobertas das luas de Jupiter, e finalmente, as descobertas das
manchas solares! Tais fatos iam de encontro as sagradas escrituras ¢ aos dogmas da Igreja, entdo vigentes. Destas
descobertas resultaram as obras de Galileu, “O Mensageiro Sideral ”, publicada em 1610, e “Cartas sobre manchas
solares”, em 1613. Neste ano, prevendo problemas crescentes com a Igreja, achou mais seguro enviar as filhas para
um convento, mesmo a contragosto delas. Sua filha mais velha, Virginia, recebeu mais tarde o nome religioso de
Séror Maria Celeste (1600-1634), nome este escolhido para homenagear o seu pai querido, amante da astronomia.
Como escreveu Galileu, “ela era uma mulher de fino espirito, singular bondade e ternamente apegada a mim ”. Foi
ela que ao longo de sua vida, ajudava-o na sua volumosa correspondéncia e na sua vida privada. Muitas destas cartas
chegaram aos nossos dias o que ajudaram, em muito, tragar um perfil mais preciso deste homem e cientista
extraordinario que foi.
Em 1632 Galileu publicou o “Didlogo sobre os dois principais sistemas do mundo: o ptolomaico e o copernicano”.
O primeiro sistema do mundo, tratado nessa obra ¢é o sistema geocéntrico, onde a Terra é tomada como o centro do
universo ¢ ao seu redor circundam a Lua, Mercurio, Vénus, Sol, Marte, Jupiter e Saturno. Tal modelo ¢ devido a
Ptolomeu (130 DC) e foi adotado pela Igreja. O segundo ¢ devido a Copérnico (1473-1543) e tem o Sol como o
centro do universo. Mesmo na Grécia antiga, Aristarco (280 AC) ja havia considerado hipdtese similar, mas por razao
desconhecida, foi esquecida com o tempo. Nos dois livros, Galileu imagina um diadlogo entre trés personagens,
Salviati (possivelmente ele proprio), Segredo (um personagem ponderado e inteligente) e Simplicio (alguém
simplério, onde defendia as ideias de Aristoteles e consequentemente as ideias conservadoras da Igreja e da
sociedade). Através destes didlogos, Galileu mostra, brilhantemente, como eram obsoletas as teorias de Aristoteles
sobre a fisica e a astronomia.
Em 1633 comega seu julgamento por heresia, pelo Santo Oficio da Inquisi¢do. E conhecido o envolvimento, nem
sempre bem sucedido, da Igreja em assuntos extra-religiosos. O julgamento de Galileu ¢ um bom exemplo marcante
disto. Galileu, como bom catélico que era, tinha também dentro da Igreja influentes seguidores. E do seu amigo, o
entdo bibliotecario do Vaticano, Cardeal Cesare Baronio, a seguinte frase “A Biblia € um livro sobre como se vai para
0 Céu, e ndo sobre como vai 0 Céu”. Certamente, ambos compartilhavam deste pensamento.
A fim de evitar uma prisdo em carcere, Galileu foi obrigado a abjurar publicamente, a teoria copernicana. Ao final
diz-se que ele teria pronunciado em voz baixa e embargada a famosa frase, referindo-se a Terra: “Eppur si
muove!”(“No entanto, se move!”). O Dialogo foi proibido e entrou para o index Mundial de Livros proibidos pela
Igreja.
Ainda em 1633 a sentenga final saiu e Galileu foi condenado e obrigado a viver em reclusdo em sua propria casa em
Arcetri, sem mais poder estudar, falar, ou mesmo, se reunir com qualquer pessoa para tratar de assuntos que
atingissem as sagradas escrituras. Mesmo assim, ainda explicou a razdo da Lua sempre apresentar a mesma face para
Terra além de descobrir o fendomeno de libragdo (oscilagdo) lunar. Sua filha Séror Maria Celeste faleceu logo em
1634 traumatizada pela condenagdo de seu pai. Apos esta fase ficou cego. Através de seu filho Vincenzio é que ele
conseguiu continuar com suas pesquisas, que se voltariam mais para a fisica. Nesta fase projetou e seu filho construiu
um reldgio de péndulo. Em 1638 publicou sua segunda obra prima, “Duas novas ciéncias”. Nesta obra ele estuda a
estatica e a dindmica. O movimento, a inércia, e varios outros temas relevantes sdo ali abordados, o que dariam
subsidios fundamentais para a obra extraordinaria futura de Newton, a criagdo da mecanica.
Galileu, mesmo nesta fase de reclusdo, nunca deixara de receber seus amigos (que eram muitos) para discutir ciéncia
ou simplesmente socializar. Além do bom musico que era, tinha pendores culinarios excelentes. Em jantares
agradaveis, utilizando muitas vezes frutas, verduras e ervas finas de seu quintal, preparava pratos deliciosos. Antes de
encerrar, vamos conhecer um tipico cardapio de um de seus possiveis jantares:
- Como entrada, mozarela de leite de bufala cortada em cubinhos, regada com azeite, orégano e uma pitada de sal;
- Salada verde da horta (ndo levava tomate, que ainda ndo era utilizada na Italia) e molho de vinagre com ervas
finas,a parte;
- Cordeiro assado em forno de lenha, com batatas;
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- Como sobremesa, doce de cidra e bolo sienense;

- Vinho tinto do bom;

- Licores.

Que tal tentar!Consulte a internet para maiores detalhes.

Galileu morreu tranquilamente em Arcetri, a 8 de janeiro de 1642, tendo ao seu lado, seu filho, seu ex-aluno
Vincenzio Viviani e Evangelista Torricelli (1608-1647). Foi uma comog¢do mundial. Neste mesmo ano nasceu
Newton. Seu algoz-mor (outrora amigo), o papa Urbano VIII, morreu dois anos depois. Sua morte, ao contrario,
gerou uma explosdo de 6dio da populagdo, tendo sua estatua no patio do Collegio Romano derrubada. Este,
certamente, ndo foi um papa querido pelo povo!

Material extra-curricular sugerido

Livros:

1- A Filha de Galileu

Dava Sobel, Ed. Companhia das Letras, 2000

Esta biografia de Galileu Galilei é inspirada nas cartas, pouco conhecidas, que sua filha mais velha escreveu-lhe ao
longo de duas décadas.

2- Grandes Debates da Ciéncia

Hal Hellman, Editora UNESP, 1999

O livro descreve dez das maiores contendas cientificas nos Gltimos 500 anos, tais como, o papa Urbano VIII contra
Galileu, Newton contra Leibniz, entre outros.

Filme ou DVD:

“O nome da rosa”, de Jean Jacques Annaud. Baseado no famoso livro, porém denso de Umberto Eco. No filme se
mostra como a experiéncia e o raciocinio l6gico séo utilizados para demonstrar ideias, num mosteiro medieval,
onde crimes estranhos ocorriam, em pleno periodo da inquisicdo. Faz lembrar algo que Galileu vivenciou? Assista
ao filme!

Resumo

Posi¢do A posigdo x de uma particula sobre um eixo x localiza a particula em relagdo a origem, ou ponto zero, do
eixo. A posicdo ¢ positiva ou negativa, dependendo do lado da origem em que a particula estd, ou zero se a particula
encontra-se na origem. O sentido positivo em um eixo ¢ o sentido dos numeros positivos crescentes; o sentido oposto
¢ o sentido negativo.

Deslocamento O deslocamento Ax de uma particula é definido pela mudanga em sua posi¢ao:

AX = X5 — Xq. 2-1
O deslocamento ¢ uma grandeza vetorial.

Velocidade Média Quando uma particula se deslocou de uma posi¢do x; para uma posi¢do x, durante um intervalo
de tempo At =t, —t;, sua velocidade média durante esse intervalo ¢ definida como

X X —xq
vV=—=

2-2
YR (2-2)

O sinal algébrico de ¥ indica o sentido do movimento ja que V é uma grandeza vetorial. A velocidade média ndo
depende da distancia real que uma particula percorre, mas sim das suas posigdes inicial e final.

Em um gréfico de x versus t, a velocidade média para um intervalo de tempo At ¢ igual a inclina¢do da linha reta que
une os pontos sobre a curva que representam as duas extremidades do intervalo.

Velocidade Instantanea A velocidade instantinea v de uma particula em movimento é definida como

_ Ax  dx
VE aSoar . do (2-3)

A velocidade instantdnea, em um certo instante de tempo pode ser determinada como a inclinagdo do grafico de x
versus t.

Problema inverso
O deslocamento Ax pode ser calculado através da integral definida

N
t; 5 .
v(t)dt' = lim 2 V(tDAL = Area entre a curva da velocidade @—-7)
6 N-o e o eixo do tempo, de t;a t,
At{—0 i=1
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A fungdo x(t) que fornece a posi¢do num instante geral qualquer t pode ser obtida pela Equagio

x(t) =xo + ftv(t')dt’.

to

(2-8)

onde X, € to, sdo respectivamente a posigdo e o tempo iniciais, da particula.

Aceleracdo Média A aceleragdo média ¢ definida como a razio entre a variagdo em velocidade Av e o intervalo de

tempo no qual essa variagdo ocorre:
__Av
a= h 2-9)

O sinal algébrico indica o sentido de @ ja que a ¢ uma grandeza vetorial.

Aceleracdo Instantanea A aceleragdo instantanea a ¢ definida

dv d?x
dt ~ dez”

Em um grafico de v versus t, a aceleragdo a em qualquer instante t ¢ igual a inclinagdo da curva no ponto que
representa t.

Problema inverso

Analogo a velocidade, podemos obter Av pela equacdo
t.

= w0000 = [t = [ dazdeain o~
e v(t) pela equagdo
t

V(D) = vo + ft a(t)dt'. 2-12)

Aceleracdo Constante As equagdes abaixo descrevem o rilovimento de uma particula com aceleragio' constante:
v=vy+alt—tg), (2-15)
x(t) =xo + v (t—to)+%a(t—t0)2, 2-17)
vZ =vi + 2a(x — x). (2-18)

Aceleracio de Queda Livre E o caso de um objeto subindo ou caindo livremente proximo a superficie da Terra. As
equagdes para aceleragdo constante descrevem este movimento. Observagdes: (1) o movimento refere-se ao eixo
vertical y com + y orientado verticalmente para cima; (2) trocamos a por - g, onde g ¢ o médulo da aceleragdo de
queda livre. Proximo a superficie da Terra, tomaremos neste livro g = 9,8 m/s> (ou outro valor, caso se mencione).

Questdes conceituais

1) Um objeto se desloca em linha reta com velocidade crescente. Pode acontecer de sua aceleragdo diminuir
continuamente? Explique.

2) Em qual intervalo de tempo a particula dos Exemplos 2-5 e 2-6 tem a maior varia¢do de velocidade?

3)  E verdadeiro ou falso? Justifique a sua resposta!
Seja a a aceleragdo de uma particula.

a) Se a = 0, V't, entdo, ela ndo pode estar se movendo.
b) se a =0, V't, entfo, sua curva x x t deve ser uma reta.
¢) Se a#0, em um certo t, a particula pode estar momentaneamente em repouso neste instante.

Problemas

D = FHES O namero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema
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1)* Um motorista percorre metade de um percurso com uma velocidade v, e a outra metade com uma velocidade v,.
Qual ¢ a velocidade média do seu percurso? Compare — a com a média aritmética das velocidades.

2)* Um motorista percorre uma distancia d, n vezes, cada distdncia com uma velocidade, v;, v, , ... v,. Qual é a
velocidade média do percurso?

3)* A posigio de uma particula que se move em linha reta ¢ dada por x(t) = 2t — 3t*+ t*, onde x estd com metros e t
em segundos.Qual

a) aposicdo do objeto emt=4s?

b) o deslocamento do objeto entret=1set=4s?

c¢) avelocidade média para o intervalo de tempo entret=1set=4s?

d) ¢ avelocidade instantanea para cada instante de tempo t ?

e) ¢ aaceleracdo da particula para o instante t =2 s?

4)* Duas particulas, A e B, movem-se em movimentos retilineo uniforme e no mesmo sentido. Suas velocidades tém
modulos respectivamente iguais a 15 m/s e 10 m/s. No instante t = 0, a particula B encontra-se 100m a frente da
particula A.

a) Em que instante A alcanca B?

b) A que distancia da posicdo inicial de A ocorre o encontro?
5)* Um caminhdo A, movendo-se com velocidade constante, leva 4 s para ultrapassar um outro caminhdo B, também
com velocidade constante. Sendo o comprimento de cada caminhdo de 10m, qual ¢ a diferenga de velocidade entre
os caminhdes A e B?

6)** Em um cruzamento de 15,0m de largura, o sinal amarelo fica ligado durante 3,0 s.
a) Sabendo que a aceleragio maxima de um carro que se encontra a 30,0 m do cruzamento é de 3,0 m/s%, qual
a velocidade minima que o carro precisa ter na mudanga de sinal para atravessar o cruzamento?
b) Que velocidade maxima o carro pode ter para que ele ainda possa parar antes de atingir o cruzamento
sabendo que o carro pode ser freado com uma desaceleragéo de 5,0m /s>

7)** A posicdo de uma particula que se desloca ao longo do eixo x é dado por x = x, (1-¢X), onde x, ¢ k sdo constantes
positivas com dimensdes de comprimento e inverso de tempo,respectivamente.
a) Esboce os graficosx xt,vxt e axt.

b) Determine a distancia percorrida pela particuladet=0at =+ oo,
¢) Calcule a (t). E constante ou variavel?
d) Mostre que a é negativamente proporcional a v.

8)* Um carro movendo-se a 144 km/h encontra-se a 120m de uma barreira quando o motorista aciona os freios. O
carro colide na barreira 4 s depois.

a) Qual a desaceleragdo constante do carro antes do impacto?

b) Com que velocidade o carro estd se deslocando quando sofre o impacto?

9)* Um objeto ¢ abandonado do alto de uma ponte de 125m de altura. O objeto cai em um barco que estava a 10m de
distancia do local do impacto quando o objeto foi abandonado. Qual a velocidade do barco?

10)** a) Mostre que a distdncia percorrida por um
objeto em queda livre durante o ultimo segundo de sua Yimds)
queda ¢ dada por Ah= g (t — }%).

b) Para uma queda de 125m, que percentual da

. ) o 810 [ :
altura total foi percorrida durante o ultimo segundo da :
queda?
40
11)** Dois objetos caem em queda livre de uma mesma :
altura, s6 que com uma diferenga de um segundo. I i I i I
0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,

Quanto tempo depois os objetos estardo distantes 9 i(s)
10 m um do outro? Figura 2 —14 Referente ao problema 12

12)* Considere o grafico v x t da figura ao lado, que

representa a velocidade de um veiculo em fung¢do do tempo.

a) Qual a distancia percorrida entre 0 e 12 s?
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b) Esboce o grafico da desaceleragdo em fungdo do tempo.

13)*** Dois corpos atirados no vacuo do mesmo ponto, de baixo para cima, segundo a vertical com a mesma
velocidade inicial vy. Mostre que o intervalo de tempo, At, que deve decorrer entre a saida do 1° corpo e a do 2°, para
que o encontro de um com o outro se efetue no meio da altura maxima que o 1° corpo alcanga, ¢ dada por

At:vng

14)*** Trés objetos sdo deixados cair do topo C de uma cunha
retangular CAB apoiada numa superficie plana horizontal,
conforme a figura. Um dos objetos cai verticalmente e leva um
tempo t para alcangar a superficie plana. Os outros dois objetos
escorregam, sem atrito, até alcancarem a superficie plana nos
pontos A e B,nos tempos t, e tg, respectivamente. Mostre que

1
t? = > ta tp sen 2a.

A B

15)* Demonstrar que no movimento da queda de um corpo no Figura 2 15 Referente ao problema 14

vacuo, os espacos percorridos durante os segundos sucessivos
crescem segundo uma progressao aritmética.

16)*** Sabendo que a velocidade do som no ar ¢ v, = 330 m/s e que ao abandonarmos uma pedra do alto de um pogo
escutamos o barulho 2 s depois, qual ¢ a profundidade do pogo?

17)*** Um baldo sobe verticalmente a 90 m por minuto.Em dado momento, deixa cair uma granada que explode ao
tocar o solo e o ruido da explosdo chega ao baldo 12 s depois da saida da granada. Calcular a altura do baldo quando a
granada saiu do mesmo. Desprezar a resisténcia do ar e tomar 340 m/s para a velocidade do som.



CAPITULO 3
MOVIMENTO EM DUAS E EM TRES DIMENSOES

3-1 Movimento no Plano e no Espaco

Dando continuidade ao estudo de movimento de um corpo, vamos agora nos deter nos casos
mais gerais e complexos, no plano (duas dimensdes ou 2D) e no espaco (trés dimensdes ou 3D).
O langamento de um objeto no espago, como um chute numa bola (desprezando a agdo do
vento) ou de um objeto amarrado a um barbante e girando em uma circunferéncia, sdo exemplos
de movimentos em 2D. J4 o movimento em 3D, lembra o caso de um avido no espaco, ou de um
foguete langado em Alcantara (base militar brasileira no Maranhdo de langamentos de foguetes),
ou mesmo de um busca-pé¢ no S@o Jodo. Este capitulo ensina, por exemplo, a lidar com
situacdes descritas acima. Faz parte do acervo importante da constru¢cdo da mecanica cléssica.

Digressdo matematica 3-1
Vetores 11

Vetores unitarios
Vetor unitario é um vetor adimensional, de médulo igual a unidade (1), com dire¢do e sentido bem definidos e
designado por i = U/u, onde u é o modulo do vetor U, dado por

= /u§+ RIS (D3 —-1)

Os vetores unitarios neste livro que indicam os sentidos positivos dos eixos X, y e z, sdo representados por X, § e Z,
respectivamente. Sdo também denominados versores. O acento circunflexo, no lugar da seta, ¢ usado so para indicar
um Versor.

Num sistema de coordenadas conhecido como dextrogiro, mostrado na

figura ao lado, estdo indicados %, § e 2. E chamado de dextrogiro, pois se o

leitor apontar os dedos indicador (dire¢do + x), médio (diregdo + y) e A
polegar (dire¢do + z) da méo direita, formard um sistema de coordenadas
cartesianas tri-ortogonal.
Como conseqiiéncia, qualquer vetor d pode assim ser escrito 5
d=ay%+a,y+a,z (D3 -2) s
A utilizag@o dos versores cria uma forma analitica de lidar com vetores, < 0 L - = >
evitando a representagdo geométrica que ndo ¢é pratica, nem precisa, na
solugdo de problemas
Adicao analitica de vetores
X
Sy = ay + by + ¢4 Figura D3-1 Os versores %, e Z num
§=d+b+¢ = {sy=a,+by+g¢ (D3 —3) sistema de coordenadas cartesianas.

s, =a;+b,+c,

Multiplicacéo de um escalar por um vetor
O produto de um escalar por um vetor é um novo vetor. Assim se A for um escalar, § = 1d = s, = Aay, s, = laye

S, = Aa,.
lAtengéo! Note que ay , por exemplo, ndo é um vetor. E uma componente ao longo do eixo x, do vetor d, que é um

escalar. Porém multiplicado pelo versor X, gera a, X, que ¢ uma grandeza vetorial!
Outras operac¢des com vetores serdo dadas em capitulos posteriores.
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Vetores e sistemas de coordenadas

Situagdes fisicas envolvendo a manipulacdo com vetores podem ser feitas através do uso de um sistema de
coordenadas. O resultado, porém, deve ser independente da escolha do sistema de coordenadas. Uma dada escolha é
utilizada somente com o intuito de simplificar a solugdo de um problema.

3-2 Vetores posicao e deslocamento

A posi¢do de um ponto P no espago ¢é caracterizada por suas coordenadas x, y e z. Se este ponto
se move, entdo, X = x(t), y = y(t) e z = z(t). O vetor posi¢do, T, ¢ um vetor que vai da origem do
sistema de coordenadas escolhido até P, onde esta a particula, e € definido como

r=xX+yy+ zZ G-1)

Para uma mudanga de posi¢do do ponto P, da posigdo I'; para a posi¢do I',, um deslocamento
AT ¢ gerado e ¢ dado por

AFZ?Z—I‘l. (3—2)

O vetor AF é chamado de deslocamento.

Exemplo 3-1

Um néutron sofre um deslocamento AT = 2,0% — 3,09 + 4,07 parando com o vetor posigdo f= 1,09 —2,0 Z, em
metros. Qual era a posi¢ao inicial do néutron?

Solugéo:

Como At =F, —Ty,eaqui T, =Tfe T, =T Logo,

b= —AF=109-202-(208-309+4,02) =

=208+ (1,0-3,009+ (—-2,0+4,0)Z=2,08— 2,09+ 2,0Z.

Paradinha 3-1
No exemplo 3-1, qual o m6dulo do vetor deslocamento?

3-3 Vetores velocidade média e velocidade instantanea

A generalizagcdo da Equagdo (2-2) para 3D ¢ facil de se obter, ou seja,

- AF
vV=—

At’ 3-3)

que ¢ a definigdo de vetor velocidade média.
No limite quando At — 0, o que corresponde a AT — 0, tem-se a defini¢do do vetor velocidade
instantanea, ou seja,

o (AF) _dF .
V= xSo\ae) Tar S

A diregdo da velocidade instantdnea de uma particula num ponto ¢ sempre tangente a sua
trajetoria neste ponto.
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A figura 3-1 ilustra esta situagdo.

A Equagdo (3-4) tem como componentes escalares de V,

dx dy dz
VXZE,VYZE ev, = a

Assim sendo,

- _dx 5, dy . dz . _ PN ~ N
V—dtx+dt y+ Z=vyX+t Vvyy+ v, 7.

X
Figura 3-1 Direcdo de ¥ no ponto 1
dada pela tangente.

Exemplo 3-2

A posicao de um foguete de Sdo Jodo ¢ dada por
F=3R%—t?)+ +2 tZ comt em segundos € F em metros.
Qual sua velocidade emt=1s?

Solucéo:
g3 2ty + 22 vt
V_dt_ y z, .

Parat=1,0s,Vv = -2y + 2%

3-4 Vetores aceleracdo média e aceleracdo instantanea
Similarmente, ao caso de 1D, podemos definir o vetor aceleragdo média como

AV (3-5)

G-,
At

onde Av =V, — V;.
Ja o vetor aceleracéo instantanea ¢ definido como

i = i (AY) 2 (3-6)
a= — ==
atoo \ At dt
Como V = vy & + vy § + v, 2, entdo
, dvy o dvy dv, R R R
a=——X+—=y+—Z=ayX+ayy+a,z,

dt dt dt
equagdes que resultam de simples derivagdo em relagao ao tempo.

Se d for constante, as equagdes abaixo sdo validas

V=Vy+a(t—ty),
B=7)

- - — 1—)
r =ry +V0(t_t0) +Ea(t_t0)2,

para o movimento uniformemente acelerado.

Paradinha 3-2
a)  Obtenha as equagdes em 2D e 3D equivalentes as Equagdes (2-8) e (2-12).
b)  Obtenha as expressdes da Equagdo (3-7).

Exemplo 3-3
Uma particula se move tal que seu vetor posi¢do ¢ dado por F = % + 2t2 § + t 2, para t em segundos e F em metros.
Obtenha

a) Sua velocidade; b) Sua aceleragdo.
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Solucéo:
a) Como T varia com t, entio,
s=dr 49 +72
VEg vtz
b) Suaaceleracdo ¢ dada por
dv
a= Frie 4 §.Note que d é constante.
Exemplo 3-4

Um objeto ¢ empurrado num assoalho liso ¢ plano, com uma aceleragio @ = 4,0 & — 2,0 §, em m/s”. Sua velocidade
inicial € dada por vy = 8,0 * + 6,0 §, em m/s. Qual ¢ a velocidade deste objeto quando ele alcanga o maior valor da
sua coordenada y?
Solucéo:
Note que d é constante.Assim sdo validas as equagdes:
Vx =Vox T ayt e vy = voy +ayt,
e também

— 1 2 — 1 2
X—VOXt+E ayt® e y= voyt+5 ay t°.
Conforme visto no curso de calculo, no estudo de maximos ¢ minimos, o maior valor de y ¢ obtido de dy/dt =0,
ou

6,0

Voy+ ayt=0= t=—vgya, = +2’—0 = 3,0s.
Com este valor se calcula v e vy :
vy = 8,0 +4,0 x3,0 =20m/s,
vy =6,0 +(-2,0).(3,0) = 0.
Assim, apos 3s, ele alcanga a velocidade
v=(20m/s) R.

3-5 Movimento de projéteis

Como uma aplicacdo importante das Equagoes (3-7), vamos considerar o movimento de
projéteis no espago. Por projétil, entendemos qualquer objeto balistico ou ndo, langado no
espaco. Vamos analisar lancamentos nas seguintes situagoes:
1) Proximo a superficie da Terra, por considera-la plana e com aceleragdo da gravidade
constante g (um projétil balistico intercontinental, por exemplo, foge ao nosso estudo ja que
a curvatura da Terra tem que ser considerada);
ii) Os efeitos do ar sdo despreziveis, o que torna o movimento bidimensional, ocorrendo
inteiramente em um plano vertical.
Considerando as duas hipoteses acima, aplicadas a um dado projétil, podemos decompor sua
aceleracdo d nas duas diregdes x ey, d = a, K + ay §,com ay = 0 e ay = —g, ja que somente a
aceleragdo da gravidade (constante) atua na direcdo y. Vamos imaginar também que o
langamento ¢ feito no tempo t = 0, com uma velocidade inicial v, formando um angulo 6, com
o eixo dos x. Isto equivale a dizer que existem duas componentes de V,
Vox = Vg €0S B (3—-8)
Voy = Vg senfg ,onde tg 8, = voy/Voy.
Como conseqiiéncia, as Equagdes (3-7) podem ser usadas, nas dire¢des x (horizontal) e y
(vertical).
Componente horizontal do movimento

Como a, = 0 = vy = vy, V t. Ouseja, a componente x de V é constante ao longo deste eixo.
Ja a posigdo do objeto ao longo do eixo x é dada por
X =X+ Vgx t,0u X — X = (Vg cosOp)t. 3-9
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Componente vertical do movimento

Como ay = —§g entao,
Vy = Voy — gt = vg sen 6y — gt (3—-10)
1 1
y—yozvoyt—zgt =(vosen90)t—§ gte. 3-11)

Tirando o valor de t da Equacdo (3-10) e substituindo-o na Equagdo (3-11), obtemos uma
equagao tipo Torricelli,

V32/ = (Vo sen 8y)* — 2g (y — ¥o). (3-12)
Equacéo da trajetoria
Tirando o valor de t na Equac¢ao (3-9) e substituindo-o na Equac¢ao (3-11), obtemos facilmente
Y= Yo = (18 00)(x~0) = [zt G- o) (3-13)

A Equagdo (3-13) ¢ do tipo y = a x* + Bx + v, onde a, B e y sdo constantes, €, portanto, y(X)
representa uma parabola.

Em muitos problemas, o lancamento do projétil é feito na origem do sistema de coordenadas, o
que implica xo=yo= 0. Isto torna a equagdo acima mais simples.

Figura 3-2 A trajetéria de um projétil mostrando as componentes da velocidade
em diferentes tempos.

Alcance horizontal

Por alcance horizontal, R (R de Range em inglés, que significa alcance), entendemos a
projecao ao longo do eixo x da distancia percorrida pelo projétil até ele ter retornado a sua altura
de langamento. Para encontrar este valor, basta fazer x — xo= R na Equac¢éo (3-9), e y — yo=0na
Equacao (3-11), obtendo

R = (vocos 0p) t,

0=(vosen 0p) t— % g t*.

Eliminando t entre estas duas equagdes, chegamos a

2
Vo
R= <E> sen 20, (3—-14)
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onde usamos a identidade trigonométrica sen 20, = 2 sen 0, cos 0.
Uma conseqiiéncia imediata da Equagao (3-14) ¢ que R ¢ maximo quando sen 20, =1, o que
equivale a 6y = 45°.

Atencdo! Observe que a Equacgao (3-14) foi obtida admitindo que a altura final ¢ igual a altura
de lancamento. No entanto, situagdes diferentes da ilustrada aqui podem ocorrer. Assim sendo,
ndo é bom memorizar formula nenhuma no caso especifico do langamento de projéteis. E bom
frisar que as equagoes acima foram derivadas para ilustrar situagdes mais comuns que aparecem
na resolugé@o de problemas.

Exemplo 3-5

Um projétil € disparado com velocidade inicial v, = 40,0 m/s,
direcionado num angulo 6, = 60° com a horizontal, de modo a
atingir um alvo P, a uma altura h, que ¢ atingido t = 6s apos seu

langamento. Encontre: : P
a) A altura h; b) a velocidade do projétil, imediatamente, £ N
antes de atingir P; c) a altura maxima H alcangada ) Ni AN
pelo projétil. : ¥ 2

Solugéo:

a) NaEquacdo (3-11) tome yp=0¢ fagay=h

Figura 3-3 Referente ao Exemplo 3-5

1
h = (vosenB;) t — 3 gt? =

= 40,0 X sen 60° X 6,0 —219,8 X 6,02 =31,4m
b) As componentes da velocidade sdo dadas por
vy =Vgpcos B, = 40,0cos60°=40,0 x % = 20,0 m/s,
vy = vpsenB, — gt = 40,0sen60° — 9,8 X 60 = —24,16 m/s,

e conseqiientemente

v= \/v§ tvz = V2007424167 - 3136m/s

¢) A altura maxima ocorre quando v, = 0, ou seja,
Vo senfy — gt =0 = t = v, senB,/g.
Consequentemente,

1, Vo 1 ve\2 v3 5
H=(vq— senGO)t—E gt = v, senfy E senf, -3 g (E> sen” 0y = Zg, sen<0,.

Ap0s substituicdes numéricas, obtem-se H = 61,2 m.

Exemplo 3-6

Dois projéteis sdo langados com a mesma velocidade inicial vy, mas com angulos de langamento 6y=45° + A, e
0p=45° - AB,, respectivamente.

Mostre que seus alcances sdo iguais.

Solucéo:

Os alcances sdo obtidos das equagdes

2 2
\G Vo
R, = <E) sen 2(45° + A9,) = E sen (90° + 2A 0,)

Como sen (90° + 2 ABy) = sen 90° cos (2A0,) £ sen (2A0, ) cos 90° = cos (2A0),

entao,
2

Vv
R, = EO cos (208)) = R, =R_!

Exemplo 3-7

Numa area plana de treinamento, um canh@o dispara balas com velocidade inicial de 100,0 m/s, para atingir um alvo
a 500,0 m. Qual deve ser o angulo, com relagdo a horizontal, para que as balas devam ser disparadas para atingir o
alvo?

Solucao:

O alvo deve estar no alcance do canhao. Assim sendo,
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\ 1 R|
R =-%sen 26, =6, == arcsen (—f)
g 2 Vo

Usando os valores numéricos

ou 0, = 14,7°

500 x 9,81) _294°
100 )

B = = (
o =7 arcsen

R = 508 m

.Atengéo! A fungdo trigonométrica arc sen o sempre possui outra Figura 3-4 Referente ao Exemplo 3-7

solugdo, 180° - arc sen o, situada no 2° quadrante.

Conseqiientemente, uma solucdo é 6, = 14,7°, e a outra 6= % (180° - 29,4°) = 75,3°. O canhio apontado em qualquer
um destes dois angulos atinge o alvo!

Paradinha 3-3

A velocidade de langamento de um projétil ¢ duas vezes sua velocidade em sua altura maxima. Qual o angulo de
langamento?

3-6 Movimento circular uniforme

Outro movimento bidimensional muito importante na fisica ¢ o movimento circular. Se o
moédulo da velocidade do objeto que gira em torno de um ponto fixo for constante, ele ¢é
chamado de uniforme. E um movimento periodico, pois ele esta se repetindo ap6s decorrido um
certo tempo, T. Este tempo T, é chamado de periodo do movimento.

y Na fisica este movimento estd presente da escala
" microscopica a macroscopica. O movimento da Terra

>

em torno de seu eixo, ou dela em torno do Sol, sdo
exemplos de movimentos aproximadamente circulares.
Em torno de nds, nas rodas dos carros, na industria,
A etc., este movimento esta também presente. No mundo

o r x  das particulas elementares, temos grandes aceleradores
circulares, cujas orbitas de particulas, como prétons,
descrevem trajetdrias circulares.

Imagine um ponto P girando em torno de O, no

sentido anti-horario, que é o sentido tomado como
positivo na matematica. A trajetéria € uma
circunferéncia de raio r, conforme ilustrado na Figura.
A cada instante t, a localizacdo de P pode ser feita pelo
vetor posicilo TF=xRX+y§y, em coordenadas
cartesianas, ou através de suas coordenadas polares, r e

0.

Conforme pode ser visto na Digressdo matematica 2-1, existe uma correspondéncia entre as

Figura 3-5. Movimento circular
uniforme de P.

coordenadas cartesianas e polares, (x,y) < (1,0), pois x = r cos O e y = r sen 0. Desta
correspondéncia, se espera também existir uma correspondéncia entre os versores nestes dois
sistemas de coordenadas. O vetor posigdo T tem como versor f, conforme mostrado na Figura

3-5, e que aponta radialmente para fora. Ja a coordenada 0, teria que ser uma grandeza vetorial
para possuir um versor correspondente. Para 6 ser uma grandeza vetorial teria que satisfazer a
defini¢ao e as propriedades de vetores, dadas na Digressdo 2-1. Ora, ela tem modulo, que é sua
magnitude. A dire¢o pode ser tomada como o eixo de rotagdo. Este ¢ um ponto delicado que
vai ser compreendido no Capitulo sobre rotagdes, mas a frente. J& o sentido, poderia ser
associado ao sentido de rotacdo. Convenciona-se que a rotagdo, vista a partir da extremidade da
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seta do vetor, daria o sentido anti-horario (convencionado como positivo). Olhemos, no entanto,
a Figura D3-2. Um livro em pé, situado no plano z y, sofre duas rotagdes sucessivas. A primeira,

de 6, = 90° em torno do eixo x, e em seguida outra rotacdo de 6,= 90° em torno do eixo z. Se

a primeira tivesse sido em ordem inversa, isto €, primeiro em torno do eixo z (6, = 90°), e depois

em torno do eixo x (8, = 90°),0s resultados finais, como podem ser vistos, seriam distintos. Isto

indica que a operagdes de soma ndo comutam (0; + 6, # 0, + 0,). Ja a figura logo abaixo, indica
que a propor¢ao que o angulo de rotagdo decresce, os resultados finais tendem a se
aproximarem. Ou seja, as operagdes de soma tendem a comutar, exatamente, como para os

vetores (V; + V, =V, + V;). Para valores finitos de 0, esta grandeza se comporta como um

escalar. Entretanto, pasme o leitor, valores infinitesimais de 0, AO, se comportam como

. ~ o
grandezas vetoriais, AQ! Nestes casos, deve existir um versor 0, normal a T, ¢ na direcdo e

sentido, indicado na Figura 3-5. Note que a dupla (&, ) é fixa em O, enquanto (F, 0) é mével no

plano x y.

Digressdo matematica 3-2

Vetores 111

N=z
=2 X ;
8, 4
900 S 61+ez
Y N=z r
% ' s A
8, +6,
o0
S
N=z
; e'
20°
N=z
20°
S

Figura D3-2. Operagdes de rotag&o em um livro. A medida que os angulos tornam-se muito pequenos, as
operacdes finais tornam-se mais proximas uma da outra.

Multiplicacédo de matrizes
Uma matriz C ¢ o produto de uma matriz A por uma matriz B, se e somente

Definigéo:

n
Cij = Z A By,
=1

se,

(D3 -1)
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ou seja, se o elemento ij de C for igual a soma dos produtos das componentes da i-ésima linha de A pelos da j-ésima
coluna de B.
Fica assim claro que A tem o mesmo numero de colunas n que B tem de linhas. Estas matrizes podem ser inclusives

retangulares.
Exemplo:
Considere as duas matrizes quadradas 2X 2
01 1 0 : L
A= [1 0 e B= [0 _ 1]. Logo, seguindo a definicdo acima

.o [0 1311 0] _0x1+1x0 0x0+1x(-1)] [0-1
C_AB_[1 0 [o —1]_[1><1+0x0 1><O+0x(—1)]_[1 0
Propriedades:

1) Em geral, multiplicagao de matrizes ndo ¢ comutativa, ou seja, AB # BA.
ii) (AB) C = A(BC) — propriedade associativa
iii) A(B+C) = AB + AC — propriedade distributiva

Matriz coluna e matriz linha:
Alguns tipos de matrizes tém importancia especial. E o caso da matriz coluna. Ela pode ser representada como

a
az
Qan.

Analogamente, a matriz formada por uma linha e n colunas, é chamada de matriz linha. Sua representagdo ¢ dada
por

A=[a; a,..a,].

Obviamente, se A é agora uma matriz n X n ¢ B uma matiz coluna de n componentes, ¢ C uma matriz linha de n
componentes, entdo AB e CA sdo operagdes que seguem a definicdo acima de multiplicacdo de matrizes.

Ja o leitor pode verificar que BA e AC ndo sdo operagoes definidas.

E, muitas vezes conveniente representar um vetor por uma matriz coluna, ou seja,

a;

A A A a.
vy Xtv, §+v,Z2 - [:2]
An.

Exemplos:
1) Verifique que a operacdo
[ 1 01
0] .~ . .
11 0] [1] ndo ¢ definida.
-1 00

2) Idem para
11 0] [1 0]
11-1 0l-

3) Mostre que

[ 10071
OIOHO]=

L 01 0]L1

Prova matematica de que A0 é um vetor
Vamos provar matematicamente o que foi apresentado
acima e ilustrado na Figura D3-2.

1
0
0

A rotagdo de um angulo 6 de um ponto P, por exemplo, em
torno de um eixo qualquer, ¢ equivalente a fixar P e girar o
eixo no sentido oposto.

Assim, para facilitar, consideremos uma rotagdo finita, 6

(sentido anti-horario), do eixo z. As novas coordenadas de 4

um ponto P (x,y,z) que aparecem na FiguraD3-2, passamFigura D3-3. Rotagdo das coordenadas xy em torno de z.
entdo a ser
X" =cos0 x+senb y,
y = —senb x+cos0 y, (D3 -2)
z' =1z,
que podem ser escritas, por conveniéncia, em forma compacta através do uso de matrizes. Ou seja,
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X’ cos® senB 0] rx
[y'] = [—sen 6 cos6 0] [y] (D3 -3)
z 0 0 1l 'z
e N
i R,(0) r
A matriz R, atua como um operador que aplicado & matriz coluna, representando o vetor posi¢do ¥= xX+y§ +

7 7 a transforma em outra matriz coluna representando o novo vetor posi¢do ' = xR +y § + z 2"
Imagine agora se a rotagdo tivesse sido feita em torno do eixo x. A matriz R, (0) deveria ser

1 0 0
R4(0) = [0 cos® sen0|. (D3 —4)
0 —sen6® cos6
Verifique vocé mesmo este resultado!
Calculamos agora os produtos matriciais R, (0) R, (0) e R, (0) R, (8). Séo eles
[ cos® sen6 0][1 0 0 cos® sen® cos@ sen® 0
R,(0) Ry(0) =|—sen® cos® O0||0 cos® send|= [—sen 0 cos?0 sen g cos 6 ],
0 0 1110 —sen® cosO 0 —sen 0 cos 0
[1 0 0O [ cos® senB 0 cos 0 sen 0 0
Ri(0) R,(0) =|0 cos® senB||—sen® cosH 0] = [—sen 0 cos O cos? 0 sen 0 ],
[0 —sen® cosOll 0 0 1 sen® 0 —sen® cos® cosH

onde os resultados sdo distintos.
Imaginemos agora que em lugar de uma rotagdo finita 0, tenhamos uma rotac@o infinitesimal df. Basta que, nas
rotagdes acima, facamos a troca 0 — d6. Notemos que a matematica nos fornece as séries

7\ z sen (d@) = dﬁ—%d63+...z de,
\\‘ 5 B 1 )
cos(dB) =1+ =do*+...~ 1,
e 2!
\ para valores pequenos de df em radianos.
\ ,  Como conseqiiéncia,
y e 1 do o 1 0 o0
\ _-——"“56 R,(d6) = [—de 1 0] e Ry(d6) = [o 1 de].
0 }== 0 0 1 0 —do 1
y E facil verificar que nesta situagio
0 1 do6 o0
R,(d0) R,(dB) = R,(dO) R,(dO) = [—de 1 de],
0 —do 1
ou seja, para angulos infinitesimais, as operagdes comutam, na
adi¢do, como para vetores!Assim, AO pode ser tratado como
X=X vetor, CQD( ou Como &
Figura D3-4. Rotagéo das coordenadas zy Querfamos Demonstrar).
em torno do eixo dos x. Vale salientar que os

novos conceitos acima
expostos, tais como: i) angulos infinitesimais, que se comportam como
vetores; ii) a existéncia do versor ® L1 e finitamente, iii) a direg@o de ao
longo do eixo das rotagdes, podem parecer, no minimo, exoticos, para um
leitor iniciante, porém eles tornar-se-ao mais s6lidos em capitulos posteriores. \

Regra da méo direita 5
Como visto acima, o deslocamento angular para angulos muito pequenos, se ®= E

comporta como um vetor, A6. Da variagdo com o tempo de 1B, se pode definir
velocidade angular, como um processo limite da razdo do vetor A6 pelo escalar Figura D3-5. Regra da méo

direita para indicar o sentido de
At, ou seja,

__ (48

©=fim, (H) (D3 -5)
Assim sendo, @ é também uma grandeza vetorial, dirigida, como E: ao longo do eixo de rotagdo. Também o ¢ a
aceleracéo angular, o, a ser vista mais adiante. O sentido de @ ¢é obtido com a utilizagio de uma regra simples
conhecida como regra da mao direita. Quando os dedos da mao direita acompanharem o movimento de rotagdo de
um objeto, o polegar apontara o sentido de ®. Na situagdo ilustrada na Figura D3-4, o movimento é no sentido anti-
horario, convencionado como positivo, € & aponta para cima (dire¢3o z). Se 0 movimento de rotagdo for no sentido
horério, @ apontaria no sentido oposto. Quando rotagdes ocorrem em torno de um eixo fixo (por exemplo, €ixo X, ou
y, ou z), ndo precisamos tratar @ (ou o) como grandezas vetoriais. Basta trati-los simplesmente como escalares, mas
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com o devido sinal positivo, se a rotagdo for no sentido anti-horario, e sinal negativo, se a rotagdo for no sentido
horario.

Na Figura 3-5 ¢ facil escrever que

s=r0. (3—-15)
Para um arco infinitesimal E, teremos As = r AB. Nesta situacdo, o arco E, aproximadamente,
se confunde com a corda Ar. Logo

li E—l' A6
atso\ar) = TaSo\ At )

V=rs, (3—16)

ou

onde v = ||, sendo V (t) tangente & circunferéncia em P. E também claro que v = ds/dt.
Ja @ é chamada de velocidade angular e ¢ medida em rad/s.
Note que V pode ser escrito como

-~

v=v, (G -17)
e assim em notagao vetorial,
V=rond (3-18)

Periodo e frequéncia
O tempo necessario para P dar uma volta completa ¢ chamado de periodo e é representado por
T. Assim sendo,

T =2nr /v.
/v (3 —19)
No SI, T é medido em segundos.
O inverso do periodo é chamado de frequéncia, ou seja,
f=1/T.
/ (3—-20)

A frequéncia corresponde ao numero de rotagdes por unidade de tempo, ou também s™.
E facil verificar que w =2x f.

Paradinha 3-4
Calcule a velocidade angular média de cada um dos trés ponteiros de um relégio.

3-7 Aceleracéo Centripeta

Suponha que P estd em movimento circular, entdo apesar de o ponto P ter o modulo de sua
velocidade V constante, ela varia em direcdo ponto a ponto na trajetéria. Assim sendo, P estd
sujeito a uma aceleracdo que passaremos a calcula-la. Este calculo pode ser feito com auxilio da
Figura 3-6, comparando os triangulos OPP’e O'QQ".

Estes dois triangulos isosceles sdo semelhantes por terem comum, A6.
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e+ a0
P
As
P\\E a2
Vi) Qv
a0 ‘
Wt
o r Px it + a0 X
o
@ (b)

Figura 3-6. (a) Variagdo da velocidade no movimento circular. (b) Grafico correspondente dos vetores
velocidade.
Logo, desta semelhanca, podemos escrever
Av  Ar
—_—=—, onde Ar = VAt
v r

Dai, no processo limite quando At — 0, se obtém
2

y (AV) \
ac = lim |— | =—,
¢ At-0 \At r

que ¢ chamada de aceleracdo centripeta. A razdo do nome ¢é que neste processo limite, AV

tende a se orientar cada vez mais na direcdo de O, oposto ao versor f. Logo,

v2
d.=—|—| ¢
‘ < r ) (3 —21)
A analise dimensional mostra que
[v?] _ (L/T)?
[r] L
tem dimensao de aceleragao.

=LT7?

Exemplo 3-8

Uma particula se move em uma circunferéncia horizontal de raio r.Obtenha diretamente a expressao da sua
aceleragdo centripeta, derivando em relagdo ao tempo, a expressdo do vetor velocidade, admitindo que v = |¥] ndo
varia com o tempo.

y y Y
ol
P
N
v
5] |
ol x X %

@ ® ©

Figura 3-7. (a) Posicdo e velocidade de P em um instante t, (b) A velocidade ¥ e suas componentes. (c) A
aceleracdo d e suas componentes.
Solucao:
Pela Figura 3-7, podemos escrever que
V=v&+v, 9= (—V %) 5(‘+(+V é) 9,
onde sen 0=y/r e cos 0= x/r.
A aceleragdo pode ser calculada através da derivada em relagdo ao tempo de V:

=(5)=(F R (R =) s Gy
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jaque v = ||, r = |f|,% e § ndo variam com t.
Comvy = —vsenbfe Vy = VCOS 0, entdo,

a=|——cosO|X+|——senb |y
r r
v? v?
a= |a}+a}=— +cos?0 +sen?® =—
r r

A diregdo de d ¢ dada por

a, —(v?/r)sen®
& ay —(v%/r)cosH gY =
Assim
v2
azac=—(T>f, CQD.
Exemplo 3-9

Um boneco ¢ colocado no tempo t; = 1,0 s em um carrossel girando. A velocidade do boneco neste instante é
V(t;) = % + 2§, em m/s. J4 sua velocidade em t, passa a ser V(t,) = —% — 2§, em my/s.

a) Qual o mddulo da aceleragdo média do boneco no intervalo de tempo t,—t;?
b) Qual o médulo da aceleragdo centripeta do boneco? E ela diferente do valor do item (a)?
Se for, explique.
Solugéo:
a) Nointervalo At=t,—t;=1s., a velocidade do boneco ¢ reversa. A aceleracdo média neste intervalo é
obtida da equacdo
V(ty) —V(ty)
t,—t;
= a@= 22+ 4% =20 = 4,47m/s2.
b) Como em 1 s, 0 boneco se encontra diametralmente oposto a sua posi¢éo emt;, T=2At=2s.
O raio onde se encontra o boneco ¢ obtido da equagdo r = vI/2w, onde

v= 412422 =\/§m/s. Dai rz\/g/n=0,71m.
= 7,04 m/s?.

Qu

(-% - 29) — (R + 2§) = —2% — 49, m/s?,

Assim a;, = v?/r = 071

Certamente, @ # a, pois, a. ¢ um calculo de uma aceleragdo instantanea, de valor preciso, ao contrario de @, que é
uma estimativa de uma grandeza.

Exemplo 3-10

Uma pedra amarrada a um barbante ¢ feita girar em torno de

um ponto fixo, num plano horizontal, a uma altura

h = 2,0 m do solo, com um raio de r = 1,0 m. De stbito, o
barbante se rompe ¢ a pedra sai voando, caindo a uma
distancia horizontal d = 8,0 m. da vertical passando pelo
ponto donde a pedra ¢ solta.

Qual a aceleragdo centripeta da pedra durante seu
movimento circular?

Solucgéo:

Durante o seu movimento circular, a pedra estava sujeita a / d
uma aceleragdo centripeta a. = —vi/r, onde v, é a
velocidade tangencial da pedra no instante em que ela ¢ solta
do barbante, conforme mostrado na Figura 3-8. Comega ai
entdo um movimento parabdlico da pedra até ela cair a uma
distancia d da vertical 0"y. Nesta trajetéria, a pedra esta
sujeita as duas equacdes do seu movimento:

LFigura 3-8. Referente ao Exemplo. 3-10. A
velocidade v, é tangente a circunferéncia
horizontal e P.

x=d=v,t,
_h_l t2
y= _Zg .

Eliminando t entre estas equagdes, obtem-se v,, ou seja,

gd?
h

v = !
72
€ consequentemente,

1 2
a. = -3 (gd*/hr).
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Substituindo os valores numéricos, obtém-se a. = —156,8 m/s?.

Paradinha 3-5

a) Calcule a aceleracdo centripeta da Terra em sua Orbita em torno do Sol, supondo-a circular. Tome o raio da orbita
r=1,50 x 10" m e o periodo da rotagio de Terra = 365 dias.

b) Calcule a aceleragdo centripeta da Lua em sua orbita em redor da Terra, supondo-a circular. Tome o raio da orbita
como r = 3,8 x 108m ¢ o periodo de rotagio da Lua em torno da Terra como T = 27,3 dias. Compare este resultado
com aquele do item (a).

3-8 Movimento circular ndo uniforme

Admitindo agora que o médulo da velocidade V do objeto em movimento ndo € mais constante,
e sabendo que V = vO , entéio podemos calcular sua aceleragio,
. dv dv . dé

a= a:aeﬁ'Va.

Note que dv/dt é sua aceleragdo tangencial, &, mas nio sabemos o que ¢ d/dt.
Yo ,
o(t+ay T

6(t)

A0

AQ@(Q

B(t+At)

0 ’
(b)

(a) y

Figura 3-9 (a) Versor 8 em dois instantes préximos. (b) Diagramas dos versores. 8

Pela Figura 3-9, vé-se que 8(t + At) e B(t) ndo sdo em geral
ortogonais, mas mesmo assim temos que calcular A6, para em

seguida calcular m

i AB
A0 At)

Prova da natureza vetorial de A

O primeiro passo € mostrar que AB é um vetor e ndo um versor, ou Figura 3-10. Projec&o dos
seja, versores f e  noseixosxey.
|A8] = 18(t + A — B(D)| # 1.
Com efeito, utilizando a Figura 3-10 e projetando os versores T e 8 sobre os eixos cartesianos x
ey, obtemos as equagdes
f=cosb &+ senb¥, (3-22)
6 = —send X+ cos 0,
ou em forma matricial

(f) _ [ cos® sen®b (ﬁ) 3 - 22)

0 —sen® cosBl\y
Da segunda Equacio (3-22) podemos escrever 8(t) para dois instantes quaisquer, t, e t;,
B(t,) = —sen 8, R+ cos 0, §,
B(t;) = —sen 6, & + cos 6, §,
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onde por conveniéncia usamos t, =t +tAtet;=t, ¢ AO =0, —0,.
Subtraindo estas equacdes, obtemos

B(t,) — 0 (t;) = —(sen 6, — sen 8;) X + (cos B, —cosH,) §.
Agora ¢ facil calcular |AB|, ou seja,

. . AB
t - t = sen — sen + (cos — COS =z8en|{—) # 1.
8(t,) — 0 (t, 0, 0,)? 0, 0,)2 =2 >) #1

Nesta derivacdo usamos duas identidades trigonométricas:

cos(a — ) = cosacosf3 + sen a sen f3, (3-123)
a V1 —cosa

sen (—) =—
2 2

Logo, AB ndo é um versor, mas um vetor.
Calculo da aceleragao total

Conforme a Figura 3-9, a proporgdo que At — 0, o vetor AB tende a se orientar na dire¢io do
ponto O, e dai podemos escrever que

AB 7.\ _de
ot (a) == -
Finalmente,

dd . 21 2m va
VE:_V(Dr:_VTr:_VZTII'/Vr:_<T>r = d.

Quanto a aceleragdo tangencial podemos ainda escrever

dv dw
atzazrazra, (3—24)

onde o é conhecida como aceleragéo angular.
Em resumo,

(3—-25)

Duas observagoes se fazem necessarias:

i) Se v for constante, entdo dv/dt = 0 e, portanto, apenas d, estara presente;

ii) Se o movimento ndo for circular, mas ao longo de uma trajetoria curva, as expressdes acima
ainda sdo validas, mas com a ressalva de que r passa a ser o raio de curvatura instantaneo da
curva. Este procedimento esta acima do nivel deste curso.

3-9 Movimento circular uniformemente acelerado

Este movimento ocorre quando a acelerag@o angular o = dw/dt é constante. Nesta situacéo,
podemos aplicar os mesmos procedimentos utilizados no Capitulo 2, através do uso da Equacdo
(2-12), com o cuidado aqui de fazer as correspondéncias a — o € v — . Assim sendo,

o (t) = wo + o (t—tg). (3—-26)

Analogamente, com o auxilio da Equagao (2-8), e como o uso da correspondéncia x (t) — 0 (t),

9(t)=60+w0(t—t0)+%a(t—to)z. (3-27)
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Com a eliminacao de t entre as Equagdes (3-26) e (3-27), chegamos a Equagao de Torricelli:

w? =wi+2a(0—0)). (3-128)

Exemplo 3-11

Uma roda A de raio r, = 10 cm ¢é acoplada por uma correia C a roda B de raio rg =25 cm. A roda A parte do repouso
com a aceleracdo o = /3 rad/s>.

Determine o tempo para que B atinja a velocidade
de 100 rpm, supondo que C ndo deslize.

Solucéo:

Como C nao desliza,

VA= VCc= VB.

Além do mais, usando a Equagdo (3-18)

VA= TIpA®p € V=TI MR,

Isto implica que

TAWp=Tp®p, 0u Op = (Ia/ T) WA,

Como pela Equagdo (3-24), o = ar, entdo,

Figura 3-11. Referente ao Exemplo 3-11

ag = (ra/TB) ®a - (3-29)

Por outro lado, usando a Equacgao (3-26), podemos escrever
W = WoB + aBt = aBt, pOiS WoB = 0. (3 - 30)
Comparando as Equacdes (3-29) e (3-30), obtemos
T'a
op = (12) ant = t= @a/ra)(@/ay)

que ¢ o tempo pedido.
Usando os valores numéricos e notando que

2
wg = 100 rpm = 100 6_1(; rad/s = (10m/3)rad/s.,

entao,

25 10m\ 3
SENCS

= 225,
10 X\ 3 )z~ 2%

Exemplo 3-12

‘-

Uma particula partindo do repouso gira em torno de um ponto fixo com uma
aceleragdo constante. Apds um certo tempo, a aceleragdo resultante desta p i
particula, faz um angulo de 60° com sua aceleragdo tangencial. Determine de N
quanto ela girou até atingir esta situagao. N4
Solucao:
O angulo pedido ¢ dado por 8 = (1/2) a t?, ja que 8,= 0 e ®,= 0. Ndo )
conhecemos o nem t. Mas da Equacéo (3-25) 0 r x
d=a.f+a8  onde

2

ar=ar, e a, = —v3/r=—(or)?/r=—-w’r.

Da Equagdo (3-28), podemos escrever w? = w3 + 2a8 = 2a8.

Logo, usando a expressdo acima para 6, encontramos Figura 3-12 Referente ao Exemplo 3-12.
w? = (at)? = a. = —r(at)?.
No instante t,

a. = asen60°=— a.

Desta ultima relagdo podemos escrever

2 2
a=—a.=——r(at)?

V3 V3

Como a? = a? + a? , podemos usar os resultados acima e obter
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r2(at)* =z [r? (at)* + (ar)?] = at? =3,

O angulo pedido 0 ¢ assim dado por

6—1 t? = 3 d
—za—zra.

Paradinha 3-6

Uma roda parte do repouso em 0,= 0 e gira com uma aceleragio angular dada por o (t) =20 t*— 12 t>, em rad/s’.
Calcule 0 (t)

3-10 Movimento Relativo

Consideramos duas particulas P; ¢ P, nas posicdes

mostradas na Figura (3-13). Seus vetores posigdo T'; € z
r,, medidos em relagdo a O, no referencial xyz. O
deslocamento relativo T»; de P, em relagdo a P, no 5 .
instante t, ¢ dado por 21
f (=101 . (3-29) 2, P,
0 i
Derivando em relagdo ao tempo a Equacao (3-29), y
obtemos
— dFZl — — X
Vo () =—— = vy (1) — vy (B).
21 (0 dt 2(©) 1(® (3-30) Figura 3-13 Deslocamento
relativo de P, em relagédo a P;.

que ¢ a velocidade relativa de P, em relagdo a P;. Tudo se passa como se V,, fosse a velocidade
de P, num referencial com origem na particula P;.

Derivando a Equagdo (3-30) em relagdo ao tempo e admitindo que V,; seja constante,
concluimos que P; ¢ P, tém a mesma aceleragéo.

Exemplo 3-13

Uma particula A se desloca em relagdo a outra particula B com uma velocidade relativa dada por Vag = 28 + . J4 B
se desloca em relagdo a outra particula C com uma velocidade dada por Vgc = — % — 2§. Determine a velocidade de
A emrelagdo a C.

Solucéo:

VAB = aX+ by’, sendo VAB = VA - VB' e

-

Ve = X + dy,sendo Vg = Vg — V¢.
Dai podemos escrever

= - oL S

Vap t VB = Va — V¢ = Vae,

ou seja, y

Vac=%-7. /hlal'hﬂleiro
Exemplo 3-14

Um marinheiro despenca do mastro de um navio que se v

move em aguas tranqiiilas, a uma velocidade v, paralelas a ' E : <
praia. Um observador da praia afirma que o marinheiro na ) _ N L ",f » /B

sua queda ndo cairia ao pé do mastro. Ele esta certo? . — - .
Solucao: | * —

A partir do instante em que o marinheiro comega a cair, ele

tem a mesma componente horizontal de sua velocidade v,, 2

sempre igual a velocidade do navio, v, de tal maneira que a Figura 3-14 Referente ao Exemplo 3-14

velocidade do marinheiro relativa ao navio é nula. Assim a
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velocidade do marinheiro em queda continuaria sendo vertical. Como conseqiiéncia, ele caiu ao pé do mastro. O
observador estava errado!

Paradinha 3-7

Gotas de chuva caem verticalmente com velocidade Vg em relagdo ao solo. Um carro em movimento retilineo
uniforme se desloca horizontalmente com velocidade V... No interior do carro se observa que gotas escorregam sobre
uma janela lateral segundo um angulo 6 com a horizontal. Calcule este angulo.

3-11 Pausa para descontracao:

A Europa na época de Newton*

*Esta se¢do foi escrita em colaboragdo com o professor Andrea Sorgenti da Societa Dante Aleghieri — Comitato di
Recife.

Como era a Europa no periodo do nascimento de Isaac Newton (1642-1727)? Quais os acontecimentos mais
importantes nesta época? Quais as ideias marcantes?

: Wpeon
Figura 3-15 Europa com o tratado de Vestfalia

A primeira metade do século XVII foi marcada na Europa por um periodo interminavel de guerras, que embora com
diferentes fases e diferentes participantes, constituiram a assim conhecida “Guerra dos Trinta Anos”. Ela comecou em
1618 e terminou em 1648 com o tratado de Vestefalia. As causas destas guerras variaram de natureza religiosa,
dinastica, expansao territorial, a interesses comerciais.

No inicio do século XVI, a mudanca de mentalidade das sociedades europeias repercutiu no campo religioso. As
ideias renascentistas valorizaram o homem e suas realiza¢des. A expansdo comercial permitira o confronto de valores
e culturas diversas e provocaram um “repensar” critico do mundo, até entdo dominado pelo clero romano. Com a
Reforma Protestante Luterana (1517) e depois Calvinista, por volta de (1540), as novas doutrinas néo reconheciam
mais o primado da Igreja Catolica, e a partir da separagdo das Igrejas, Romana e Inglesa, por obra do rei Henrique
VIII (1534), surgiram muitas novas igrejas, por exemplo, os Huguenotes na Franga, os Puritanos na Inglaterra, os
Presbiterianos na Escocia e os Reformistas nos Paises baixos. A Igreja Catolica reagiu com a Contra Reforma, que
no Concilio de Trento (1515-1563), rejeitou e condenou as ideias do Protestantismo, reafirmou os dogmas da religido
catdlica e restaurou os nefandos tribunais da Santa Inquisicdo que julgavam atos e pensamentos contrarios a fé
catodlica e que tanto peso tiveram no combate as ideias cientificas e humanistas.

A primeira metade do século XVII foi também época de reforcamento das monarquias absolutistas, seguindo uma
tendéncia ja iniciada no século XVI, onde ficou mais importante a figura do rei, centro de todos os poderes, do
legislativo ao judiciario, do executivo ao religioso. O rei passa a ser o senhor absoluto e simbolo nacional. Ele era
quem fazia as leis, aplicava a justiga, cuidava das financas e estabelecia a hierarquia de funcionarios, enfim, era ele a
fonte de todos os poderes. Os fatores indutores principais deste processo foram, entre outros de carater religioso e de
direito-administrativo. Por exemplo, a criagdo de exércitos nacionais permanentes, sob o comando direto do rei e ndo
mais da nobreza, mas com o apoio da burguesia, que via na unificagdo e nas padronizagdes politico-administrativas,
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um meio eficaz para ampliar seus ganhos comerciais. Com a criagdo de um territdrio unificado, onde s6 o estado
cobrava impostos, ¢ a existéncia somente de uma mesma moeda, era possivel aumentar os lucros da burguesia.

A Franga teve um periodo interminavel de lutas religiosas sanguinarias (1562-1598), entre catdlicos, apoiados por
Felipe II da Espanha, e huguenotes, apoiados pela rainha anglicana Elizabeth I da Inglaterra. O episédio mais tragico
desta guerra foi a famosa Noite de Sdo Bartolomeu (24 de agosto de 1572) quando foram mortos nas ruas de Paris
mais de 2000 huguenotes. Estas lutas finalmente terminaram com 0 Edito de Nantes (1598) que dava liberdade
religiosa para todos. Foi assinado pelo rei Henrique IV, chefe do partido protestante, mas que depois de assumir o
trono, se tornou catélico e iniciou a dinastia dos Bourbons que governaria a Franca até 1792, ano da Revolugdo
Francesa. Esta dinastia foi marcada pelos reinados de Luis XIII (1610-1643), e principalmente pelo de Luis XIV
(1643-1715), 0 Rei-sol, o simbolo maximo do poder absoluto. Neste periodo, o arquiteto do absolutismo francés e da
lideranga francesa na Europa foi o Cardeal Richelieu, primeiro ministro de Luis XIII de 1642 a 1648. Em politica
externa envolveu a Franca em varias guerras, principalmente com a Austria e a Espanha enquanto que em politica
interna, sua administra¢do foi assinada por reformas tteis nas finangas, no exército e na legislagdo (codigo Michau).
Foi o criador do absolutismo real, pds fim aos privilégios provinciais, com a centralizagdo administrativa e a
institui¢do de intendentes. Fundou a Académie Frangaise, a associagdo composta por proeminentes pessoas em
assuntos relativos a lingua francesa e que inspirou também nossa Academia Brasileira de Letras. Sua politica de
tributacdo, entre as mais altas, necessaria para financiar as continuas guerras, criou um estado de revolta endémico
em diversas provincias. Seu sucessor foi o Cardeal Mazarin, que havia se preparado para dar continuidade a sua
politica. Regeu a Franga até a maior idade de Luis XIV, em 1661. Com o Rei-sol, a Franga esteve no auge do seu
esplendor, com um moderno exército que dominava a Europa, depois das vitorias contra a Espanha e a Austria. Em
politica interna, perseguiu os protestantes e muitos deles deixaram o pais. Foi ele quem mandou construir o palacio de
Versailles, onde morou e no qual trabalhavam mais de quatro mil funcionérios. Muito importante no reinado de Luis
XIV, foi o ministro da fazenda, Colbert, que aperfeigoou o sistema de cobrangas de impostos e exerceu um rigido
controle fiscal procurando conter os excessivos gastos. Estimulou a vida econdmica francesa, apoiou o comércio
internacional e as manufaturas trazendo para a Franca indiscutiveis beneficios. Ao final do reinado do Rei-sol a
Franga havia se sobressaido diante das nagdes europeias, porém sua economia estava em bancarrota, pois os gastos
excessivos haviam arruinado o pais.

Da Austria, através da dinastia dos Hasburgo, sairam a partir do século X VI, todos os imperadores do Sacro Império
Romano, o qual era formado por diferentes estados (Saxonia, Turigia, Franconia, Baviera, etc.), muitas vezes em luta
entre si. Os Hasburgos, com uma habil politica de casamentos, estavam presentes em praticamente todos os palacios
reais da Europa e até do mundo. Isto ajudava na diplomacia deste Império.Vale salientar que ainda no final da vida de
Newton, esta dinastia deu a Austria uma grande imperatriz, Maria Thereza (1717-1780), responsavel por importantes
reformas sociais na Europa, entre elas a educagdo fundamental compulséria. Foi ela a mde de Maria Antonieta (1717-
1780) que se casou com Luis XVI da Franga. A imperatriz do Brasil mondrquico Maria Leopoldina, descende
diretamente daquela grande imperatriz austriaca. No inicio desta dinastia, 0 monge Martinho Lutero publicou suas 95
teses em 1517, desafiando a Igreja de Roma e dando inicio a Reforma protestante. O Luteranismo tornou-se ento a
religido oficial de muitos estados alemaes apds 1530. Conflitos religiosos resultantes desta divisdo no império
geraram a Guerra dos Trinta Anos, a qual devastou boa parte dos territorios alemées. A populagéo nestes estados foi
reduzida em cerca de 30%. O tratado de Vestefalia (1648) acabou com esta guerra, mas o império estava de fato
dividido em intimeros principados independentes.

A Italia era muito dividida e ndo desenvolveu uma forma de estado absoluto, como a maioria dos demais na Europa.
A influéncia da Igreja Catdlica contra uma unificagdo era muito grande e muitas vezes o Papa apoiava poténcias
estrangeiras contra as cidades italianas.

Outras poténcias surgiram e se afirmaram entre os séculos XVI e XVII, como a Dinamarca, a Suécia, a Noruega,
todas elas dominadas por soberanos absolutos, desejosos de expandirem seus territorios e suas influéncias.

Dois estados que neste periodo tiveram um forte desenvolvimento econdmico e demografico foram a Holanda e a
Inglaterra, que se firmaram como poténcias maritimas e obtiveram uma hegemonia econémica. A Holanda, por
exemplo, em pouco tempo, havia se tornado uma grande poténcia maritima. Com uma frota de 20 mil embarcacdes,
dominava o oceano e concentrava enorme quantidade de capital em seus bancos, tornando-se o maior centro
monetario da Europa. A Inglaterra, sob o reinado de Henrique VIII (1509-1547) havia conhecido uma nova religido,
o Anglicanismo, que reconhecia o rei como chefe supremo da Igreja e do Estado. Foi resultado da recusa do Papa de
conceder ao rei o divorcio de sua entdo esposa, Catarina de Aragdo, irma do rei da Espanha. Este fato provocou a
ruptura entre a Igreja Romana e a Inglesa, onde esta tltima ficou com as terras do Vaticano na Inglaterra, e ndo mais
pagou os dizimos obrigatorios a Igreja de Roma. Em 1558, subiu ao trono Elizabeth I, jovem rainha que se esfor¢ou
para assegurar a paz religiosa e preservar seu pais do fanatismo religioso que explodia em todo o continente europeu.
Ela firmou a igreja anglicana na Inglaterra, mas deu voz aos catolicos no parlamento. Esta rainha deu inicio a
ascensao da Inglaterra como poténcia mundial. Foi ela a responsavel pelo fim da superioridade espanhola nos mares,
transformando a Inglaterra na nagdo mais lucrativa com a politica mercantilista. Nos campos, surgiu uma nova classe
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de ricos proprietarios, que investiram grandes capitais para ajustar a agricultura as novas exigéncias da industria. Eles
ndo se contentavam em produzir para o proprio consumo, queriam também produzir para vender. Apds o reinado de
Elizabeth I, varias reformas foram feitas, entre elas, o fortalecimento do Parlamento. Uma nova politica econdmica
foi também estabelecida. Qualquer pessoa tivesse recursos suficientes poderia iniciar uma atividade produtiva e
comerciar livremente em qualquer regido de sua escolha. Isso estimulou grandemente a produgdo agricola e
manufatureira e fez com que a Inglaterra conseguisse reunir condi¢des favoraveis para ser a pioneira na Revolucao
Industrial.

Como era a vida na Europa no dia-a-dia das pessoas?

A sociedade europeia era dividida em varias classes sociais havendo uma
grande separagdo entre elas. A mais alta classe era formada pela nobreza, a
qual levava uma vida de privilégios e total auséncia de trabalho, sempre
empenhada em festas, vida na corte, intrigas e libertinagem. A classe mais
baixa era formada por camponeses, que viviam praticamente na miséria. Entre
estas duas classes havia os proprietarios de terra e a burguesia, normalmente
vivendo nas cidades. Com o inicio da revolucdo industrial, principalmente, na
Inglaterra, a burguesia se tornou cada vez mais forte, ¢ uma nova classe de
operarios mais qualificados comegou a aparecer.

As condigdes sanitarias na Europa nesta época eram terriveis, havendo,
periodicamente surtos de peste bubdnica, as quais dizimavam populagdes

inteiras em muitas regides.

A ciéncia no inicio do século XVII ja tinha alcangado certo grau de Figura 3-16 René Descartes
desenvolvimento. Na Italia surgiu a ciéncia moderna, com as contribui¢des

fundamentais de Galileu. A matematica ja atingia entdo, certo nivel avancado. Ainda na Italia, destacou-se Torricelli
(1608-1647).

Na Franca, vale enfatizar a criagdo da geometria analitica, por René Descartes (1596-1650). Ao que parece, esta
criagdo se deveu a uma observagdo de Descartes a0 movimento de uma mosca no teto de seu quarto. Para descrevé-
lo, ele imaginou que as posig¢des sucessivas da mosca poderiam ser obtidas através de um engenhoso método
conhecido como sistema de coordenadas cartesianas. O passo seguinte foi introduzir a andlise matematica na
geometria, gerando assim, a geometria analitica, tdo fundamental na matematica e na fisica. Contribui¢des variadas
de Pierre de Fermat (1601-1665), a criagio da geometria projetiva por Girard Desargues (1591-1661), e o
desenvolvimento da analise combinatoria e as probabilidades por Blaise Pascal (1623-1662), além de outras
contribui¢des, deram a Franga um destaque fundamental.

Na Inglaterra, a ciéncia também estava em plena ascensdo e foram vdarios os cientistas que contribuiram neste
periodo. O mais famoso foi John Wallis (1616-1703), com estudos sobre as se¢des conicas. Outro nome famoso foi
Isaac Barrow (1630-1677), com o método das normais e tangentes & curvas. Ele tornou-se em 1664 o primeiro
Lucasian Professor, catedra criada em Cambridge, sendo sucedido com sua morte, por Isaac Newton.

Nos paises baixos (Holanda, Dinamarca, Bélgica), houve também grande progresso com um destaque importante do
holandés Christiaan Huygens (1629-1695),com contribuigdes em fisica e matematica. Sdo importantes suas
contribui¢cdes na teoria ondulatéria da luz e na astronomia, nas descobertas dos satélites de Saturno. Realizou
importantes pesquisas sobre o péndulo, além de ter inventado o reldgio de péndulo. Foi ele quem deu uma expressao
quantitativa a forca centripeta. Mesmo estrangeiro se tornou membro da Royal Society de Londres.

Na Alemanha nascia, um pouco depois de Newton, outro génio que influenciaria, em muito, a ciéncia, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Sua criagdo maior foi o calculo infinitesimal, creditada também a Newton.

(Esta secdo foi escrita em colaboracdo com o professor Andrea Sorgenti da Societa Dante Aleghieri — Comitato di
Recife).

Material extra-curricular sugerido

Filme ou DVD

“Descartes”, um filme de Roberto Rossellini, de quase trés horas. Com legenda em portugués, mostra um retrato
fascinante da vida de Descartes e de sua busca incessante pelo conhecimento. E um filme obrigatorio para todos os
interessados em filosofia e ciéncia.

Resumo

Vetor posicao
E definido como

r=xX+yy+zz 3-1)
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e aponta da origem do sistema de coordenadas para a particula.

Vetor deslocamento

Velocidade média

. AP 3-3)

VA
Velocidade instantanea

AT dr

V=1lim(—)=— 3-4

v = Jim <At> ar S
Aceleracdo média

. AV

Q=g (3-5)
Aceleragdo instantanea

iy (3-6)

TS Ar T dt
Se d for constante,

V=Vy+d(t—ty), B-7)

1

I_Z = FO + Vo(t - to) + Ed (t - to)z,
Movimento do projétil (desprezando a resisténcia do ar)
Nesta situagdo, os movimentos, horizontal e vertical, sio independentes. Note que a, = 0 € a,= — g. A equagio de
trajetoria € representada por uma parabola:

g 2
—y, = — — - . -1
= o = (tg 8 (x = x0) = [ 7o) (= o) (3-13)

O alcance horizontal R ¢ a distancia horizontal desde o ponto de langamento até o pondo no qual a particula retorna a
mesma altura da qual foi langada e ¢ dada por

v
R= o sen 28, 3-14)

Movimento circular uniforme
Aquele onde a velocidade tangencial V (ou a velocidade angular da particula ®), é constante.
Velocidade tangencial
V=rwb,
sendo r o raio da circunferéncia e ® a velocidade angular.

Periodo (T) e frequéncia (f)
1

T= 2mr fo 3-19
=—ef=x. ( )
Aceleracao centripeta
V2
d. = —(T>f. (3-21)

Movimento circular ndo uniforme
Neste caso V ndo é constante. A acelerago total é agora composta de duas partes e é dada por

. ([v?
&=dt+5c=(ra)6—<T>?. (3-25)

dw
No casode o = o ser constante, 0 movimento é dito uniformemente acelerado e é dado pelas Equacdes

(3-26)a (3 —28).
Movimento relativo

Para duas particulas P; ¢ P, em movimento, com vetores posi¢do T e T, respectivamente, existe uma velocidade
relativa

L d, Ay

V21 =Td dt V2 = Vi1,

onde tudo se passa como se V,; fosse a velocidade de P, num referencial com origem na particula P;. Esta ¢ a ideia,
de movimento relativo. Considerando a velocidade V,; constante, isto acarreta d, = d;.
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Questdes conceituais

1) Um avido voa horizontalmente com uma velocidade constante V, a uma altura h do solo. Logo abaixo e no mesmo
plano vertical do avido se encontra um canhdo que dispara uma bala,
com velocidade inicial vy a um angulo 6, com a horizontal, com o
intuito de atingi-lo.

E possivel haver colisdo para vy < V?
Justifique sua resposta.

F

2) E possivel se fazer uma curva: a) com aceleracio nula? Explique.
b) Com velocidade tangencial crescente e aceleragdo angular
constante?
Justifique sua resposta.

3)Uma pedra presa a um barbante gira com velocidade tangencial
crescente, em uma circunferéncia horizontal no sentido anti- horario, Figura 3-17 Questéo 3
conforme a Figura 3-17.
Dos vetores mostrados nesta figura, quais poderiam representar:
a) a velocidade da pedra?
b) a sua aceleragdo? xit
¢) 0 seu vetor posi¢ao? —_——— ¥ {l}
d) o sentido inicial da trajetoria da pedra se o barbante fosse rompido?

Problemas
¥y ek O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* As coordenadas de uma particula em movimento sio dados por x (t) = at’ e y (t) = pt*, onde o ¢ B sdo constantes.
a) Qual a velocidade da particula? b) E sua aceleragdo?

(m)

2)* A Figura 3-18 mostra os deslocamentos x e y versus 20. )
t de uma particula. Existe um intervalo de tempo, I}
incluindo a partida, tal que a velocidade média da L3. e 4 /l

’ . 9 - - ’
particula seja zero? 10.*,\ Sl E .
3)* O vetor posi¢do de uma particula P com respeito a 5. \ »
um ponto estaciondrio O ¢ dado por N
F(t) = a sen wt X + Bcoswt §, onde o € B sdo 0. 5 10 15 20, 25. 1(s)
constantes. Qual a equacdo da trajetéria de P? Figura 3-18 Problema 2.

4)* O vetor posicdo de um objeto A é dado por F(t) = at & — Bt? §, onde a e B sdo constantes positivas. Ache
a) a equacdo da trajetoria, y(x), de A;

b) a velocidade V(t) e a aceleragio d(t);

¢) a velocidade média no intervalo [0,t].

5)** Um ciclista passa pelo ponto A mostrado na Figura 3-19 com
velocidade V = v, % , sendo vy = 3,0 m/s. Do ponto B, no mesmo instante,
e a uma distancia d = 30 m de A sai outro ciclista com velocidade inicial
nula e aceleragdo constante a > 0. Admitindo

0 = 60°, calcule o valor da acelerag@o a para que haja uma colisdo em P.

6)* A velocidade de langamento de um projétil é duas vezes sua

=N

velocidade em sua altura maxima. Encontre o dngulo de langamento 0. 0

7)* Uma bola ¢ langada horizontalmente de uma altura de 100 m do solo
com uma velocidade de 20 m/s. Calcule:

a) o tempo que a bola leva para alcangar o solo;

b) a que distancia horizontal coberta isto corresponde; Figura 3-19 Problema 5
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¢) a velocidade com que a bola alcanga o solo e sua dire¢do em relagdo a vertical.

8)* Um objeto projetado com a mesma velocidade a angulos diferentes t€m o mesmo alcance R. Se t e t” forem os

R 1 ,
tempos de voo, prove que R = 5 gtr.

9)** Um canhdo dispara dois projéteis, sucessivamente, com uma mesma velocidade inicial vy, mas a angulos de
langamentos diferentes, 0; ¢ 0, . Ache o intervalo de tempo entre os disparos para que haja uma coliséo no ar dos
projéteis.

10)** Uma bola caindo livremente de uma altura h” conhecida, atinge um plano inclinado a uma altura h do solo. Do
impacto, a direcdo da velocidade da bola neste instante torna-se horizontal. Para que valor h/h” a bola levara um
tempo maximo para atingir o solo?

11)** Uma escadaria ¢ formada de trés degraus. Cada degrau tem 20 cm de altura e 20 cm de largura. Ache a minima
velocidade horizontal de uma bola no plano horizontal do degrau superior que rolando deve alcancar diretamente o
plano horizontal do degrau inferior.

12)*** Uma bola ¢ lancada com uma velocidade inicial vy = 2 \/hg tal que ela quase bate em dois obstaculos
verticais de altura h separados por uma distancia d = 2h.
a) Mostre que o angulo 6, de langamento & 60°.

b) Mostre que o intervalo de tempo gasto pela bola entre os obstaculos ¢ At = 2 \/h/g.

13)* Uma particula se move em movimento circular horizontal de raio 1,0 m, tal que seu deslocamento angular
obedece a equacio 0 (t) = 0, + t + t2, onde 0y & uma constante ¢ 0 é medido em radianos.

a) Qual a velocidade angular inicial da particula?

b) Qual a aceleragédo total da particula apds 1,0 s de sua particula?

14)** Uma particula estd em movimento circular uniforme com velocidade v. Qual a variagdo em sua velocidade apos
girar de um angulo de 90°?

15)* Um carro se move a 50 m/s numa estrada circular de raio 500m. O motorista resolve entdo aumentar a
velocidade a uma taxa de 2 m/s. Qual a nova aceleragdo total?

16)*Imagine o rio Capibaribe com uma largura média d,que corre de Oeste a Leste a uma velocidade v. Um homem
no lado Sul do rio, capaz de nadar a uma velocidade v em aguas paradas, quer cruzar o rio no menor tempo possivel.
a) Em que direcdo ele deve nadar?

b) Em que diregdo ele deve nadar para alcancgar o ponto diretamente oposto ao ponto de partida?

17)* Gotas de chuva caem a um angulo de 45° com a vertical. A velocidade de vento ¢ de 30 m/s na dire¢do
horizontal. Calcular a altura da nuvem.

18)* Um avido sai de Brasilia com direcdo norte para alcancar Belém, voando a uma velocidade de 900 km/h.
Durante o trajeto encontra um vento que sopra a 50 km/h na direg¢do nordeste, formando um angulo de 30° com a
direc¢do norte. Qual a velocidade do avido em relagao ao vento?

19)* Neve esta caindo verticalmente com uma velocidade constante de 10 m/s. Com que angulo em relagdo a vertical,
os flocos de neve parecem cair para um passageiro de um carro viajando a 60 km/h uma estrada reta e horizontal?

. . . ~ . 2 .
20)** Uma particula se move em uma circunferéncia com aceleragdo tangencial constante a; = 1,0 m/s°. Qual ¢é sua
aceleragdo total no momento em que cobriu 10% da circunferéncia apds iniciar o movimento.

21)* Numa primeira aproximacdo, as orbitas da Terra (T) e de Marte (M) em torno do Sol (S) podem ser consideradas
circulares, coplanares e concéntricas, além destes planetas girarem num mesmo sentido. Os periodos de revolugdo
deles em torno do Sol sdo respectivamente, Tt = 365,3 dias e Ty; = 687 dias. Seja Ty o periodo relativo necessario
para Marte fazer uma revolugdo em torno da Terra. Mostre que 1/Tpy = (1/Tr) — (1/Ty). Calcule Ty



CAPITULO 4
AS LEIS DE NEWTON

4-1 Finalizando a construcédo da mecanica classica

O objetivo deste capitulo é concluir a constru¢do da mecanica classica, como idealizada por seu
criador, Isaac Newton (1642-1727). Esta mecanica por este motivo ¢ também conhecida por
mecéanica newtoniana, e com ela se da inicio a criacdo da Fisica, como ciéncia exata. Newton
dedicou uma parte da sua vida a esta tarefa quando se ausentou de Londres, fugindo de um surto
de peste bubonica que ora assolava nesta parte da Inglaterra. Refugiou-se na fazenda de sua
familia, no interior daquele pais. Newton era um homem bem preparado notadamente em seus
conhecimentos em matematica, onde dominava os Elementos de Euclides (ou hoje conhecida
como geometria euclidiana), a algebra, a trigonometria, além de toda a matematica que era
criada a época. Conhecia a fundo as obras de Galileu, Huygens, Descartes, Wallis s6 para citar
alguns exemplos.

Neste capitulo vamos seguir o caminho relativamente proximo ao desenvolvido em sua
magistral obra “Principios Matematicos da Filosofia Natural”. Ficou conhecida como
“Principia”, pois foi originalmente escrita em latim, (Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica) lingua oficial entdo usada (uma tradugdo em inglés e publicada pela Encyclopedia
Britannica, Inc., “Mathematical Principles of Natural Philosophy”, 1978, pode ser utilizada).
No entanto, vamos utilizar o formalismo da matematica atual, pois a época de Newton, a
matemadtica ainda estava num estagio bem longe do que se conhece hoje, desde o seu contetido
até a falta de uma notagdo padrdo. O calculo vetorial, por exemplo, ainda ndo existia, dai o
método geométrico classico ser utilizado a exaustdo, tornando a obra mais dificil de ser lida nos
dias atuais.

Para comegar, Newton seguiu o modelo introduzido por Aristoteles na constru¢do de uma teoria
cientifica. Este modelo foi utilizado pela primeira vez por Euclides na criacdo da geometria
euclidiana. Nos elementos, primeiro sdo dadas as definigdes, em seguida axiomas e finalmente,
os postulados. Com a evolugdo da matematica, no entanto, os axiomas foram paulatinamente
incorporados aos postulados. O procedimento continua sendo utilizado nas teorias na fisica e na
matematica. O conjunto (defini¢des + postulados) faz parte de qualquer teoria, formando o que
se chama de logica formal, conforme ja visto no capitulo 1 e em particular na se¢ao 1-8.

Na construgdo da mecanica, devotamos os trés primeiros capitulos para gerarmos a maioria das
definicBes, segundo o modelo mencionado acima, mas com a utilizagdo de uma linguagem
matematica atual e uma abrangéncia maior nos comentarios, de modo a tornar o texto mais
didatico. Estes tipos de comentarios sdo também conhecidos como escélios. Através destas
defini¢cdes, naturalmente, foi criada uma area dentro da propria mecanica chamada de
cinematica. Ela descreve o movimento dos corpos sem a preocupag¢do do conhecimento do
agente (forg¢a, por exemplo) que o cria. Similar atuacdo, também ocorre na formulacdo da
geometria euclidiana, onde ja com o uso das definigdes, se pode de imediato, criar muitos
teoremas e resolver problemas sem o uso dos postulados.
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4-2 Uma revisita as definicdes e aos escolios

Para um entendimento completo da mecanica classica, foi necessario definirmos e/ou
desenvolvermos os seguintes conceitos:

Comprimento, tempo e massa (Capitulo 1).

O tempo na mecanica classica ¢ tomado como algo que flui naturalmente sem relagdo com
qualquer coisa externa. Nao ¢ considerado uma coordenada (como o sdo xyz, num sistema de
coordenadas cartesianas), mas um parametro.No entanto, para corpos com velocidades proximas
a da luz (v~c), tem sua descrigdo feita através da mecanica relativistica, onde o tempo passa a
ser uma quarta coordenada, gerando grandes implicacdes fisicas.

A massa ¢ uma grandeza escalar e ¢ uma caracteristica intrinseca de um corpo, conforme
indicado pelos experimentos. Ela estd necessariamente associada a existéncia de um corpo.
Ainda persiste a falta de uma conceituagdo fisica mais precisa para a massa. Da teoria da
relatividade restrita, sabe-se, por exemplo, que no vacuo, quando sujeita a altas velocidades
(v~c), ela varia com v, ou seja m(v) my/4/1— (v/c)?, onde m, é a massa de repouso do
corpo. Se ¢ — o, recai-se na mecanica newtoniana, onde m = m,. As unidades de massa foram
estudadas no Capitulo 1.

Vetor posicdo, velocidade e aceleragdo (se referem ao movimento, Capitulos 2 e 3).

Queda livre dos corpos movimento de projéteis e movimento num plano inclinado
(Capitulos 2 e 3).

Galileu foi possivelmente o primeiro a estudar matematicamente a queda livre dos corpos, o
movimento de projéteis e o movimento num plano inclinado. A interacdo a distincia, sem
contacto entre os corpos, foi também objeto de estudo por parte de Galileu. Estes assuntos
foram mais tarde incorporados por Newton em sua obra.

Movimento circular e aceleracao centripeta (Capitulo 3).

O movimento circular foi pioneiramente estudado por Christian Huygens (1629-1695). Foi ele
quem primeiro deu uma expressdo quantitativa a forga centripeta. Newton estendeu estes
estudos, incorporando curvas quaisquer, ¢ ai se faz necessario o conhecimento do raio de
curvatura da curva num ponto, obtido da geometria analitica.

Movimento relativo (Capitulo 3).

A extensdo do estudo do movimento relativo vai dar origem ao conhecimento mais
aprofundado dos referenciais inerciais, a ser visto no Capitulo 12 deste livro. De novo, Galileu
deu uma contribuicdo fundamental neste assunto.

Para completar o elenco acima, precisamos ainda de mais trés conceitos: quantidade de
movimento, for¢a impressa a um corpo e inércia.

Quantidade de movimento.

“Quantidade de movimento, p, é definida comop = m V. ” Esta grandeza de natureza vetorial,
sera de grande utilidade, principalmente, na formulacdo da segunda lei de Newton. Ela foi
inicialmente proposta pelo cientista francés René Descartes (1591-1650) como o nome de
momento (do latim momentum, com plural, momenta, que significa pequena quantidade).
Forca impressa.

“For¢a impressa ¢ uma ag¢do exercida sobre um corpo, de modo a mudar seu estado, ou de
repouso, ou de movimento retilineo uniforme”. Sera Util na formulagdo da 1* lei de Newton.
Esta forca consiste somente na a¢do, e ndo mais permanece no corpo quando a a¢do termina.
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Inércia.

E a propriedade da matéria que pode ser expressa como a resisténcia que esta oferece 4 mudanca
de seu estado de repouso, ou de movimento retilineo uniforme. Associado a esta matéria, existe
uma massa, m, chamada de massa inercial.

Para sabermos se um objeto esta em repouso, ou em movimento retilineo uniforme, temos que
observa-lo de um referencial que esteja em repouso, ou em movimento retilineo uniforme. Este
referencial se chama referencial inercial. Aqui na Terra esta tarefa parece, a principio, dificil, ja
que a mesma estd em rotacdo em torno de seu eixo, e também em torno do Sol. J& de um
referencial ligado a uma estrela “fixa”, se tem uma excelente aproximacdo de um referencial
inercial. Estas estrelas, situadas a distdncias maiores que 10'®m de nés, mantém praticamente as
mesmas posi¢des relativas na abobada celeste. Dai 0 nome de estrelas fixas. E facil verificar que
um referencial em movimento retilineo uniforme em relagdo a um referencial inercial, ¢ também
inercial. Isto decorre da Equagdo (3-30). Assim dispondo de um referencial inercial ligado as
estrelas fixas, automaticamente, podemos dispor de uma infinidade de outros mais. Numa escala
de laboratorio, os movimentos de rotacdo da Terra afetam muito pouco os movimentos usuais
la, conforme revelam dados experimentais. Dai poderem, em uma boa aproximacgdo, ser
considerados como referenciais inerciais.

4-3 A Primeira Lei de Newton

“Todo corpo persiste em seu estado de repouso ou de movimento retilineo uniforme, a
menos que seja compelido a modificar esse estado pela acdo de forcas impressas sobre
ele”.

Desde a antiguidade se pensava que para manter um corpo em movimento retilineo uniforme era
necessario a existéncia de uma forga atuando sobre ele. A primeira vista, parecia razoavel se
pensar assim. No entanto, experimentos realizados mostraram o contrario. Um corpo
impulsionado sobre uma pista plana, praticamente sem atrito (como uma pista de gelo),
deslizaria “indefinidamente”, sem diminuir a velocidade, mesmo se esta pista fosse cada vez
maior. A primeira lei da mecanica ¢ o resultado de muitas observacdes. Galileu foi o primeiro
cientista a introduzir o conceito de inércia e que mais tarde induziu Newton a finalmente criar a
lei acima. Esta 1* lei é também chamada de lei de inércia. A massa m de um corpo ¢ a medida
de sua inércia.

As leis de Newton s6 sdo validas em um referencial inercial. Para efeitos praticos, em nivel de
laboratério, ou em dimensdes corriqueiras entre nos, o solo é frequentemente considerado um
referencial inercial. Este assunto sera discutido com mais cuidado no Capitulo 12 deste livro.

Exemplo 4-1

Um disco metalico bem pequeno ¢ carregado com uma carga elétrica e mantido isolado. E entdo, impulsionado com
uma velocidade V para seguir uma trajetoria, retilinea numa pista de gelo, horizontal, plana e bem polida. Outra carga
elétrica ¢ simultaneamente, acionada no ponto de partida do disco.

O disco teria sua velocidade modificada ao longo da trajetoria? Como ficaria a 1 lei de Newton neste caso?

Solucao:

Ao partir, o disco ficara sujeito a uma forca elétrica criada entre as duas cargas. Isto afetard o movimento do disco,
alterando sua velocidade V.

A 1% lei ndo se aplica neste caso, ja que existe uma for¢a atuando sobre o disco.

4-4 A Segunda Lei de Newton

“A variacdo da quantidade de movimento é proporcional a forca impressa, e tem a direcao
da forca”.
Ela, entretanto, tem uma versdo mais conhecida:
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“A forca é a taxa de variacido temporal da quantidade de movimento”.
Podemos apresentar esta lei em forma de equagao,

. dp

dt’ 4-1)

onde P ¢ a quantidade de movimento do corpo.
Como P = mV, e se supormos que m ndo varia com o tempo, entdo dp/dt mdv/dt, o que
implica que

F md, (4-1)

que ¢ a forma mais conhecida, porém nao e a mais geral desta lei fundamental. Temos aqui o
inicio da dindmica dentro da mecéanica newtoniana. A forga agora faz parte do processo, ao
contrario da cinematica, onde a causa do movimento nédo era considerada. Cada equagdo acima,
por si s, ndo define F. A natureza de F deve ser conhecida, a priori, no problema estudado. Ela
pode advir de uma interacdo a distdncia (como de uma forga gravitacional), ou mesmo, de uma
interacdo de contacto. A massa m corresponde a massa inercial do corpo considerado.

Escolios

1) Sistema inercial.

E bom enfatizar que a 2° lei, bem como a 1%, s6 sdo validas num referencial inercial.

ii) Se F 0,entio,d 0,0 que implica que a particula estd em repouso, ou em movimento
retilineo uniforme.

iii) Dominio da validade da mecénica classica

E bom enfatizar que a Equagio (4-1) ¢ a mesma para particulas no dominio relativistico (v~c).
Ja no dominio microscopico, nem ela, nem a Equagdo (4-1), em geral, se aplicam. A mecanica
quéantica € entdo a teoria utilizada. Certamente, existem processos matematicos de relacionarem
estas teorias entre si.

iv) Derivadas de ordem superior

Na mecanica newtoniana s6 intervém deslocamentos, velocidades e acelera¢oes. Grandezas,
como d%d/dt?, ou de ordem superior, ndo sdo necessarias de se considerar.

v) Principio da superposic¢éo de forcas

Devido aos formatos das Equagdes (4-1), ou (4-1)’, conclui-se que Féuma grandeza vetorial, ja

que m ¢ um escalar. Havendo varias forgas F)l,l_fz, ...,l_fn, atuando sobre uma mesma particula,

existira uma forca resultante aplicada sobre a mesma, dada por
F F1+F2+.“+F1’17 ( )

exatamente, como visto, para vetores em geral. Este resultado é conhecido como principio da

superposigéo de forgas, e ¢ um resultado de comprovagdo experimental. O efeito produzido por

cada forca é independente do efeito, produzido pelas outras forgas.

vi) Solucgdo analitica

Na solugdo de problemas, a Equacdo (4-1)" é equivalente a trés equacdes, uma para cada

componente: Fy = may ,Fy, =may e F, =ma,. Note que para varias for¢as atuando sobre

m, F ¢ dado pela Equacgdo (4-2). Assim, a componente x da aceleracdo, ¢ dada pela soma das
componentes x da forga (e assim, analogamente, para as demais componentes, y ¢ z). Nesta
soma nao entram componentes ao longo de qualquer outro eixo. As digressdes matematicas
sobre vetores, presentes nos Capitulos 2 e 3, sdo importantes.

vii) Unidades

No SI a for¢a é medida em Newton (N). Sua defini¢do é obtida da Equagédo (4-1)":

IN (1kg) X (1m/s?) 1kg. m/s2. (4-3)
A Tabela 4-1 fornece algumas unidades de for¢ca em outros sistemas de unidades
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Tabela 4-1

Unidades na Segunda Lei de Newton (Equacéo (4-1)")

Sistema Forga Massa Aceleragao
SI Newton N quilograma m/s>

CGS* Dina grama (g) cm/s”
Britanico libra (Ib) slug ft/s’

*dina = lg . cm/?
*1b = 1 slug.ft/s”

4-5 Algumas forcas especiais

A Forca Gravitacional

E uma forga atrativa exercida por um corpo sobre outro. Em geral o corpo ¢ a Terra (ou algum
outro astro de porte no Universo). No caso da Terra, a forga, l_fg, atuando num corpo aqui na
Terra ¢é dirigida para baixo, em dire¢do ao solo, o qual é considerado, aproximadamente, um
referencial inercial.

Esta forca ¢ do tipo que atua a distancia, sem nenhum toque com o outro corpo. Esta questdo de
acdo a distancia foi para Newton um grande problema ndo resolvido. S6 bem mais tade, com o
advento da mecanica quantica, ¢ que este problema foi explicado. Outros tipos de interagdo a
distancia aparecem na fisica, como as forgas eletromagnéticas.

Peso ou Forcga - Peso
Na Equagdo (4-1) substituindo a aceleragdo d, pela da gravidade, g, teremos a forga

gravitacional.
O peso P de um corpo ¢ o modulo desta for¢a (também chamada de forca — peso), dada por

P mg ‘-9

onde m é a massa inercial do corpo. Por esta formula se pode notar
a diferenga entre peso € massa. A medida "
do peso depende da aceleracdo

gravitacional local, enquanto que a massa k
m ¢ uma caracteristica do corpo, sendo

pois invariante. A for¢a — peso atua sobre

a massa m sem que haja contato direto com

a Terra, agente responsavel pela forga.

Através de uma balanga de bragos iguais ,

vista na Figura 4-1, pode-se determinar m. Coloca-se o corpo de

massa m em um prato da balanga, e no outro prato coloca-se corpos

cujas massas m; m,,... sdo conhecidas. Quando se atinge o equilibrio, P

ou seja, os dois lados se equilibram, as massas sobre os pratos se

igualam, e dai deterninamos m = m; + m, + .... Determinado m e

conhecendo-se o g local da medida, pode-se obter o peso P =mg. Figura 4-2. Dinamdmetro
Forca elastica

A medida direta do peso de um corpo pode ser feita ainda por um dinamémetro, ou uma
balanca de mola, cujo principio é o da medida de distengdo de uma mola calibrada, conforme
visto na Figura 4-2. Quando uma mola ¢ esticada ou comprimida de uma pequena distancia x, a
partir de sua posicao de equilibrio, verifica-se que a for¢a que ela exerce obdece a equagao

Figura 4-1. Balanca de
bragos iguais

F —kx (4 —5)
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onde k > 0 é chamada de constante elastica da mola e depende de seu material. Esta relagdo é
conhecida como Lei de Hooke, e sera discutida com mais detalhes nos Capitulos seguintes.

Atrito
A forga que resiste ao movimento de um corpo ¢ chamada de

f:’ forga de atrito. Ela atua entre o corpo e a superficie do
K = movimento. Detalhes maiores serdo discutidos no proximo
capitulo. Esta for¢a, neste livro, sera representada por K, ¢
dirigida ao logo da superficie, ¢ tem o sentido oposto a
Figura 4-3 A forca de atrito A se tendéncia do movimento, conforme ilustrado na Figura 4-3.

opde a tendéncia de um corpo de
escorregar sobre uma superficie.

Tenséo
Esta forca, T, atua através de uma corda ou de cabo esticado, sob tensdo (dai seu nome) ao tentar
puxar um dado corpo. Se a massa da corda for desprezivel, a corda puxa tanto o corpo quanto a

= . . . ~ ege .
mao, com a for¢a T. Similar situagdo ocorre, mesmo que a corda utilize uma polia (de massa
desprezivel e sem atrito), conforme ilustrado na Figura 4-4. No capitulo sobre rotagdo
voltaremos a tratar de polias mais realistas.

- . —
. 7 T % T
T
7 r %
N
i:h‘l:\
(r)

(a) (b)

Figura 4-4 A corda esticada esta sob tensdo. Se a sua massa for desprezivel, a corda puxa tanto
0 corpo quanto a mao com uma forga de médulo T, mesmo que a corda passe por uma polia sem
massa e sem atrito, como em (b) e (c)

4-6 Estrategia de uso da Segunda Lei

E de valia usar alguns procedimentos que facilitam a resolugio de problemas. Sdo eles
compostos de trés etapas neste processo:

Armagcao do problema

1) Certifique-se que voce entendeu bem o enunciado do problema.

ii) Identifique todas as forgas externas que atuam sobre o corpo.

iii) Identifique, se possivel, a orientagao do vetor aceleragdo do corpo. Isto ajudara na escolha de um sistema inercial
de coordenadas mais adequado.

Solugéo do problema

i) Isolar o corpo

O corpo é aquele onde as forcas de interesse atuam. As vezes, para economizar espaco, o corpo é substituido por um
ponto.

ii) Diagrama de forcas do corpo isolado

Colocar todas as for¢as atuando no corpo. As forgas sdo representadas por setas.

iii) Escolha de um sistema de coordenadas que se pareca mais adequado

Ap6s analisar bem o diagrama, deve ser escolhido um sistema de coordenadas que pareca mais adequado, de modo a
facilitar as contas na solu¢ao do problema.

iv) Usar a 22 lei para o diagrama, com as forcas projetadas sobre o sistema de coordenadas escolhido.

V) Resolver as equac0es resultantes.

Discussédo do problema

Ao final da solucdo das equagdes do problema ¢ interessante analisar o resultado. As unidades estdo corretas? Existe
algum resultado particular ou singular que merega comentar? Situac@o interessante pode ser obtida e/ou analisada?
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Observacao:

Quando se tem um sistema de corpos deve-se isolar cada corpo que compde o sistema e colocar
todas as forcas externas que atuam em cada um deles. Para cada corpo, usar o procedimento
acima. (Notar que existem forgas internas em todo corpo, mas que se anulam entre si, de modo
gue ndo geram nenhuma forga resultante adicional).

Os exemplos abaixo vao esclarecer melhor estes procedimentos.

Exemplo 4-2

Deseja-se se arrastar uma caixa de massa m = 2,0 kg sobre um
assoalho horizontal com atrito desprezivel. E aplicada uma forca
F;=20 N, com inclinag8o 0 relativamente a horizontal, de modo
a vencer uma outra forca F, = 6 N que atua no corpo
horizontalmente. Como o deslocamento seja ao longo da direcdo
de FZ, uma terceira forga ﬁ3 ¢ adicionada, conforme mostrado
na figura.

a) Qual deve ser o valor de ﬁ3 de modo ao corpo se deslocar

Figura 4-5 referente ao Exemplo 4-2 com a aceleragdo de 2,0 m/s>. b) Qual a for¢a resultante neste

caso? ¢) Qual deve ser o valor de F;para se ter um movimento
retilineo uniforme, com a velocidade de 20 m/s?

Solugéo:

Armagcéo do problema

Primeiro devemos isolar o corpo m e colocar todas as forgas externas atuando sobre ele. Isto esta feito na Figura

4-6. Em seguida devemos escolher um sistema inercial de coordenadas adequado preso ao solo. A aceleragdo de m ¢
' ao longo do eixo dos x. A Figura 4-6 ilustra a escolha.

Solugéo do problema

Usando o diagrama mostrado na Figura 4-6, podemos agora usar a 2° lei,

ﬁl + ﬁz + ﬁ3 md , que projetada ao longo do eixo x e do eixo y,

fornece o sistema de equagdes:

{F1 cos®—F, maq, (4-6)
F;sen6 —F; 0, 4-7

pois pelo enunciado, s6 deve existir movimento na diregdo de F,, ou do
eixo X, e dai a aceleragdo a, = a. Na dire¢do y ndo ha movimento. Ndo

conhecemos 6 nem Fj.
a) Da Equagdo (4-6), obtém-se

Figura 4-6 Diagramas de forcas e
sistema de coordenadas escolhido do cos 0 = (ma + F,)/F, = (2,0 X 2,0+ 6) / 20 = ¥ = 0 = 60°.

Exemnolo 4-2. N )
Sabe-se que sen60° +/3/2. Usando a Equagio (4-7), obtém-se,

finalmente,
F; Fysen® 20x V3/2=173 N.
b) F F,+F,+ 1_53 (Ficos 6 —F,) %+ (Fisen0—F3)§ = (20 X % — 6) & 4%, em newtons.
c) Basta fazer nos resultados acima a = 0, o que nos da
cos 0 =F,/F=6/20=3/10=0,3 = 6 = 72,5°,
edai F;=F;sen 6 =19 N.

Isto vale para o corpo em repouso, ou se deslocando, com qualquer velocidade constante, ao longo do eixo x.
Discusséo da solugéo

= .
Observe que F ¢é a forca resultante, atuando ao longo do eixo x, como esperado.

Exemplo 4-3

Uma corrente flexivel e uniforme possui comprimento |. Sua densidade linear, definida como sua massa por unidade
de comprimento, ¢ constante. A corrente passa por uma pequena roldana, de massa desprezivel e rolando sem atrito,
conforme a Figura 4-7. Ela ¢ liberada da posi¢do de repouso, pendendo para o lado, com um comprimento y, € sobe
no outro lado, com um comprimento | —y.

Determine a aceleragdo da corrente.
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Solucéo: . -
K T
-----SNEEENE....... 0 edaceseseclbeccaiRocian
X X
I la
P §Y 4
z B
¥,
Yy P
Ly
Figura 4-7 referente ao Exemplo 4-3. Aten¢do Figura 4-8 Diagrama das forcas atuando, nas
com a orientagéo positiva dos eixos. partes esquerda e direita da corrente. A

aceleracdo é também mostrada.

Dagqui para frente vamos ser mais sintéticos e objetivos na solugao de cada problema.

O sistema inercial de coordenadas y x ¢ aqui por conveniéncia, rodado duas vezes de 90°, no sentido anti-horario de
modo que o sentido positivo do eixo y aponte como mostrado na Figura 4-7. A etapa seguinte ¢ isolar as porgdes da
corrente, a direita e a esquerda. Teremos dois diagramas de for(;as conforme pode ser visto na Figura 4-8. A ultima

etapa ¢ usar a segunda lei para cada diagrama. Note que a tensdo T, é a mesma nos dois diagramas ja que a roldana

ndo tem atrito. P é o peso da porgdo da direita da corrente, enquanto Péoda por¢do a esquerda num certo instante t.
Logo,

d
P-T I (mv),

T - mv]

onde M ¢ a massa total da corrente e m (y) na porgdo a direita da mesma. O sinal negativo da segunda derivada é
devido ao sentido da quantidade de movimento na porgdo da corrente a esquerda. Aqui, claramente, ¢ um caso de
massa variavel. Se A ¢ a densidade linear de massa, entdo temos P=1yg e P=A (I-y)g.

Substituindo estes valores acima e multiplicando a 2* equagdo por -1, obtemos

d
rgy —T I (mv)

d
—Agl+Aigy+T +Ma—— (mv)
Somando estas equagdes, teremos
2hgy —Agl  Ma.
Como também A =M/l = a(y) = 2y — 1) g/l, que é o valor pedido.

Observe que a aceleragdo ndo ¢ constante.
Note, por outro lado, que paray =0, a (0) = — geparay =1, a (I) = g, como esperado.

Paradinha 4-1

. = I . r
Sob a agdo de duas forgas, uma particula se move com velocidade constante V. Se uma das forgas F;é conhecida, é
possivel se determinar a outra?

4-7 A Terceira Lei de Newton

“A toda acao corresponde a uma reacio igual e contraria, ou seja, as acoes mutuas de dois
corpos um sobre o outro sao sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos”.

Na 3% lei existe presente simultaneamente, em dois corpos distintos, um par de forgas: acdo e
reacdo. Qualquer uma delas pode ser chamada de acdo, restando a outra ser denominada de
reacdo. Vejamos dois exemplos:
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Dois blocos A ¢ B sobre um assoalho se tocam. No ponto de contacto, isto significa que A ¢ B
interagem através de duas forcas horizontais, a forca de A sobre B, F)AB, ¢ a forca de B sobre A,
Fga. Pela 3% lei, as forgas Fpp e Fga tém o mesmo modulo, Fpg = Fgy, mas tém sentidos

opostos, ou s¢ja, F)AB — ﬁB A, dai o sinal negativo presente na relagdo vetorial. Quer as caixas
estejam em repouso ou em movimento, esta lei ¢ valida.

Num outro exemplo, imagine um bloco em repouso sobre um assoalho horizontal em algum
ponto na Terra. Neste caso,
atuando sobre o bloco deve
existir, naturalmente, a forca
(gravitacional) da Terra
(atraindo, o bloco), a qual existe
mesmo sem o contacto do bloco
com o assoalho, gerando seu /
peso P. Uma outra forga oriunda |
do contacto do assoalho (parte da \
Terra) com o bloco, Fag-, T

chamada corriqueiramente de ) (®) ©

. |
3
w
n
=1

w
n
ol
1

et . .
forga normal, N, deve existir.

Assim  Fgy —Fpp, onde Figura 4-9 (a) Par de forcas da 3? lei de para a interacéo Bloco — Terra.
F)AB = N Isolando os corpos, b) Par de forgas de acdo da 32 lei para a intera¢do Assoalho — Bloco. (c)
teremos o diagrama de forgas, Diagrama de forgas de acao atuando no Bloco isolado.

ilustrado na Figura 4-9. Note

que N ndo é uma for¢a de reacdo ao peso P. Isto pode ser entendido através do caso de um
bloco, num plano inclinado, onde necessariamente N=«P (ver Figura 4-10).

A medida do peso de um corpo pode ser feita normalmente quando o mesmo ndo acelera
verticalmente. J4 a medida com uma balanga em um elevador acelerado ¢é afetada por esta
aceleragdo. O resultado desta medida é chamada de peso aparente, e é o valor da forga normal

|N| aferida pela balanca. Este valor N # P = mg.

Figura 4-10 Bloco B em um plano inclinado sem atrito e o diagrama de forcas de a¢do atuando sobre o bloco.
Um sistema de coordenadas fixo no plano inclinado ¢ escolhido no inicio da descida do bloco.

Paradinha 4-2
Imagine na Figura 4-9 que o bloco esteja no assoalho de um elevador que comeca a subir, com certa aceleragio.

<4 = . . . ~
Neste caso, para o bloco, N — P, aumenta, diminui, ou ndo muda?

Paradinha 4-3
Com que aceleragdo o bloco da Figura 4-10 desliza ao longo do plano inclinado?

4-8 Usando as Leis de Newton

A seguir vamos dar uma série de exemplos ilustrando a aplicacdo das trés leis de Newton. A
estratégia de uso da 2° lei pode ser expandida incluindo as forgas da 3% lei. Somente a solugdo de
muitos problemas nos torna familiarizados com o uso da dinamica na nossa vida cotidiana.



CAPITULO 4 - AS LEIS DE NEWTON

Exemplo 4-4

Na Figura 4-11 tem-se uma esfera uniforme de massa m e raio r mantida na mesma posi¢do por uma corda
inextensivel e de peso desprezivel, presa a uma distancia |, acima do centro da esfera. Ache a tragdo na corda ¢ a
forga que a parede exerce sobre a esfera.

Solugéo:
’ 77777 Isolando a esfera, podemos desenhar todas as forgas de agdo presentes atuando sobre ela.
Sdo elas: seu peso P, a forca exercida pela parede sobre a

esfera, N, e a forga de tracdo T sobre a corda, transmitida sobre
. a esfera. Um sistema inercial de coordenadas adequado esta
_________ mostrado na figura.
Usando a 2* lei de Newton, projetada sobre os eixos x €y,
teremos

{ X— Tsen6—N O0=Tsen6 N,

—1— Y>Tcos®—P 0=Tcos® mg
Os simbolos XeZXY indicam as equagdes do eixo X ¢ v,
Figura 4-11. respectivamente.

Figura 4-12. Forgas
de acdo atuando sobre

Usando uma conhecida identidade trigonométrica a esfera e o sistema de

cos 0 _ coordenadas escolhido
J1+tg?e

enotando quetg® r/l,chegamosacos® [/yr?+I[2

m

Tg r2+12 e N mgr/lL

Nio precisamos conhecer a priori o sentido de N. Imagine que N tivesse sentido contréario ao da figura. Refaga a

solugdo e vocé vai obter N = — mgr/l. Logo, o sentido da figura é o correto. Note que todas as forgas se dirigem ao

centro de simetria da esfera, ou seja, seu centro. Este ¢ um assunto a ser discutido mais tarde.

Dividindo estas duas equagdes, chega-se que tg 6 = N/mg.

Finalmente, T

Exemplo 4-5
Liga-se por uma corda, passando por uma polia (peso desprezivel e sem atrito), um bloco de massa m; que se

encontra sobre uma superficie horizontal sem atrito, a um bloco suspenso, de massa m,. a) Qual a aceleragdo do
sistema? b) Qual a tragdo na corda?

Solucao:

1
Vi A
> -\
1

=l

N
1 L

(@) (b) (c)

Figura 4-13. (a) Diagrama referente ao Exemplo 4-5. (b) e (c): Diagramas de forcas e sistemas de coordenadas
escolhidos para m; e m,, respectivamente.

Utilizando a 2% lei de Newton para m; e m, dos itens (b) e (c) da Figura 4-13, teremos respectivamente,

m_){X—>T mya |, (4—8)
1 Y—>N—m1g 0, (4_9)
m, - 2Y- myg—T mya. (4—-10)

Substituindo o valor de T da Equagao (4-8) na Equagdo (4-10), obtemos mpg— m;g = m,a = a = m,g/(m;+ my).

Dal’, ovalorde T é eIltaN(),
( m;m; )
my m; .
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Exemplo 4-6

Liga-se, por uma corda inextensivel e de peso desprezivel, passando por uma polia sem atrito, um corpo de massa M,
que esta sobre um plano inclinado de angulo 6, a um segundo bloco de massa m, suspenso pela corda, como visto na
figura. a) Qual a aceleracdo de cada um dos corpos? b) Qual a tragdo na corda?

Solugéo:

o
ymg

(a) (®) (©
Figura 4-14. (a)Exemplo 4-6 (b) e (c): Diagramas de forcas para os corpos M e m, respectivamente.

a) Usando a 2% lei de Newton para M e m, tem-se respectivamente,

M o {EX - T—Mgsen8 Ma, (4-11)
m->XY>T—mg —ma (4-13)

Estamos supondo que M suba o plano inclinado.
Substituindo o valor T da Equagéo (4-11) na Equagéo (4-13), obtemos
m— M senG)
m+ M g
b) Da Equagdo (4-11), tira-se T e usando o valor de a obtido, chagamos a

Ma + Mgsen®—mg -ma= a (

mMg (1 — sen 6)
m+ M '
Se 6 = 0, recai-se no Exemplo 4-5. Observe que a > 0 < m > M sen 6.

T Ma + Mgsen®

Exemplo 4-7

Uma forga de 4,54 N ¢ exercida horizontalmente sobre um bloco de 27,2 kg, o qual por sua vez, empurra um bloco de
18,2 kg como visto na figura. Se os blocos estdo sobre um plano horizontal sem atrito, qual a forga que um bloco

exerce sobre o outro?

yi y
Ny ﬁz
m 2 F 4 F a
ﬁ 1 m, Y G f 128 ® —_’
m; X m, X
m, g m, g
() (®) ©

Figura 4-15. Referente ao Exemplo 4-7. (b) e (c) séo os diagramas de forcas para m; e m,, respectivamente.
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Solucéo:

Pela 3% lei de Newton ﬁn —ﬁlz. Usando a 2 lei de Newton, teremos para cada corpo:
m; > XX > F—Fy mya (4—14)
m, - XX >F,; mya (4 —15)

Da Equacao 4-15, a = F;; /my, que substituido na Equacdo 4-14, fornece
m;
Fou = (=)
2 my + mjp
Substituindo pelos valores numéricos, teremos

18,2 x 4,54
21 45,4
Como F,; > 0, isto significa que o sentido de 1_521, mostrado na Figura 4-15 (b), esta correto.

1,82 N.

Note neste exemplo que a = F,;/m, = F/(m; + m,), ou seja, tudo se passa como se F agisse sobre uma tnica caixa de
massa m; + mj.

Exemplo 4-8

a) Um pequeno parafuso cai do teto de um elevador que sobe com uma aceleragio constante a = 1,2 m/s*. Qual a
aceleragdo do parafuso observada por uma pessoa em repouso no solo?

b) E por um observador dentro do elevador?

¢) Se a massa total do observador mais o elevador for m = 2000 kg, qual a tensdo

no cabo do elevador? ¥

Solugdo:

Como o elevador esta acelerado, entdo ele ndo ¢ um referencial inercial. O soloo  -¥._____ EEE P. ——
¢. Tomemos o eixo + y deste referencial como mostrado na Figura 4-16. Seja ;

0’y o eixo dos + y’ no referencial ndo inercial do elevador. Pela figura, a posigdo y

do parafuso P num instante qualquer da sua queda, obedece a relaggdo, ~ —-----

P
=y'+00’,

vy (4 - 16)

onde y ¢ a ordenada do vetor posi¢do do parafuso em relagdo ao referencial
inercial e y” em relacdo ao referencial ndo inercial. Derivando a Equacdo (4-16)

duas vezes em relacdo ao tempo, teremos,

-—
T e S e S

dy 0
F a +a, (4—17) . hJ
Figura 4-16
dzy’
onde a’ Ty é a aceleracdo do parafuso em relacdo ao chio do elevador,
d200’ d?

. ~ x . y .
ea é a aceleracdo do elevador em relagdo ao solo.Ja T é a aceleracdo vista do solo com a qual o

dt?
parafuso cai, ou seja a aceleragdo da gravidade, — g.
Assim, podemos responder agora as questdes.
a) A aceleracdo do parafuso observada do solo ¢ — g.
b) Usando a Equagéo (4-17),
a’=-(atg).
Substituindo os valores numéricos,obtemos
a’ =-11,0 m/s’.
¢) Usando a 2% lei de Newton no referencial inercial,
T —mg=ma,
=>T=m(a+g),
onde foi desprezada a massa do parafuso na presenga de m. Usando os valores numéricos,
T=22kN.
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Exemplo 4-9

Um bloco de massa m, esta pendurado ao teto de uma sala por uma mola de massa desprezivel, gerando um certo
alongamento. Outro bloco, de massa fm, onde f > 0 ¢ uma dada fragdo, ¢ adicionado ao bloco anterior. Qual o
alongamento adicional relativo da mola, com respeito ao primeiro alongamento?
Solucéo:
O bloco m pendurado pela mola dara a ela um alongamento x,de tal modo que no seu equilibrio vertical, temos

kx-mg=0 = x=mg/k.
Com mais um bloco adicionado, um alongamento total, X", ocorrerd na mola, de tal modo, que no equilibrio vertical,
temos

kx" —(f+1)mg=0 = x=(f+1)mgk.
Assim, o alongamento adicional da mola ¢ dado por

AX=X"—X,

e seu valor relativo ao primeiro alongamento sera finalmente, dado por

A
?X [(f+ 1) —1](mg/k)/ (mg/k) (F+D -1 f
Paradinha 4-4

Um corpo de massa m se move ao longo de um plano horizontal sem atrito, onde sua velocidade é dada por
v = A cos ot, onde A e ® sdo constantes.

a) Qual a forga resultante que atua sobre o corpo num instante t?

b) Qual a forga, quando a coordenada do corpo for x?

4-9 Pausa para descontracao:
Isaac Newton

Newton nasceu em Woolsthorpe, Linconlshire, Inglaterra no natal de 1642, ano da morte de Galileu. Seu pai, um
pequeno fazendeiro, morreu poucos meses antes de seu nascimento ¢ sua mae, trés anos depois, voltou a se casar. Sua
avo materna entdo teve a tarefa de cria-lo. Estes
fatos, ao que parece transtornaram-no
profundamente para o resto de sua vida. Na
escola, de inicio ndo foi um bom aluno, mas na
adolescéncia tornou-se o primeiro de classe. Seus

interesses eram primordialmente voltados para
pequenos engenhos mecéanicos. Por ndo ter
vocagdo para a vida no campo, foi mais tarde, em
1661, enviado a Trinity College, Cambridge. Seus
interesses por matematica e mecanica ja eram
conhecidos. No inicio de 1663 Newton sofreu
uma mudanga interior profunda. Apds escrever no
seu caderno de anotac¢des de aula na universidade
“Amicus Plato, amicus Aristoteles, magis amica
veritas” (Sou amigo de Platdo, sou amigo de

Figura 4-17. Quadro retrata Newton realizando experiéncia
sobre a decomposicéo da luz branca.

Aristoteles, mas a verdade ¢ minha melhor amiga), sua concepgdo de pensar mudou. Newton se afastou da forma
tradicional de estudar e passou a questionar tudo o que havia aprendido. Inspirado por seu famoso professor Isaac
Barrow, foi cada vez mais incentivado a se aprofundar na leitura dos elementos de Euclides, até finalmente ler a
geometria de Descartes. Dai para frente se familiarizou com toda a matematica entdo produzida na Europa. Proximo a
se graduar, em 1665, na universidade, ele ja havia concluido os estudos sobre o teorema binominal inclusive para
desenvolvimentos em série e os primeiros passos para criagdo do célculo infinitesimal. Newton também se
familiarizou com os trabalhos de Wallis sobre séries infinitas e 0 método de exaustdo criado por Eudoxio na Grécia
antiga. Esse método levou Arquimedes, mais tarde, ao calculo de n. Neste periodo, assolou a peste bubdnica na
Inglaterra, de Londres a Cambridge, que o forgou a voltar para sua fazenda em Linconlshire. Foi exatamente, neste
periodo, que descobriu a teoria gravitacional. A famosa estoria da maga que teria caido sobre sua cabeca e que nunca
teve qualquer comprovagdo historica, ao que parece foi uma coisa inventada. Na fazenda ainda continuou seus
estudos em otica, quimica e matematica. De volta a Universidade Cambridge em 1667, Newton foi eleito “fellow” e
antes de completar vinte e sete anos, foi honrado com o titulo de professor Lucasiano de matematica, sucedendo seu
amigo e professor, Dr. Barrow. As céatedras em Cambridge levam o nome de seu criador ou patrocinador e ndo
propriamente da matéria lecionada. A catedra lucasiana, por exemplo, foi criada por Henry Lucas, professor do St.
John’s College e membro do parlamento, com apoio do rei. Seus interesses em Otica e astronomia também



CAPITULO 4 - AS LEIS DE NEWTON

aumentaram neste periodo. Entre 1672 ¢ 1676 comunicou a Royal Society suas descobertas em Gtica, mas s6 em
1704 publicou todo o seu trabalho nesta area. Em 11 de janeiro de 1672 seu nome foi aprovado como membro da
Royal Society. Sua obra prima, que o deixou famoso, os “Principios Matematicos da Filosofia Natural” (mais
conhecida como os “Principia”) foi escrita em latim (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica) em menos de
dois anos e publicada em 1687. Esta obra foi financiada por seu amigo, o rico e bonito astronomo Halley, depois que
a Royal Society alegou impossibilidade financeira de costea-la. Ela ¢ formada de trés livros, que tratam sobre a
mecanica, a gravitagdo, acustica, fluidos e a astronomia (a mecanica contém basicamente o que estudamos nestes
quatro capitulos. Ja a gravitagdo, fluidos e acustica, fardo parte do volume II do curso de Fisica Geral). A astronomia
consiste no estudo do sistema solar e sdo descritos calculos das orbitas dos planetas, satélites, cometas, etc. Faz parte
do 3° livro dos “Principia”.

A obra de Newton o tornou famoso em toda a Europa. Em 1689, Christiaan Huygens (1629-1695), o entdo mais
famoso cientista holandés na Europa, veio visita-lo para se familiarizar mais com suas pesquisas. Em sua célebre
Horologium Oscillatorium, continham estudos sobre a lei da forga centripeta para movimentos circulares, o
movimento pendular, o principio da conservagao da energia cinética, entre outros resultados. Newton conhecia bem
sua obra. Huygens era na época o maior especialista em Otica. Acreditava ele que a luz seguia um modelo
ondulatorio. Huygens de inicio mostrou muito entusiasmo pelas ideias de Newton, mas tornou-se depois um grande
opositor.

Ainda durante a escrita dos “Principia”, Newton comegou a se envolver cada vez mais com a administragdo da
universidade. Ele chegou a fazer parte de seu conselho universitario. Como professor, detestava dar aula. Dava aulas
em latim, na maioria das vezes sem alunos, por serem consideradas chatas, mas isto, ndo o perturbava. Em 1692
adoeceu seriamente, o que o afastou da vida académica.

Apds seu convalescimento, ndo mais retornou a universidade e passou a trabalhar para o governo, onde ocupou com
sucesso, um cargo importante na Casa da Moeda. Neste periodo enviou para a morte na torre de Londres cerca de
uma centena de pessoas consideradas culpadas por crimes financeiros.

Newton era tido como uma pessoa de temperamento forte. Tinha também um temperamento rancoroso e vingativo
para os seus desafetos. Possuia algumas esquisitices, como sua fixa¢do pela cor roxa, usada, por exemplo, com
extravagancia em toda sua casa. Além disto, direcionou seus estudos em alquimia e profecias temas estes,
considerados fora da lei na Inglaterra daquela época. Na alquimia lidou bastante com o téxico merctrio, o que
possivelmente, o afetou seriamente na parte final de sua vida.

Teve em vida grandes amigos, como Halley, o arquiteto e matematico Sir Christopher Wren, o filésofo Locke, Lord
Halifax, entre outros, mas também colecionou grandes inimigos, tais como o filésofo e matematico Hooke, Lucas,
Linus, Leibniz, e outros.

Até ser aceito pela Royal Society, Newton levava uma vida de extrema reclusdo intelectual em Cambridge. Quase
ndo tinha contactos com outras pessoas, inclusive com pessoas de seu nivel intelectual. Apos ingressar na Royal
Society, sentiu de imediato que um de seus membros, Robert Hooke, seria uma pessoa de dificil relacionamento com
ele.

Robert Hooke (1635-1703) comegou como assistente de Robert Boyle em Oxford, um dos fundadores da Royal
Society. Foi Boyle quem mais tarde confiou-lhe a posi¢do de Curador de Experiéncias em Londres, em 1662. Esta
posi¢do remunerada incluia a preparagdo e a supervisdo de demonstragdes nas reunides da sociedade. Era considerado
brilhante mas possuidor de um carater controversial. Se envolvia com mil coisas a0 mesmo tempo sem termina-las, e
sO funcionava sob pressdo. Sua maior obra, Micrographia, incluia teorias originais sobre a natureza da luz. Publicada
em 1665, Newton a conhecia bem e o admirava na surdina. Hooke, ao contrario de Newton, era um boémio, um
fofoqueiro e frequentador de bares e prostibulos. No campo cientifico, ndo tinha a profundidade necessaria nem o
dominio em suas pesquisas, mas por outro lado, tinha ideias brilhantes. Newton era o oposto ao que se referia a
seriedade e o dominio na pesquisa. la até as Ultimas consequéncias, com determinagdo e seguranga. A controvérsia
entre os dois comegou quando Newton tornou publico seus estudos em otica, assunto que Hooke conhecia bem.
Hooke alegou que Newton ndo s6 se inspirara em sua micrographia como a usara para demonstrar sua teoria
corpuscular da luz, oposta a sua, de natureza ondulatoria. Em resposta a estas insinua¢des, Newton proferiu na Royal
Society um discurso recheado de habilidades sarcasticas, contendo a famosa frase: “Se vi mais longe foi por estar de
pé em ombros de gigantes”. Esta frase revela a malicia e a crueldade de Newton, pois na superficie parecia revelar
um cumprimento a Hooke (supostamente chamado de “gigante”), mas queria dizer exatamente o contrario: Hooke era
baixo, com deformidades, palido e muito feio, para ndo dizer asqueroso. Mais tarde novas contendas apareceram
entre os dois com os Principia. Eles tinham temperamentos distintos e se tornaram inimigos até a morte de Hooke.
Com Leibniz(1646-1716), teve grandes debates e processos referentes a autoria da descoberta do calculo
infinitesimal. Hoje se sabe que ambos o descobriram independentemente. Leibniz foi um brilhante filosofo
racionalista e matematico. Teve também algumas incursdes na fisica, principalmente, nas leis de conservagao,
assunto dos proximos capitulos. E considerado um filosofo holistico, que travou batalhas fortes contra a
especializacdo excessiva. Além de ser autor independente do calculo, foi o cientista da criacdo de notagdes
matematicas. Suas notagdes a : b = ¢ : d, df/dx, dx, f f dx, entre outras,se tornaram universais. Tal como Newton,
nunca se casou e ndo tinha familiares proximos. Ambos eram religiosos. Leibniz era catélico, enquanto, Newton era
fortemente anti-catdlico, anglicano nas aparéncias, devido as exigéncias das leis inglesas da época, mas secretamente
um alquimista, interessado na ideologia rosa-cruz. Newton se envolveu muito com o estudo do velho testamento até a
sua morte. Um ponto criticavel na sua obra a época era sobre o conceito de interagdo a distancia, tema que
sabiamente o evitava. Leibniz, como muitos cientistas do continente o atacou severamente por isto. Outro ponto de
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discordia entre os dois era sobre os conceitos de espago e tempo. Para Newton, espago e tempo eram entidades reais e
absolutas que existiam independentes de Deus. Certamente, este era um ponto sensivel e inadmissivel para muitos.
Leibniz chegou a considerar os Principia algo anticristdo. Apesar de tantas controvérsias entre ambos, estes dois
génios deram contribui¢cdes fundamentais a ciéncia. Vale salientar que Leibniz foi um homem de um bom carater,
procurando sempre que possivel, se envolver com causas nobres, muitas vezes, sem sucesso. Foi o caso de sua luta
utopica de tentar conciliar o protestantismo com o catolicismo. Ao contrario de Newton, teve um final de vida
solitario e pobre sendo seu funeral assistido apenas por seu unico criado. Lembra o caso do musico Mozart.

A magistral obra de Newton aborda temas considerados fundamentais e a frente de seu tempo, como a interagdo a
distancia e a natureza corpuscular da luz, temas estes s6 esclarecidos integralmente com o advento, bem mais tarde,
da mecénica quantica e da teoria da relatividade. Além disto, da inicio a criacdo da fisica como uma ciéncia
fundamentada na matematica, sem nenhuma concepg¢do mistica e independente de qualquer crenga ou supersti¢ao.
Nos tltimos trinta anos de sua vida, Newton produziu poucos trabalhos originais em ciéncia. Além da notoriedade
como cientista, também se notabilizou como bom administrador. Foi o caso na casa da moeda e finalmente, como
presidente da Royal Society, eleito em 30 de novembro de 1703, pouco depois da morte de Hooke. Neste posto
permaneceu até sua morte e a governou com mao de ferro. No periodo de mais de vinte anos, deu a esta sociedade
uma nova ¢ ampla sede em Londres, além de torna-la uma entidade cada vez mais respeitada. No processo de
mudanga de sede, o Unico quadro existente de Hooke sumiu, sem que até hoje se tenha qualquer noticia de seu
paradeiro!

Newton faleceu em 20 de marco de 1727, aos 85 anos, e foi enterrado, em um funeral de Estado, na nave da Abadia
de Westminster. Sua morte teve repercussao em toda a Europa. A fortuna liquida de Newton chegou a 32.000 libras,
0 que era suficiente para tornar muito rico qualquer pessoa naquela época. Ele foi certamente, um dos maiores génios
da humanidade ¢ com seu grande amigo, o filésofo Locke, fizeram parte do empirismo inglés, cuja filosofia se
baseava no fato de que todo conhecimento deriva da experiéncia.

Material extra-curricular sugerido

1- Isaac Newton, o ultimo feiticeiro,

Michael White, Editora Record, 2000.

Otima biografia sobre Newton. E escrito numa forma agradavel de ler. Contém varios fatos, sobre sua vida intimas,
nao tdo familiares ao publico em geral.

2- Grandes Debates da Ciéncia,

Hal Hellman, Editora UNESP, 1999.

Ler em particular o Capitulo 3: Newton contra Leibniz.
3- O Mundo de Sofia: romance da histéria da filosofia,
Jostim Gaardes, Cia das Letras Ed., 1995.

4- From Galileo to Newton,

A. Rupert Hall, Dover Publications, 1981.

Neste livro vocé pode testar seu inglés.

Resumo

Mecanica Newtoniana

Mesmo que mecanica classica ¢ o ramo da fisica que estuda o comportamento de sistemas submetidos a agdo de uma
ou mais forgas.

Forca

Forgas sdo grandezas vetoriais. Seus modulos s@o definidos em termos da aceleracdo que elas provocariam em um
corpo. O sentido de uma forca é o sentido da aceleracdo que ela provoca. Forgas sdo combinadas de acordo com as
regras da algebra vetorial. A forga resultante sobre um corpo é a soma vetorial de todas as forgas que atuam sobre o
corpo.

Primeira Lei de Newton
“Todo corpo persiste em seu estado de repouso ou de movimento retilineo uniforme, a menos que seja compelido a

modificar esse estado pela a¢do de forgas impressas sobre ele”.

Referenciais Inerciais

Na mecénica classica um referencial inercial ¢ definido como aquele que esta em repouso com respeito a um espago
absoluto. Este espaco ¢ tomado como as estrelas “fixas” distintas.

Um referencial em movimento retilineo uniforme em relagdo a uma referencial inercial é, por sua vez, inercial.

As leis de Newton s6 sdo validas para referenciais inerciais. Referenciais ndo inerciais sdo aqueles onde ndo vale as
leis de Newton.
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Massa

A massa de um corpo ¢ a caracteristica intrinseca desse corpo. Massas sdo grandezas escalares.

Segunda Lei de Newton
“A forca ¢ a taxa de variacao temporal da quantidade de movimento”, ou seja,

= dp 4-1)
F dt’

ondep mv éaquantidade de movimento.

Terceira Lei de Newton
“A toda agdo corresponde a uma reagdo igual e contraria, ou seja, as agdes mutuas de dois corpos um sobre o outro
sdo sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos”.

Estratégias de uso das Leis de Newton

Armagao do problema

Entendimento do problema.

Solugéo do problema

i) Isolar o(s) corpo(s).

ii) Diagrama de forgas do(s) corpo(s) isolado(s).

iii) Escolha do(s) sistema(s) de coordenadas adequada(s).
iv) Usar a segunda Lei de Newton.

v) Resolver as equagdes.

Discusséo da solucdo do problema

Questdes conceituais

1) Imagine que a forga F do Exemplo 4-7 seja agora aplicada no bloco m, mas em sentido oposto, e com 0 mesmo
mddulo. O modulo da forga entre os dois blocos ainda permanece o mesmo?
Justifique a resposta.

.~ . =4
2) Em uma regido do espago sem gravidade, um astronauta empurra um bloco de massa m; com uma for¢a F. O
bloco estd em contacto com um segundo bloco de massa m,. Para o célculo do médulo da forga entre os dois blocos,
existe algo em comum nos calculos desta nova situag@o, com o Exemplo 4-7?

3) Em um jogo de futebol, uma bola de massa m ¢ atirada com a aplicacdo de uma forga F conhecida. Desprezando a
resisténcia do ar, é possivel se determinar a trajetoria desta bola em relag@o a algum referencial inercial?
Justifique a resposta.

4) Imagine um astronauta de massa m numa regido do espaco, aparentemente, sem peso. Sugira um tipo de
equipamento que vocé poderia projetar para aferir m?

5) Imagine no Exemplo 4-7 que tivéssemos varios blocos em contacto, de massas conhecidas, sendo a primeira ainda

= . - .
empurrada por F. Para se calcular as forgas entre os blocos ¢ necessario se conhecer a priori seus sentidos corretos?
Justifique a resposta partindo de situagdes mais simples ja conhecidas.

6) Depois dos Estados Unidos, outros paises estdo também em processo de enviar voos tripulados a Lua e a Marte.
Sabe-se que na Lua a aceleragdo da gravidade é cerca de 1/6 da que vale na Terra. Imagine um astronauta de 70 kg.

a) Qual seu peso na Lua?

b) No treinamento para simular na Terra as condi¢des na Lua, o astronauta é submerso em uma piscina cheia de agua.
Nesta simulacdo, qual a forca de empuxo para cima exercida pela agua sobre ele para se ter em Terra o ambiente da
Lua?

7) Segundo o fisico Albert Einstein, a teoria da relatividade geral, por ele criada, além de s6 ter dois postulados, eles
independem de qualquer observag@o experimental. J4 na mecanica de Newton, os seus trés postulados tém origem
experimental. Vocé compactua com a filosofia empirista, de que todo conhecimento cientifico é proveniente da
experiéncia? Discuta esta matéria.
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Problemas

¥y Fxx O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Conhecidos os angulos a =45° e 3 = 30° e o peso P =90 N,na Figura 4-18, calcular as tensdes nos fios.

Figura 4-18 Figura 4-19

2)* Supondo desprezivel o atrito entre o bloco de massa m e o plano inclinado de angulo a, conforme mostrado na
Figura 4-19, calcular:

a) a forca na corda presa a uma parede;

b) a aceleracdo de m caso a corda se rompa.

3)* a) Um elevador se move para cima com acelerag@o a. Determine a forca exercida por um passageiro de massa m
no assoalho do elevador. b) E se o elevador descesse? ¢) E caso o cabo se rompesse?

4)* Um homem de massa 72,0 kg estd em pé sobre uma balanga em uma cabine de elevador. Calcular a leitura da
balanga, se a cabine acelera para cima a a =3,2 m/s’.

5)* Uma ou duas massas m = 10 kg estdo presas por um fio inextensivel e de massa desprezivel a um dinamdmetro
D em trés situagdes mostradas na Figura 4-20. As polias tém atritos despreziveis.

a) Se o dinamdmetro estiver graduado em unidades de peso, quais serdo suas leituras nas trés situagdes mostradas? b)
E se estiver graduado em unidades de massa?

f

@ @ -

® ®) ©

Figura 4-20

6)* Um bloco de massa m = 0,5 kg repousa sobre um assoalho horizontal liso. Uma mola vertical, como mostrado na
Figura 4-21, gera no corpo uma for¢a uma forga vertical para cima de 1,0 N. Qual a forga do bloco sobre o assoalho?

Figura 4-21 Figura 4-22
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7)** Imagine uma polia de massa m suspendendo duas massas m; e m,, sendo m, > m;,conforme mostrado na Figura
4-22. A corda inextensivel e de massa desprezivel que passa pela polia tem com ela atrito desprezivel. O conjunto é
conhecido como maquina de Atwood. Calcular as tensdes nas cordas e a aceleracdo das massas.

8)** Um bloco de massa m; estd sobre um plano liso, de atrito desprezivel, e é puxado através de uma corda
inextensivel e de peso desprezivel,pela massa m,, conforme mostrado na Figura 4-23. A corda passa sem atrito
através de uma polia de peso desprezivel. Calcular a aceleragdo das massas e a tensdo na corda.

my

m, F

k, k,

m,

Figura 4-23 Figura 4-24

v

Figura 4-25

9)** Um baldo de massa total M, devido ao elevado valor de M, esta descendo verticalmente com uma aceleracao a,
apesar de ainda sujeito a for¢a de empuxo. Qual o valor da massa m de um objeto que deve ser atirado fora para o

baldo voltar a subir com a mesma aceleracdo a ?

10)** Um bloco ¢ langado para cima sobre a superficie lisa de um plano inclinado, com velocidade inicial vy = 5,1

m/s. O angulo do plano inclinado em relaggo a horizontal ¢ de 6 = 30°.
a) Que distancia o bloco subira até parar no plano inclinado?

b) Em que tempo fara este percurso?

¢) Que velocidade tera quando retornar ao ponto de seu langamento?

11)** Um bloco de massa m e duas molas sem alongamentos ¢ de constantes
elasticas k; e k,, estdo em repouso sobre uma superficie horizontal lisa conforme
visto na Figura 4-24. O bloco ¢ deslocado de uma pequena distancia x ¢ em seguida
solto. Ache sua aceleragio.

12)** Um elevador de 2000 kg é puxado para cima por um cabo. Do seu teto solta-
se um parafuso com uma aceleragio em relago ao elevador de 7,0 m/s* para baixo.
Qual a tensdo no cabo?

13)*** Na Figura 4-25, a massa m; = 3,0 kg estd sendo empurrada por uma forga
|ﬁ| = 2,5 N e também puxada pela massa m, = 1,0 kg, pendurada por uma corda. A
superficie de contacto com o bloco m; tem atrito desprezivel. A polia tem massa e
atrito despreziveis. A corda que liga os blocos ¢ inextensivel e de massa desprezivel.
a) Qual a tensdo na corda?

b) Qual o maior valor de F para que a corda ndo fique frouxa?

14)*** Na Figura 4-26 imagine os blocos de massas, m; = m e m, = 2m,a corda
que conecta os dois € considerada inextensivel e de massa desprezivel. A roldana
tem massa e atrito despreziveis. Os blocos estdo inicialmente seguros a uma
mesma altura do solo, h =10 m.

a) Ache a velocidade dos blocos quando m, atingir o solo.

b) Neste mesmo instante, o bloco m; é solto da corda. Calcular o tempo que o
mesmo atinge o solo.

15)*** Uma corrente de densidade uniforme de massa, tem comprimento I, e
parte dela repousa sem atrito em uma ranhura retilinea horizontal. Uma fragdo de
seu comprimento |, estd pendurado livremente e toca num assoalho,em B,
conforme mostrado na Figura 4-27. A um certo instante, a corrente ¢ deixada livre
e comega a cair. Ache a velocidade do ponto A da corrente quando esta deixar a
ranhura em C.

Figura 4-26

Figura 4-27



CAPITULO5
MAIS SOBRE AS LEIS DE NEWTON

. . P . = d—> =1 -
Para um leitor menos avisado, a 2% lei de Newton, F = o (ou para massas constantes, F = ma),

pode parecer uma féormula matematica bem acabada para a definicio de forca: Mas,
rigorosamente falando, ndo o é. Ela por si s6 ¢ uma lei incompleta, pois, depende da 1? lei e da 3?
lei e pode ser pensada como uma moldura de um quadro: o quadro propriamente dito ¢ antes
pintado e posteriormente emoldurado. Assim, por exemplo, para um dado problema fisico, onde
varias forcas de diferentes naturezas atuam sobre um corpo, o F da 2° lei de Newton ¢ a

resultante destas forgas, bem como d ¢ a aceleragdo resultante. Esta forca F poderia resultar da
atuacdo de forgas de atrito, de forgas de origem elétrica, etc. E isto s6 poderia ser calculado se
conhecéssemos, a priori, as respectivas expressdes matematicas para cada uma destas forcas
presentes.

O objetivo principal deste capitulo é discutir o papel das forgas basicas da natureza na derivacio
de alguns tipos de forg¢as, mas comumente presentes em problemas da mecanica classica e que
naturalmente usam as leis de Newton.

5-1 As forcas fundamentais da natureza

Um primeiro olhar em volta de nds nos faz imaginar que um nimero muito grande de forgas
distintas atuam nos varios corpos presentes. Lerdo engano, pois, modernamente, se sabe que
todas estas forgas sdo derivadas de apenas quatro tipos de interagdes fundamentais. S@o
chamadas de fundamentais porque s3o as mais simples possiveis. Estas interagdes sdo a
gravitacional, a eletromagnética, a forte e a fraca que passaremos a descrevé-las sucintamente.

Interagdo gravitacional

E a lei de Newton da gravitacdo universal. Duas particulas de massa m; e m, separadas por um
deslocamento T, sdo atraidas através de uma forga, dada por
mym;

F=-G P, G-1

2
onde G ¢ a constante universal, dada no SI por

G=6,67 x10 11 N.m?/kg? 5-2)
Pela ordem de grandeza de G ¢ facil entender que a forga gravitacional é muito fraca para massas
usuais, s6 assumindo valores respeitaveis para massas astronomicas.

Paradinha 5-1
a) Qual o médulo da forca de atracdo entre duas massas pontuais de 1 kg cada uma e separadas de um metro?
b) E para a Terra e a Lua separadas pela distancia média usual de 3,82 x 10°m?

A forga gravitacional ¢ de fato a mais fraca dentre as quatro forgas fundamentais.
Para corpos perto da superficie da Terra esta forga é atrativa e dada por —mg. Estes assuntos
fardo parte do volume 2 deste curso.

Interacdo eletromagnética

Desde a Grécia antiga as forgas de origem elétrica sdo conhecidas qualitativamente. A forma
quantitativa desta forga so6 foi obtida em 1785 por Coulomb (1736-1806), para duas particulas
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carregadas em repouso. Duas cargas de sinais opostos se atraem, ao passo que cargas de mesmo
sinal se repelem. J4 uma carga em movimento, na presenca de um campo magnético, também
gera uma forca. Sdo chamadas de forcas eletromagnéticas que serdo estudadas com a devida
aten¢do mais adiante. Estas interagdes tém um papel crucial no microcosmo, mas podem também
gerar forgas importantes no macrocosmo. Como consequéncia, podem ser usadas na mecanica
classica, como veremos na se¢ao seguinte.

Interagéo forte

Esta interacdo ocorre na escala nuclear, da ordem de 10" m =1 F. No interior do 4tomo esta
seu nucleo constituido por prétons e néutrons. A interagao forte ou nuclear ¢ a responsavel pela
coesdo dos protons e néutrons no nucleo atomico. Um papel importante dos néutrons ¢ junto
com 0s protons, gerar um mecanismo de ligagdo no nucleo, ja que so6 a presenca dos protons
criaria uma repulsdo eletrostatica, devido as suas cargas positivas. Este mecanismo gera uma
forga de natureza muito complexa, acima do escopo deste livro. Devido ao seu curto alcance, ela
s0 desempenha papel importante na escada nuclear.

Progressos recentes na fisica mostraram que, algumas particulas, como por exemplo, os néutrons
e protons, também chamados de nucleons, sdo constituidos por particulas ainda menores,
chamadas de quarks. No caso dos nucleons, por trés quarks. Estas descobertas resultaram numa
teoria quantica fundamental para as interagdes fortes, conhecida como cromodinamica
quéantica.

Interacgéo fraca

Nucleos de algumas substancias radioativas emitem elétrons, denominados de radiacéo beta. A
interacdo dita fraca ¢ a responsavel por este processo, que s6 ocorre num alcance ainda menor do
que o da interagdo forte. Sua intensidade ¢ menor também, ndo apenas que a da interacdo forte,
mas também que da interacao eletromagnética.

As interagdes fracas bem como as interagdes fortes s6 podem ser tratadas pela mecanica
quantica. Vale aqui destacar que mais recentemente progressos marcantes foram feitos na fisica
para a unificag@o das interagdes eletromagnéticas e fracas, resultando nas interagdes eletrofracas.
As interacdes eletromagnéticas e fracas ndo sdo nada mais que aspectos diferentes de uma
mesma intera¢do fundamental.

O fisico-matematico Abdul Salam (1926-1996) de origem paquistanesa, vindo de um pais do
terceiro mundo, dividiu o prémio Nobel de fisica com Sheldon Glashow e Steven Weinberg por
suas contribuicdes para o desenvolvimento da teoria eletrofraca. Salam foi o primeiro fisico
mugulmano a ganhar o prémio Nobel.

5-2 Forcas classicas originadas no microcosmo

Forgas entre atomos ou moléculas ddo origem a forgas classicas no macrocosmo, conforme
A veremos a seguir. De novo, a descrigdo rigorosa destes
E fatos s6 pode ser feita mediante a utilizagdo da mecéanica
PP quantica.

As forcas mencionadas acima sd3o de natureza
eletromagnética, conforme mencionada na se¢do 5-1.
Exemplos sdo muitos, como na molécula de agua H,O

A formada de ions positivos H", e de ions negativos O™, ou

To - , qe , _
5 . > no sal de cloreto de s6dio NaCl, com fons Na' e CI ,
\//‘_'\m—w mantendo-se ligadas, devido a atracdo eletrostatica entre

'\ ions de cargas opostas. Em cada um destes exemplos, as
atragio posicdes médias das cargas negativas e das cargas

positivas ndo coincidem, gerando o que se denomina em
Figura 5-1. Forga entre dois atomosem  fisica de um dipolo, ou seja, um sistema formado de duas
funcdo da distancia interatonica. cargas iguais, mas de sinais opostos, separadas por certa
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distancia. A presenca proxima de outra molécula similar as mencionadas acima gera uma forga
dipolo — dipolo, relativamente grande.
Existem muitos sistemas neutros, perfeitamente simétricos, onde os centros das cargas negativas
e positivas coincidem. E o caso para a molécula de oxigénio, O, Moléculas sem dipolos sdo
chamados de apolares, e tém todas as forgas elétricas neutralizadas.
Em quaisquer dos casos acima mencionados, a for¢a interatomica ¢ ilustrada na Figura 5-1. S6
através da mecanica quantica estes fatos podem ser comprovados matematicamente. Quando
dipolos estdo presentes, estas forcas sdo ainda mais intensas. Pelo grafico, pode-se verificar que
quando atomos e moléculas se aproximam elas se repelem com uma grande repulsdo (r < rp). Ja
parar > ry, elas se atraem com intensidade ,

Foc-1/t
e decrescem para valores grandes de r. Note que r, ¢ da ordem de grandeza de dois raios
atdmicos. As forgas representadas pela Figura 5-1 sdo chamadas de for¢as de Van der Waals.
Em resumo, podemos afirmar que para distancias r < r, existe uma forte repulsdo entre 4tomos
(e/ou moléculas), fato este responsavel por evitar que um livro, colocado sobre uma mesa,

penetre na mesma. Estas forcas ddo origem a forca normal, N, jé vista no Capitulo anterior. A
forca de Van der Walls ndo ¢ uma forga fundamental, como ¢ a gravitagdo, por exemplo. Ela foi
criada matematicamente de forma empirica de modo a poder representar um processo altamente
complexo que teria que se computar se todas as interagdes elétricas entre os elétrons e os
protons, presentes nas duas moléculas, quando colocadas proximas, tivessem de ser levados em
conta.

Atrito entre superficies secas

O atrito ¢ o resultado de atuacdo das forgas dos atomos da superficie de um corpo sobre os
atomos da superficie do outro corpo. Mesmo considerando dois blocos metélicos altamente
polidos e limpos, postos em contacto, ambas as superficies ainda assim sdo irregulares ao nivel
atomico (ver Figura 5-2). Uma for¢a ainda chamada de atrito persiste, mesmo quando o bloco ¢
empurrado. Muitos 4tomos de uma superficie tém pontos de “contacto” com atomos da outra
superficie. E bom destacar que na escala microscopica ndo existe um contacto de fato, mas
chegam bem proximo. E o caso contrario de bolas de bilhar, por exemplo, quando se chocam.
Assim nestes pontos de “contacto” ocorre instantaneamente um processo em que os atomos
parecem grudar uns nos outros. Da-se ai uma solda a frio destas superficies. Se o bloco
deslizante ¢ empurrado, os atomos soldados sdo desgrudados aqui e novamente soldados adiante.
Uma onda de vibragdo se forma, com a geracdo de calor em ambos os blocos, depois de
decorrido algum tempo. Como na Figura 5-2, se duas superficies quaisquer sdo postas em
contacto, s6 0os atomos mais altos se tocam e se soldam.

Estas soldas sdo responsaveis pelo chamado atrito estatico, resultante da tentativa de deslizar o

bloco superior, apos a aplicagdo da forga F. Se F for grande o suficiente, o bloco superior
comega a se mover apos quebrar
as soldas, num processo seguido
a criagdo de novas soldas e suas
quebras. Com o movimento, uma
nova forca de atrito é criada,
chamada de atrito cinético.
No deslizamento do bloco
superior muitas vezes produz-se
4 Regido de contacto  gons. E também o caso quando se
tenta abrir uma porta velha, com
<4— Blocofixo dobradigas  enferrujadas, ou
quando em muitas vezes, se
Figura 5-2. Contacto de um bloco mével com outro fixo arranha um giz ao se escrever
numa lousa. Nem sempre sdo
sons agradaveis aos ouvidos. Mesmo com o polimento e limpeza cuidadosa das superficies, o

Pequena porgédo ampliada
da regido de contacto
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atrito, ao contrario do que se imagina, pode aumentar. E que & luz do microcosmo, neste
processo, as duas superficies praticamente se tornam uma Gnica superficie e se soldam. E o caso
de se tentar deslizar uma pedra de gelo bem polida sobre outra, igualmente polida e bem
congelada.

Lei de Hooke
De acordo com a Figura 5-1, se dois atomos forem comprimidos com pequenos deslocamentos
para r <r,, ou puxados com pequenos deslocamentos para r > ry, entdo este trecho AB da curva
da Figura 5-1, pode bem ser
aproximado por um segmento de reta.
Ou seja, nesta regido, F,, = — kr, sendo
r pequeno. Ja k é uma constante de
proporcionalidade, caracteristica do
material. E chamada de constante
elastica da mola. O sinal negativo
indica que F, ¢é wuma forca
restauradora. Esta ¢ a conhecida Lei
de Hooke (1638-1703).

Um bom exemplo macroscopico deste
comportamento ¢ uma mola
unidimensional. Ao tentarmos
comprimi-la em torno da sua posi¢ao
de equilibrio, o deslocamento x ¢
negativo, resultado numa forga
positiva, contraria a compressdo. Ja se
tentarmos distendé-la, x sera positivo,
resultando numa forca negativa,

Figura 5-3 Uma mola horizontal: a) Quando a mola
estd frouxa, ela ndo exerce forca sobre o bloco.

tréria 4 distensio. Nos doi b)Quando a mola esta distendida, de modo que x é
contraria a distensao. Nos dois €asos positivo, ela exerce uma forca de magnitude kx no

Fin =.—kx. ) ) . sentido de —x. ¢) Quando a mola esta comprimida, de
A lei de Hoqke ¢ uma lei empirica,  modo que x € negativo, ela exerce uma forca de
mas que funciona razoavelmente bem  magnitude de sentido +x.

para deslocamentos pequenos em torno
do ponto de equilibrio da mola.

Na Figura 5-3 esta representada na forma usual, uma mola em trés situacdes. Na primeira
situacdo estd relaxada e tem um comprimento x,. Na segunda situacao ao ser distendida por uma
forga F, = —kx, ¢ finalmente na terceira situagdo, ao
ser comprimida. Nestas duas ultimas situagdes,
geralmente [x| < < Xq.

Paradinha 5-2

Duas molas de constantes elasticas k; e k,, sdo colocadas em
série e depois em paralelas, conforme as figuras ao lado.
Mostre que uma Unica mola equivalente, de constante k, pode
ser calculada, sendo k = k; + k,, para caso em série, e

% = kl + ki , para o caso em paralelo. Figura 5-4 Molas em série e em paralelo
1 2
Exemplo 5-1

O sistema mostrado na Figura 5-5 esta em repouso. Cada mola tem comprimento relaxado igual a ly= 12 cm. A massa
m = 0,1 kg fez o sistema descer de uma distancia h = 5 cm. Supondo desprezivel as massas de cada mola, calcule a
constante elastica da mola, k.

Solucao:

Isolando m e usando a segunda lei de Newton ao longo do eixo y, obtemos
¥ Y— mg—2k Al cos 6 =0,

onde Al ¢ o alongamento de cada mola. Logo,

mg = 2k Al cos 8,



CAPITULO 5 - MAIS SOBRE AS LEIS DE NEWTON

onde cos B =
lo + Al

ly + Al = /hz + 13

Como resultado, tem-se

_mg [l ]
k=2 [Al +1
Usando os valores numéricos, calculamos Al,

Al =+/52+4+122—-12 = 1,0cm.

Finalmente, ) .
0,1x981 [12 9,81 x 1,3 Fiaura 5-5 Sistema referente ao Exemnlo 5-1
= st | =—————=1275N/m.
2% 5x10°2 [1,0+ ] 10 /m

5-3 Propriedades macroscopicas do atrito

De acordo como o que foi visto até agora, as leis de atrito tém origem no microcosmo e sé
poderiam ser rigorosamente estudados com o auxilio da mecénica quantica. No entanto, estudos
de natureza empirica tém sido utilizados, inicialmente, pelo francés, Amontons (1663-1705) e
depois por outro francés, Coulomb (1736-1806). Destes estudos, resultou uma lei empirica
simples e com relativo sucesso para o calculo do atrito entre ~
superficies secas. Imagine um bloco seco, ndo lubrificado, colocado N
sobre uma superficie horizontal de material similar. Uma forgaﬁ
horizontal ¢ aplicada sobre o corpo de modo a fazé-lo vencer o

atrito e poder deslizar. Neste procedimento, algumas etapas sdo
normalmente vencidas: i) o corpo comeca a se mover, pois F é

Wl
m|

equilibrada pela forga de atrito estatico, Ke, que tem sentido que se F
opoe ao movimento. ii) O médulo da forga de atrito estatico A, tem

~ , . . o Figura 5-6. Forgas atuando
uma expressdo empirica simples para seu valor maximo, dada por

no bloco.

Ae,max = e N ’ (5 _ 3)

onde . ¢ o coeficiente de atrito estatico e N ¢ o modulo da forga normal, conforme mostrada
na figura 5-6. Assim, o corpo N&o desliza se F < u, N.

iii) Se o corpo comegar a deslizar ao longo da superficie, nota-se que a forga de atrito,
paulatinamente, comeca a diminuir. Gera-se, entao, um atrito dito cinético, dado pela expressao

Ac=ucN ’ (5_4)

onde . ¢ coeficiente de atrito cinético.

Algumas propriedades

i) As equagdes (5-3) e (5-4) ndo sdo equagdes vetoriais. A forga N é normal a superficie,
enquanto Ke eKc sdo paralelas a superficie e t€m sentidos
contrarios ao movimento. Nestas equacdes, tém-se presentes
s6 os modulos dos vetores.

i) He € e sdo adimensionais e dependem dos materiais da
superficie e do bloco. Sdo valores obtidos
experimentalmente.

iii) Y. ndo depende aproximadamente, da velocidade de
contacto entre o bloco e a superficie.

1v) A, e A ndo dependem da area de contacto entre 0 bloco  Figyra 5-7. Bloco colocado sobre um

e a superficie. plano inclinado com forga de atrito
Para ilustrar melhor esta apresentacdo, consideremos agora

a situacdo de o bloco ser colocado sobre um plano inclinado, como mostrado na Figura (5-7). As
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forcas de agdo atuando sobre o bloco sdo também mostradas na figura. Um sistema inercial
adequado yx ¢é escolhido, fixo na origem do plano.

Isolando o bloco, projetando as forcas sobre os eixos dos x e dos y, respectivamente, e utilizando
a 2% lei de Newton, podemos escrever:

XX > A.—Psen8 =0,

onde Ag = leN,

2Y > N—Pcos0=0.

Destas equagdes obtém-se, facilmente,

He = tg B¢

(5-5)
Com este valor 8 =0, , o escorregamento do bloco mal inicia. E uma forma de se medir .
Apo6s o inicio do movimento, . < U, € 0 movimento segue com velocidade constante, tal
que

He = tg O

(5-6)

Note que aqui N#P. Isto mostra que em geral o médulo da forca de
atrito é proporcional a N, que nao é igual a P.

Paradinha 5-3

Uma forga horizontal de F de médulo 10N empurra um bloco pesando 5,0 N contra
uma parede vertical, conforme a Figura 5-8. O coeficiente de atrito estatico entre a
parede e o bloco ¢ ., = 0,6 ¢ o coeficiente de atrito cinético .. = 0,4. Suponha que
inicialmente o bloco esteja em repouso.

)0 e il e e ) Figura 5-8. Bloco empurrado
b) Calcule a forga que a parede exerce sobre o bloco? contra a parede vertical

Exemplo 5-2

Um automével se move ao longo de uma estrada reta ¢ horizontal com velocidade vy = 60 km/h. O motorista ao ver
um acidente adiante aplica instantaneamente os freios ¢ ha um deslizamento dos pneus contra o pavimento. Se o
coeficiente de atrito cinético entre os pneus e o pavimento for p.= 0,4, qual a minima distancia que o automdvel vem
a parar?
Solucéo:
Devemos usar a equagdo de Torricelli,
vi=vi-2ax,
onde v = 0, pois o carro deve parar apos percorrer a distancia x.
Logo, 5

X =vg/2a G-7)
Usando a 2% lei de Newton ao longo dos eixos X e y, obtemos
IX - —A.=-—ma, onde A, =N,
Y > N-P=0 > N=P=mg
Destas duas ultimas equagdes se conclui facilmente que

a=U:g 5-8)

Das equacdes (5-7) e (5-8), obtém-se finalmente,

_%
*= 21 g
Usando os valores numéricos,
602
X X 0ax08l - ro87m
Exemplo 5-3

Dois blocos com pesos Py =3,6 N e P, =7,2 N séo conectados por um fio inextensivel e de massa desprezivel e
deslizam, com o fio esticado, para baixo, em um plano inclinado de 6 = 30°.

O coeficiente de atrito cinético entre o bloco mais leve ¢ o plano inclinado ¢ p; = 0,10 e entre o bloco mais pesado ¢ o
plano inclinado p, = 0,20. Supondo que o bloco mais leve desce na frente, encontre:
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a) o moédulo da aceleragdo dos blocos;
b) a tensdo no fio.

Solugéo:
a) Certamente, a aceleragdo ¢ comum para os dois blocos. Usando a 2* lei de Newton para cada bloco isolado e
projetando nas diregdes X e y, temos

2X_}{—T+A2—P2 sen 8 = —mya (5-9)
T+A; —P sen®=-mja (5 -10)
ZY—){Nl_PlCOSB:O (5-11)

NZ—PZCOSG=0 (5_12)

Somando as duas primeiras equagdes, obtém-se

g
a= m [(P; +P,)sen®-(uy P+ p, Py)cos 6].

Figura 5-9 Referente ao Exemplo 5-3

Note que se fosse [, = p, = Y, entdo a =g (sen 6 — p cos 0), que independe dos valores dos pesos.
Usando os valores numéricos, obtemos a = 3,5 m/s.
b) Da Equagdo (5-10), obtemos
T=-mja + Pysen® py Ny = ﬁ( M, — Hq) cos 6,
apos usar o resultado de a calculado acima. Substituindo pelos valores numéricos, obtemos T = 0,21 N.
Note novamente que se fosse H; = H,,entdo terfamos T = 0! Os dois blocos escorregam sem atrito, com igual
velocidade.

Exemplo 5-4

Na Figura 5-10, um bloco desliza para baixo em uma
calha de angulo reto inclinada. O coeficiente de atrito
cinético entre o bloco e a calha é .

Qual a aceleracdo do bloco?

Solugéo:

Usando a 2% lei de Newton para o bloco isolado,

XX - —mgsen® + p. (2N) = — ma.

Note que N; = 2N cos 45° = Nv2. Logo,

ZY - N¢— mgcos6=0. Figura 5-10 Forgas presentes em um bloco deslizando

Resolvendo o sistema, obtemos, finalmente, . A Lo
para baixo em uma calha de &ngulo reto inclinada.
a =g(senb — V2 p cos 0).

5-4 Forca de arrasto

Até aqui sO estudamos o atrito entre duas superficies secas. Seria também interessante e
importante o estudo de um corpo em movimento passando através de um fluido. Este fluido
poderia ser, por exemplo, o ar ou mesmo a agua. No caso do ar, ndo faltam exemplos, como, no
deslocamento de um avido ou de um trem de alta velocidade. A forca que se instala neste
processo contra o movimento do corpo ¢ chamada de forca de arrasto. E de se esperar que
quanto mais alta for a velocidade do objeto maior sera esta forca. A primeira vista, pode-se
pensar que esta lei ndo é simples. Mas de novo somos enganados! Esta lei empirica é simples.

Para baixas velocidades, o modulo da forg¢a de arrasto, R, ¢ proporcional a velocidade, v do
corpo. J4 para altas velocidades, ela é proporcional a v2. Em geral, o modulo de R ¢ dado por

R=|R| = ;v + ¢, V2 (5-13)

onde ¢ e ¢, sdo constantes ajustaveis que dependem basicamente da densidade volumétrica do
fluido, da area da segdo transversal de choque do corpo com o fluido (esta é a area “vista”,
tomada perpendicularmente a velocidade V). Esta lei ndo é uma lei fundamental, mas sim
empirica, porque pode sofrer alteragdes com o estudo mais aprofundado de um dado problema.

A natureza deste estudo ¢ em geral bem complexa. Este assunto serd revisitado no volume 2

deste curso.
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Para objetos velozes no ar predomina o segundo termo, sendo ¢,=1/2CpS, onde C é o coeficiente
de arrasto, cujos valores tipicos variam de 0,4 a 1,0, p é a densidade volumétrica do are S ¢ a
area da segdo transversal de choque normal a V. Para alcangar baixos valores de R,o0 objeto deve
minimizar S. Assim, avides, trens de altas velocidades, bolas, etc., devem ter formatos os mais
aerodinadmicos possiveis.

Exemplo 5-5

Velocidade terminal: Duas bolas esféricas de raios R e r, sendo R > r, sdo deixados cair do repouso de um
helicoptero a uma altura de h do solo, num dia de vento calmo. Apods certo tempo, a forca de arrasto se iguala a forca
gravitacional e as bolas passam a cair com velocidade constante, chamada de velocidade terminal, v,. Admitindo o
mesmo coeficiente de arrasto para as duas bolas, determine:

a) Qual das duas bolas alcanga o solo com mais velocidade?

b) Caso a queda ndo tivesse forca de arrasto, que velocidades seriam estas?

Solugéo:

a) Para cada esfera, tem-se na queda

§CpSv2—mg=ma,

onde m=p V, sendo p ¢ a densidade volumétrica da esfera e V seu volume. Ao atingir a velocidade terminal,
v =viea =0, oque implica
2 Vpg

1
_ 2 _ — —
> CparSve —pVg=0= v, = Cou S (5-14)

Dai, obtém-se para cada esfera

8mR3pg 8mr3 pg
vi(R) = ’SC Par TR? e vi() = 3C pgp Tr?’

Dividindo estas duas relagdes

vi(R) R
() Jr’

ComoR>7r = v (R) > v ().

b) Sem forga de arrasto, a qual funciona como uma forga de atrito, as bolas cairiam em queda livre com aceleragéo g.
Logo, v = /2gh, e atingiriam o solo a mesma velocidade, porém maior que v, (R) ou v, (r). Verifique isto!

5-5 Movimento circular uniforme

Imagine uma particula de massa m presa por um fio inextensivel e de peso desprezivel, girando
em torno de um ponto fixo 0, como mostrado na Figura 5-11. Esta particula vai estar sujeita a
duas aceleragdes, uma tangencial a, = dv/dt, e outra a. = — v? /r, chamada de centripeta, e
dirigida para 0. A combinag¢do vetorial das duas, gera a Equacdo (3-25). No caso de v constante,
so resta a. . Pela 2 lei de Newton, m vai estar sob a acdo de uma forga, chamada de forga
centripeta, e dada por

F=—-m®?/r)t

(5 — 15)

E enganosa a ideia de que m poderia estar sim sob a agdo de outra forga, chamada forca

centrifuga, igual e oposta a l_fc. Esta forca, de fato, ndo existe. A razdo é que com o rompimento
instantaneo do fio que prende m faria com que m saisse pela tangente a circunferéncia, em vez
de seguir a trajetoria radial. Se seguisse a trajetdria radial ai sim, comprovaria a existéncia de
uma forga centrifuga.

A seguir daremos varios exemplos que ilustram como a forga centripeta poderia estar presente
em nosso dia-a-dia.
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Exemplo 5-6

Pendulo cdnico: Uma particula de massa m gira em movimento circular
uniforme, descrevendo uma circunferéncia de raio r, suspensa por um fio
inextensivel e de massa desprezivel, de comprimento |, preso a um ponto fixo 0’,
mostrado na figura. O fio descreve uma superficie conica de angulo de abertura
0. Calcule:

a) o periodo de rotacdo de m;

b) a tensdo no fio.

Solugéo:

a) Pela 2* lei de Newton, m est4 sujeita a duas forgas, seu peso mg e a tensio T
no fio. Ao longo da diregdo do seu peso (eixo dos z), temos

TcosO-mg=0 = T cos 6=mg.

Ao longo da forca centripeta, a qual ¢ dirigida para O, temos

T sen® =m (vi/r).

(Note que o sistema cartesiano inercial esta centrado em 0 e ndo na massa m.)
Dividindo a segunda equagio pela primeira, obtemos

tg0=vrg=v’=rg tg 0.

mg O periodo de rotacao ¢ dado por t =2z r/v. Logo,

0

- A A T=—==21 = 1=2T
Figura 5-11 Péndulo conico [re tg O gtg0 g

2mr lsen® 2 lcosel 5 — 16)

b) E facil calcular que

T = mg/cos 6. (5-17)

Exemplo 5-7

Rotor: Em muitos parques de diversao existe uma atragdo que consiste de um grande cilindro de raio R que pode girar
em torno de seu eixo vertical, contendo um piso falso. Uma pessoa encostada na parede interna do cilindro ¢ posta a
girar com ele. Assim que ele atinge certa velocidade, o piso ¢ baixado, mas a pessoa ndo cai, ficando presa a parede do
cilindro. Suponha que o coeficiente de atrito entre a pessoa e o cilindro ¢ p = 0,4.
a) Qual a menor velocidade v do cilindro para que isto ocorra? Explique o fato.
b) Se m for a massa da pessoa, qual a intensidade da forga centripeta que age sobre ela?
¢) Calcule os valores acima param =70 kg, R=2,5me pn=0,4.
Solucao:
a) A pessoa estd normalmente sujeita ao seu peso. Para ndo deslizar para baixo, deve estar sob a agdo de uma forca de
atrito estatico Ke para cima, exercida pela parede do cilindro. A forca de atrito em

£A %

: N oz . . . eixo —

modulo ¢é igual a u N, onde N = |N|, ¢ a intensidade da for¢a normal exercida pela

parede do cilindro sobre m. Esta forca normal ¢ dirigida horizontalmente em diregdo o

a0 eixo vertical do cilindro e é igual a forca centripeta F, = mv?/R, a que est4 sujeita 4 . \

m para seguir sua trajetoria circular. Um sistema inercial de coordenadas esta atrelado ( ,V‘ ,
' d

ao eixo do cilindro. Ao longo do eixo z, .

e

'
Ac—mg=0, ?
onde A, = pN = pmv?/R. '
Dai obtém-se facilmente, que :
_ [ \ 3
=
que ¢ o resultado pedido. Ele independe de m.
b) ¢=mv?/R. ‘ Figura 5-12 Rotor girando
c¢)Substituindo pelos valores numéricos, obtemos com uma pessoa contra sua

parede interna.
=7,.8m/s,

F.=70x7,8%2,5=1704 N.
A pessoa sente uma sensacdo enganosa de que ¢ empurrada radialmente para fora. Ndo esqueca que m esta num
referencial giratorio (ndo inercial), dai tal sensag@o iluséria.

Exemplo 5-8

Curvas em estradas: As duas figuras abaixo representam pistas circulares de raio r, sendo a primeira (i) plana
horizontal, e a segunda (ii) com elevacdo 0. Sao utilizadas por carros de massa m, correndo a velocidade constante v.
Na pista (i) supde-se existir um atrito estatico entre os pneus e a pista. Na pista (ii) supde-se que este atrito seja
desprezivel.
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a) Calcular o coeficiente de atrito estatico |, para a pista (i), supondo que o carro ndo desliza.
b) Calcular o angulo de inclinagdo 0 da pista (ii) para evitar o deslizamento.

Figura 5-13 (i) Pista plana Figura 5-14 (ii) Pista com superelevacdo, mas
horizontal com atrito. com atrito desprezivel.
Solucéo:

a) De acordo com o caso (i), ao longo do eixo dos z, pela 2% lei de

z ‘ Newton,
i N-P=0=N=mg.
Ao longo da radial
; Ae = LN = C=mv2/r,
0 ‘ ou seja,
Uemg = mv2/r =y, = v?/rg.
* b) Ao longo do eixo z, pela 2* lei de Newton, tem-se
0
Figura 5-15 Corte lateral da pista Ncos6 —P =0 = Ncos8 = mg.

(ii) com elevagdo ¢

Ao longo da radial, o moédulo da projecio N¢ igual ao modulo da forga centripeta, ou seja.

Nsen 8 = mv?/r.

Dividindo a Equagéo (5-20) pela Equagao (5-19), obtém-se

tg8 =v?/ rg

(5-18)
(5-19)
(5 - 20)
(5-21)

Nos dois casos os resultados sdo os mesmos. Mas ha uma diferenca fisica marcante. No caso (ii), a inclinagdo da pista,
através de tg 0, faz o papel do coeficiente do atrito . do caso (i). No caso (i) ha aquecimento e desgaste dos pneus
devido basicamente ao atrito, enquanto que no caso (ii), o processo ¢ mais eficiente e econdomico. E por isso que é

utilizado em curvas em rodovias e ferrovias.

Note também que a Figura (5-14) lembra a Figura (5-11) de um péndulo conico, dai os resultados idénticos para

tg 0 = v¥/rg.

Exemplo 5-9

rotor.
Solugéo:

NcosO-P + Asen6 =0,
onde A=puN.

Figura 5-16 Rotor conico. valor & igual a
—mv/r=—NsenB+Acos0= — Nsen0+pNcos.

Logo, temos o sistema de equagdes,

Uma massa m pequena ¢ colocada num rotor de formato conico, conforme
mostrado na figura abaixo. O rotor gira com velocidade v em torno de seu
eixo vertical. A parede do cone forma um angulo 6 com a horizontal. O
coeficiente de atrito estatico de m e o rotor € 1. A massa m esta situada a
uma distancia r do eixo de rotagdo. Determine os valores maximos e
minimos de v para que m permanega em repouso em relagdo a parede do

Ao longo do eixo z do sistema inercial x y z, a 2% lei de Newton fornece

Ao longo da radial T, esta presente a forga centripeta que atua sobre m. Seu
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{Ncose+pNsen9=mg,
Nsen 6 — uN cos = mv?/r.

Destas duas equagdes, chegamos facilmente a

V=t (tge—u)
& 1+ptg6)

Os valores minimos e maximos de v podem agora ser calculados.

Vimin cOITEsponde a v, = 0 ou seja, a fazertg —p =0 => p=tgo.

O rotor ndo precisa nem girar que m nao escorrega.

Vimax COtTesponde a fazer p =0 = v2,, =rg tg 6.

Este ultimo valor € equivalente aquele de uma estrada com curva e superelevada com declive 6, onde m também néo
escorrega.

5-6 Pausa para descontracao:
A Mecanica de Newton e sua Influéncia sobre a Formacdo da Fisica
Tedrica*

*Albert Einstein (1879 - 1955). Prémio Nobel de fisica de 1921 pela descoberta da lei do efeito fotoelétrico. Autor da teoria da
relatividade.

Festejamos nestes dias o bicentenario da morte de Newton. Desejaria evocar
a inteligéncia deste espirito perspicaz. Porque ninguém antes dele ¢ mesmo depois
abriu verdadeiramente, caminhos novos para o pensamento, para a pesquisa, para a
formagdo pratica dos homens do Ocidente. Evidentemente, nossa lembranga o
considera como o genial inventor dos métodos diretores particulares. Mas também ele
domina, ele e s6 ele, todo o conhecimento empirico de seu tempo. E revela-se
prodigiosamente engenhoso para qualquer demonstragdo matematica e fisica, mesmo
ao nivel dos pormenores. Todas estas razdes provocam nossa admiragdo. Contudo,
Newton supera a imagem de um mestre que se tem dele. Porque ele se situa em um
momento crucial do desenvolvimento humano. E preciso compreendé-lo de modo
absoluto e nunca nos esquecermos. Antes de Newton, ndo existe nenhum sistema
completo de causalidade fisica capaz de perceber, mesmo de maneira comum, os fatos
mais evidentes e mais repetidos do mundo da experiéncia.

Os grandes filosofos da antiguidade helénica exigiam que todos os
fendmenos materiais se integrassem em uma sequéncia rigorosamente determinada
pela lei de movimentos dos atomos. Jamais a vontade de seres humanos poderia intervir, causa independente, nesta
cadeia inelutavel. Admitamos, no entanto, que Descartes, a seu modo, tenha retomado a busca desta mesma meta. Mas
sua empresa consiste em um desejo cheio de audécia e no ideal problematico de uma escola de filosofia. Resultados
positivos, incontestados e incontestaveis, elementos para uma teoria de uma causalidade fisica perfeita, nada disto
existe praticamente antes de Newton.

Mas ele quer responder a clara pergunta: existe uma regra simples? Caso exista, poderei calcular
completamente 0 movimento dos corpos celestes de nosso sistema planetario, com a condi¢do de que o estado de
movimento de todos esses corpos em dado momento seja conhecido? O mundo conhece as leis empiricas de Kepler
sobre 0 movimento planetario. Baseiam-se nas observacgdes de Tycho Brahe. Exigem uma explicagdo. Porque hoje se
compreende o esfor¢o imenso do espirito, pois, se tratava entdo, de deduzir leis a partir de orbitas empiricamente
conhecidas. E poucas pessoas realmente apreciam a genial aventura de Kepler, quando conseguiu efetivamente
determinar as Orbitas reais de acordo com dire¢des aparentes, isto €, observadas da Terra. Certamente, estas leis dao
uma resposta satisfatoria a questdo de saber como os planetas se deslocam ao redor do Sol: forma eliptica da orbita,
igualdade das areas atravessadas em tempos iguais, relagdes entre semigrandes eixos e as duragdes de percurso. Mas
essas regras ndo respondem a necessidade de explicagdo causal, porque sdo trés regras logicamente independentes
uma da outra, sem qualquer conexdo interna. Assim, a terceira lei ndo pode, pura e simplesmente, ser aplicada
numericamente a outro corpo central que nao seja o sol! Por exemplo, ndo existe nenhuma relagio entre a durago de
percurso de um planeta ao redor do Sol e a de um satélite ao redor de seu planeta! O mais grave se revela aqui: estas
leis dizem respeito a0 movimento enquanto conjunto. Ndo respondem a questdo: “como do estado de movimento de
um sistema decorre 0 movimento que o segue imediatamente na duragdo?” Empreguemos nosso modo de falar atual.
Procuramos integrais, e ndo leis diferenciais.

Ora, a lei diferencial constitui a inica forma que satisfaz completamente a necessidade de explicagdo causal
do fisico moderno. E a concepgdo perfeitamente clara da lei diferencial continua a ser uma das faganhas de Newton.
Nao somente exigia a capacidade para pensar este problema, mas era preciso ultrapassar o formalismo matematico em
seu estado rudimentar. Tudo devia ser traduzido de forma sistematica. Ora, Newton, ainda aqui, inventa esta
sistematizagdo no calculo diferencial e no calculo integral. Pouco importa discutir e saber se Leibnitz,
independentemente dele, descobriu os mesmos métodos matematicos ou ndo! De qualquer modo, Newton neste
momento de seu raciocinio teve necessidade deles, porque estes métodos lhe sdo, com toda a certeza, indispensaveis
para formular os resultados de seu pensamento conceptual.

Figura 5-17. Albert,
Einstein (1879-1955).
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O primeiro progresso significativo no conhecimento da lei do movimento fora feito ja antes por Galileu. Ele
conhece a lei da inércia e a da queda livre dos corpos no campo de gravitagdo da Terra: uma massa (ou mais
precisamente um ponto material), ndo influenciada por outras massas, move-se uniformemente em linha reta. A
velocidade vertical de um corpo livre cresce, no campo da gravidade, proporcionalmente ao tempo. Hoje poderiamos
ingenuamente pensar que dos conhecimentos de Galileu, até a lei do movimento de Newton, o progresso era muito
banal. E, no entanto, ndo se pode fazer pouco caso da seguinte observacdo: Galileu ¢ Newton definem os dois
enunciados, segundo sua forma, como movimento em seu conjunto. Mas a lei de Newton ja responde a questdo exata:
como se manifesta o estado de movimento de um ponto material em um tempo infinitamente pequeno, sob a
influéncia de uma forga exterior? Porque foi unicamente, ao passar para a observagdo do fenomeno durante um tempo
infinitamente pequeno (lei diferencial), que Newton conseguiu encontrar as formulas aplicaveis a quaisquer
movimentos. Ele emprega a nogdo de forca, que a estatica ja desenvolvera. Para tornar possivel a ligaco entre forca e
acelerac@o, introduz um novo conceito, o de massa. Apresenta uma bela defini¢cao, mas curiosamente ndo passa de
aparéncia. Nosso habito moderno de fabricar conceitos aplicaveis a quocientes diferenciais nos impede compreender
que fantastico poder de abstrag@o se exigia para chegar, por dupla derivagdo, a lei diferencial geral do movimento,
onde este conceito de massa estava ainda por inventar.

Nao haviamos ainda compreendido, mesmo com este progresso, a razdo causal dos fendmenos de
movimento. Porque o movimento somente ¢ determinado pela equagdo do movimento quando a forca aparece.
Newton, provavelmente, condicionado pelas leis do movimento dos planetas, tem a ideia de que a forca que age sobre
uma massa ¢ determinada pela posicdo de todas as massas situadas a uma distancia suficientemente pequena da massa
em questdo. Logo que foi conhecida esta relacdo, Newton teve a compreensdo completa dos fendmenos de
movimento. Todo o mundo sabe entdo, como Newton, continuando a analise das leis do movimento planetario de
Kepler resolve o dilema por meio da gravitagdo, descobre assim a identidade das for¢as motrizes, aquelas que agem
sobre os astros, ¢ as da gravidade. Eis a unido da lei do movimento ¢ da lei da atrag@o, eis a obra-prima admiravel de
seu pensamento. Porque permite calcular, partindo do estado de um sistema que funciona em dado momento, os
estados anteriores e posteriores, evidentemente, na medida em que os fendmenos se produzem sob a ago das forcas
da gravitagdo. O sistema de conceitos de Newton apresenta extrema coeréncia logica, porque descobre que as causas
de aceleragdo das massas de um sistema sdo somente as proprias massas.

Nesta base, que analiso em suas linhas gerais, Newton chega a explicar em pormenores 0os movimentos dos
planetas, dos satélites, dos cometas, o fluxo e o refluxo, o movimento de precessdo da Terra, soma de dedugdes de um
génio incomparavel! A origem desta teoria particularmente estupenda, ¢ a seguinte concepg¢do: a causa dos
movimentos dos corpos celestes ¢ idéntica a gravidade. Agora, cotidianamente, a experiéncia o confirma. A
importancia dos trabalhos de Newton consiste principalmente na criagdo e na organizagdo de uma base utilizavel,
logica e satisfatoria, para a mecanica propriamente dita. Mas estes trabalhos permanecem até o fim do século XIX o
programa fundamental de cada pesquisador, no dominio da fisica teérica. Todo acontecimento fisico deve ser
traduzido em termos de massa, e estes termos sdo redutiveis as leis do movimento de Newton. A lei da forga é a
excecdo. Em seguida era preciso alargar e adaptar este conceito ao género de fatos utilizados pela experiéncia. O
proprio Newton tentou aplicar seu programa a 6tica, imaginando a luz composta de corpusculos inertes. A dtica da
teoria ondulatoria também empregara a lei do movimento de Newton, apds ter sido aplicada a massas distribuidas de
maneira continua. A teoria cinética do calor baseia-se exclusivamente, sobre as equagdes do movimento de Newton.
Ora, esta teoria ndo apenas forma os espiritos para o conhecimento da lei da conservagdo da energia, mas também
serve de base para uma teoria dos gases, confirmada em todos os pontos, bem como uma concepgdo muito elaborada
da natureza conforme o segundo principio da termodindmica. A teoria da eletricidade e do eletromagnetismo
desenvolveu-se de igual maneira até nossos dias, inteiramente, sob a influéncia diretriz das ideias fundamentais de
Newton (substancia elétrica e magnética, for¢as agindo a distancia). Até mesmo, a revolucdo operada por Faraday e
Maxwell na eletrodindmica e na 6tica, revolugdo que constitui o primeiro grande progresso fundamental das bases da
fisica tedrica depois de Newton, mesmo esta revolugdo se realiza integralmente dentro do esquema das ideias
newtonianas. Maxwell, Boltzmann, Lord Kelvin ndo deixar@o de se reportar aos campos eletromagnéticos e suas agdes
dindmicas reciprocas a fenomenos mecanicos de massas hipotéticas repartidas de maneira continua. Mas, por causa
dos fracassos, ou, pelo menos, da falta de éxito destes esforgos, nota-se, pouco a pouco, desde o fim do século XIX
uma revolugdo das maneiras fundamentais de pensar. Agora a fisica tedrica deixou o quadro newtoniano que, por
quase dois séculos, conservava como guia cientifico intelectual e moral.

Do ponto de vista 16gico, os principios fundamentais de Newton pareciam tdo satisfatorios, que um estimulo
a qualquer inovagao s6 poderia ser provocado pela pressdo dos fatos da experiéncia. Antes de refletir sobre este poder
logico abstrato, devo recordar que o proprio Newton conhecia os lados fracos inerentes a arquitetura de seu
pensamento, e sabe isto melhor ainda do que as geragdes de sabios que o sucederdo. Este fato me comove e provoca
em mim uma admirac@o cheia de respeito. Por isso vou tentar meditar mais profundamente nesta evidéncia.

1. Nota-se constantemente o esfor¢o de Newton por apresentar seu sistema de pensamento necessariamente
condicionado pela experiéncia. Nota-se também que utiliza o minimo possivel de conceitos ndo diretamente ligados
aos objetos da experiéncia. E, no entanto, coloca os conceitos: espago absoluto, tempo absoluto! Em nossa época,
muitas vezes, o censuram por isto. Mas, justamente, nesta afirmacdo, Newton se reconhece particularmente
consequente consigo mesmo. Porque descobriu experimentalmente, que as grandezas geométricas observaveis
(distancias dos pontos materiais entre eles) e seu curso no tempo ndo definem completamente os movimentos no ponto
de vista fisico. Demonstrou este fato pela célebre experiéncia do balde. Portanto existe, além das massas e de suas
distancias variaveis no tempo, ainda alguma coisa que determina os acontecimentos. Esta “alguma coisa” ele a
imagina como a relagdo com o “espaco absoluto”. Confessa que o espago deve possuir uma espécie de realidade fisica,
para que suas leis do movimento possam ter um sentido, uma realidade da mesma natureza que a dos pontos materiais
e suas distancias.
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Este conhecimento licido de Newton indica evidentemente sua sabedoria, mas também a fragilidade de sua
teoria. Porque a construc@o logica desta arquitetura se imporia bem melhor, com certeza, sem este conceito obscuro.
Porque entdo nas leis apenas encontrariamos objetos (pontos materiais, distancias) cujas relagdes com as percepgoes
permaneceriam perfeitamente transparentes.

2. Introduzir forgas diretas, agindo a distancia instantaneamente, para representar os efeitos da gravitacdo
ndo concorda com o cunho da maioria dos fendmenos conhecidos pela experiéncia cotidiana. Newton responde a esta
objecdo. Declara que sua lei da agdo reciproca da gravidade ndo ambiciona ser uma explicagdo definitiva, mas antes
uma regra deduzida da experiéncia.

3. Ao fato singularmente notavel de que o peso ¢ a inércia de um corpo continuam determinados pela mesma
grandeza (a massa), Newton ndo apresenta nenhuma explicagdo em sua teoria; mas a singularidade do fato nao lhe
escapava. Nenhum destes trés pontos autoriza uma objeg¢do logica contra a teoria. Trata-se antes de desejos
insatisfeitos do espirito cientifico, que mal suporta ndo poder penetrar totalmente, e por uma concep¢ao unitaria, nos
fendmenos da natureza.

A teoria da eletricidade de Maxwell ataca e abala pela primeira vez a doutrina do movimento de Newton,
considerada como programa de toda a fisica teorica. Verifica-se que as agdes reciprocas, exercidas entre os corpos por
corpos elétricos e magnéticos, ndo dependem de corpos agindo a distancia e instantaneamente, mas sdo provocadas
por operagdes que se propagam através do espago com uma velocidade finita. Pela concepgéo de Faraday, estabelece-
se que existe, ao lado do ponto material e de seu movimento, uma nova espécie de objetos fisicos reais; ddo-lhe o
nome de “campo”. Procura-se imediatamente, concebé-lo, fundando-se sobre a concepgdo mecanica, como um estado
(de movimento ou de constrangimento) mecanico de um fluido hipotético (o éter) que encheria o espago. Mas esta
interpretagdo mecanica, apesar dos esfor¢cos mais teimosos, ndo da resultado. Entdo, viram-se obrigados, pouco a
pouco, a conceber o “campo eletromagnético” como o elemento Gltimo, irredutivel, da realidade fisica. H. Hertz
conseguiu isolar o conceito de campo de todo o arsenal formado pelos conceitos da mecanica. Percebe sua fungdo, e
Ihe devemos este progresso. Enfim, H. A. Lorentz pdde isolar o campo de seu suporte material. Com efeito, segundo
H. A. Lorentz, o suporte do campo ¢ figurado apenas pelo espago fisico vazio ou o éter. Mas o éter, ja na mecénica de
Newton, nédo foi purificado de todas as fungdes fisicas. Esta evolugdo chega entfo, ao fim e ninguém mais acredita nas
acles a distancia diretas e instantaneas, nem mesmo no dominio da gravitagdo. E, no entanto, por falta de fatos
suficientemente conhecidos, nenhuma teoria do campo foi tentada a partir da gravitagdo de modo unilateral! Assim o
desenvolvimento da teoria do campo eletromagnético gera a seguinte hipodtese. Ja que se abandona a teoria de Newton
de forcas agindo a distancia, explicar-se-a pelo eletromagnetismo a lei newtoniana do movimento, ou entdo, ela sera
substituida por uma lei mais exata baseada na teoria do campo. Tais tentativas, ndo chegardo, na verdade, a um
resultado definitivo. Mas, doravante, as ideias fundamentais da mecénica deixam de ser consideradas como principios
essenciais da imagem do mundo fisico.

A teoria de Maxwell-Lorentz vem dar fatalmente na teoria da relatividade restrita que, por destruir a ficgdo
da simultaneidade absoluta, ndo pode se permitir a crenga na existéncia de for¢as agindo a distancia. Segundo esta
teoria, a massa ndo ¢ mais uma grandeza imutdvel, mas varia conforme seu contetido de energia, sendo-lhe mesmo
equivalente. Por esta teoria, a lei do movimento de Newton s6 pode ser encarada como uma lei-limite valida para
pequenas velocidades. Em compensagdo, revela-se nova lei do movimento; substitui a precedente e mostra que a
velocidade da luz no vacuo existe, mas como velocidade-limite.

O ultimo progresso do desenvolvimento do programa da teoria do campo ¢ denominado teoria da
relatividade geral. Quantitativamente, pouco modifica a teoria newtoniana, mas qualitativamente, provoca
modificagdes essenciais nela. A inércia, a gravitagdo, o comportamento medido dos corpos e dos relogios, tudo se
traduz na qualidade unitaria do campo. E este mesmo campo se apresenta como dependente dos corpos (generalizagio
da lei de Newton ou da lei do campo que lhe corresponde, como Poisson ja o formulara). Assim, espaco e tempo se
veem esvaziados de sua substincia real! Mas, espaco e tempo, perdem seu carater de absoluto causal (influenciando,
mas nao influenciado) que Newton foi obrigado a lhes atribuir para poder enunciar as leis entdo conhecidas. A lei de
inércia generalizada substitui o papel da lei do movimento de Newton. Esta reflex8o esquematica quer realgar como os
elementos da teoria de Newton se integraram na teoria da relatividade geral e como os trés defeitos, analisados acima,
puderam ser corrigidos. No quadro da teoria da relatividade geral, a meu ver, a lei do movimento pode ser deduzida da
lei do campo correspondente a lei das for¢as de Newton. Quando esta meta foi realmente atingida de modo completo,
pdde-se verdadeiramente, raciocinar sobre a teoria pura do campo. A mecéanica de Newton ainda prepara o caminho
para a teoria do campo em um sentido mais formal. Com efeito, a aplicacdo da mecanica de Newton as massas
distribuidas de maneira continua provocou inevitavelmente, a descoberta e, em seguida, o emprego de equacdes a
derivadas parciais. Depois, deram uma linguagem as leis da teoria do campo. Sob essa relagdo formal, a concepgao de
Newton sobre a lei diferencial, ilustra o primeiro progresso do desenvolvimento que passamos a ver.

Toda a evolugao de nossas ideias sobre a maneira pela qual até agora imaginamos as operacdes da natureza
pode ser concebida como um desenvolvimento das ideias newtonianas. Mas, enquanto se efetuava a organizagdo
estruturada da teoria do campo, os fatos da irradiagdo térmica, dos espectros, da radioatividade, etc., revelavam um
limite na utilizacdo de todo o sistema de ideias. E hoje, ainda, mesmo tendo noés obtido sucessos prestigiosos, mas
esporadicos, este limiar se mostrou praticamente intransponivel, com certo nimero de argumentos de valor; muitos
fisicos sustentam que, diante destas experiéncias, ndo apenas a lei diferencial, mas também a lei de causalidade, deram
provas de seu malogro. Ora, a lei de causalidade até hoje se levantava como o ultimo postulado fundamental de toda a
natureza! Mas vai-se mais longe ainda! Nega-se a possibilidade de uma constru¢ao espago-tempo porque ndo poderia
ser coordenada de maneira evidente com os fendomenos fisicos. Assim, por exemplo, um sistema mecanico ¢, de
maneira constante, capaz somente de valores de energia discretos ou de estados discretos — a experiéncia prova-o por
assim dizer diretamente! Parece entdo, e antes de tudo, que esta evidéncia dificilmente podia ser ligada a uma teoria de
campo que funcionasse com equagdes diferenciais. E o método de Broglie-Schrédinger que, de certo modo, se
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assemelha as caracteristicas de uma teoria do campo, deduz a existéncia de estados discretos, mas fundando-se sobre
as equagoes diferenciais por uma espécie de reflexdo de ressonancia. Ora, isto concorda de maneira estupenda com os
resultados da experiéncia. Mas o método, por sua vez, malogra na localizacdo das particulas materiais, em leis
rigorosamente causais. Hoje, quem seria bastante louco para decidir de modo definitivo a solugdo do problema: a lei
causal e a lei diferencial, estas Ultimas premissas da concepg¢do newtoniana da natureza, terdo de ser rejeitadas para
todo o sempre?

Material extra curricular sugerido

Como Vejo o Mundo
Albert Einstein, Editora Nova Fronteira, 1981
E um texto em que A. Einstein volta os olhos para os problemas fundamentais do ser humano.

Resumo

Natureza do atrito

Das quatro forgas fundamentais da natureza, s6 a forga eletromagnética no microcosmo ¢ responsavel pela geragdo de
atrito.

Atrito entre superficies secas

Ao se tentar mover um corpo sobre uma superficie seca, através da aplicacdo de uma forga F, uma forca de atrito é

exercida pela superficie sobre o corpo. A forca de atrito, K, ¢ paralela a superficie e esta dirigida de modo a se opor ao
deslizamento do referido corpo.

Propriedades da forga de atrito

i) Se o corpo ndo deslizar, A=A, — forca de atrito estatico.

ii) Se deslizar, A=A, — forca de atrito cinético.

iii) Se F< Ke, o corpo nio sai do lugar.

iv) Verifica-se a lei empirica A = PN, onde A, e N sdo os modulos das forgas de atrito estatico e da for¢a normal
da superficie sobre o corpo, respectivamente, ¢ | € o coeficiente de atrito estético.

V). Agmax = te N 5-3)
vi) Se o corpo deslizar, A, = p. N, onde p. € o coeficiente de atrito cinético.

vii) e € B dependem da natureza dos materiais das superficies de contacto.

viii) A forga de atrito ndo depende das areas das superficies de contacto.

Lei de Hooke

Uma mola de comprimento x, quando relaxada, ao ser distendida ou comprimida, fica sujeita a uma for¢a F = — kx,
sendo x << x, 0 deslocamento da mola. O coeficiente k ¢ a constante elastica da mola. Muitas vezes, esta forga é
chamada de restauradora.

Forca de arrasto

A resisténcia criada por um fluido ao deslocamento de um corpo através dele é chamada forca de arrasto, e é
representada por R. Uma lei empirica aproximada existe para R:

R =c¢V+cve (5-13)
onde o primeiro termo predomina para baixas velocidades e depende da viscosidade do fluido. Para velocidades mais
elevadas, o termo dominante de R & proporcional a v>. Neste caso,

c, = % Cp§,
onde C é o coeficiente de arrasto, determinado experimentalmente, p é a densidade volumétrica do fluido, e S é a
area da segdo reta tomada perpendicularmente a V.

Movimento circular uniforme

Uma particula de massa m ao se mover num arco circular de raio r, com velocidade tangencial constante v, sofre a
acdo de uma forca centripeta, dada por

F. = —(mv?/r)f (5—15)
Questdes conceituais

1) A interagdo forte ¢ a mais intensa entre as quatro for¢as fundamentais. Por que ela ndo tem um papel fundamental
na geracdo da forga de atrito? Discuta este problema
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2) Uma mola esta relaxada e em repouso em sua posi¢do de equilibrio. Se a mola for distendida de uma pequena
distancia r, por que a for¢a na mola ndo ¢ proporcional a r% onde a # 1 ? Justifique sua resposta.

3) Imagine que um pesquisador chegou a conclusdo de que a forga de atrito tem modulo dado por A = pP, onde P é o
peso do corpo. Analise esta ideia considerando o corpo sobre um plano inclinado, com inclinagdo 6. Tome alguns
valores especiais para 0. O que vocé conclui? Ele poderia também estar certo?

4) Uma nave lancada pela NASA alcanca uma regido de gravidade nula. Na nave um bloco de massa m ¢ colocado
sobre uma mesa, tocando-a. Pode existir atrito entre estes corpos? Justifique sua resposta.

5) Num rotor considere um sistema de coordenadas x’ y’ z, com origem no corpo de massa m, situado contra a parede
do cilindro em rotagdo. Nesse sistema, o corpo parece sentir a presenca de uma forga dirigida radialmente para fora
(forca centrifuga). Isto parece em contradi¢do com o que foi visto na teoria. Quais os problemas com esta
conceituagao? Justifique sua resposta.

6) Num dia chuvoso, um motorista de um carro se aproxima de um cruzamento a uma velocidade limite permitida s
em dias secos. Neste instante, o semaforo se torna amarelo para ele. Ele deve: a) frear bruscamente; b) continuar a
mesma velocidade; c) acelerar. Para diminuir a chance de uma colisdo, confronte cada das trés possibilidades acima
com cada uma das opgdes abaixo e escolha, justificando, a melhor dobradinha (1 possibilidade + 1 opgéo):

i) Ha chance alta de o carro derrapar.

ii) A duragdo do sinal amarelo ¢ pequena e a velocidade do carro ndo ¢ alta, logo, ha chance alta de colisdo.

iii) O semaforo da rua transversal demora uns dois segundos a mais para abrir depois que o sinal dele fechar.

Problemas

¥y ek O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1) * Um bloco de massa m = 5kg ¢ pressionado contra uma parede vertical e sente dela uma for¢ca normal N = 100 N.

O coeficiente de atrito estatico ¢ p = 0,6. Qual a forga necessaria para mover o bloco: a) horizontalmente? b)
verticalmente para cima? c) verticalmente para baixo?

2) * Uma particula de massa m comega a descer um plano inclinado de comprimento | ¢ inclinago 6. O coeficiente de
atrito entre a particula e o plano inclinado é p. Calcule:

a) A velocidade de m no final do plano inclinado.

b) A distancia horizontal adicional, percorrida por m, admitindo ainda 0 mesmo p neste novo percurso.

3)** Ache a forca horizontal maxima, F, aplicada ao bloco de massa M, tal que os dois blocos se movam juntos. O
coeficiente de atrito estatico entre os dois blocos ¢ p. Considere a superficie plana horizontal com atrito desprezivel.

my
m
M L F F—s e

Figura 5-18 Referente ao problema 3. Figura 5-19 Referente ao problema 4.

4)* Um pequeno bloco de massa m repousa sobre uma superficie horizontal. O coeficiente de atrito estatico entre o
bloco e a superficie é p. Se quer mover o bloco com a aplicagdo de uma forca F, de intensidade a menor possivel. Qual
dever ser F (modulo, diregao e sentido)?

5)** Um bloco escorrega para baixo num plano inclinado de inclinagdo 0 = 45° e comprimento 8 m. Ele leva dois
segundos para cobrir esta distancia. Qual o coeficiente de atrito cinético entre o bloco e o plano inclinado?

6)** Uma mola vertical totalmente relaxada, de constante elastica k, massa desprezivel, tem comprimento |y conforme
mostrado na Figura 5-20. Ela esta presa na parte superior. Na parte inferior tem um pequeno bloco de massa m, em
repouso sobre uma superficie plana horizontal. O bloco é entéo deslocado horizontalmente de uma distancia igual a l,.
Qual deve ser o menor coeficiente de atrito entre o bloco e a superficie para que m permanega em repouso nesta sua
nova posi¢ao?

7)* Um avido a jato voa a 1000 km/h e a uma altitude de 9 km, enquanto outro voa mais abaixo, a 450 km/h e a uma
altitude de 5 km. As densidades do ar nestas altitudes sdo, respectivamente, 0,30 kg/m® ¢ 0,60 kg/m’. Os avides
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possuem a mesma area da se¢do transversal de choque, bem como o mesmo coeficiente de arrasto. Calcule a razdo
entre as forgas de arrasto sobre estes avides.

8)* Um pequeno bloco de massa m = 1,0 kg desliza girando em uma circunferéncia de raio r = 25 cm sobre uma mesa,
com atrito desprezivel, enquanto esta preso por um fio inextensivel e de peso desprezivel, a um outro bloco de massa
M = 2,0 kg, pendurado pelo fio que passa por um furo no centro da mesa,conforme mostrado na Figura 5-21. Que
velocidade deve ter m para que M se mantenha em repouso?

nova posi¢ao
&£~ damola

Figura 5-20 Referente ao problema 6. Figura 5-21 Referente ao problema 8.

9)** Uma curva horizontal numa estrada tem raio R =40 m. O coeficiente de atrito entre os pneus e a estrada é
p = 0,6. Qual a velocidade maxima que um carro pode ter para ndo derrapar?

10)* Uma curva circular inclinada numa estrada foi projetada para uma velocidade limite de trafego de 60 km/h. O
raio da curva ¢ de 200 m. Neste caso, s6 a elevacdo da pista circular ¢ suficiente para evitar derrapagem, sem a
necessidade do atrito. Em dias chuvosos, esta velocidade cai para 40 km/h. Nesta situagdo, além da elevagdo ja
existente, ¢ necessario existir atrito para evitar a derrapagem. Qual ¢ o menor coeficiente de atrito entre os pneus € a
estrada para que o carro ndo derrape?

Despreze a frenagem produzida pela agua dos pneus sobre os paralamas.

11)** Um trem num trecho da ferrovia transnordestina passa por uma curva de raio igual a 200 m, a uma velocidade
de 60 km/h. A bitola (distancia entre os trilhos) da linha ¢ de 1,60m. De que altura o trilho externo deve ser elevado de
modo a minimizar a pressao que o trem exerce sobre ele?

12)*** Considere a Figura 5-19. Quais os valores minimo ¢ maximo da for¢a F, que aplicada constantemente a m,
mantém em repouso em relag@o a ela as massas m; ¢ m,. Desprezar os atritos na roldana e com a superficie horizontal
plana. O fio que liga m; e m, é considerado inextensivel e de peso desprezivel.



CAPITULO 6
TRABALHO E ENERGIA

O leitor poderia imaginar a dificuldade de um engenheiro ao projetar um automovel e ter que
calcular todas as forgas que agem sobre as milhares de pecas que compdem o carro, usando s
as leis de Newton. O desenvolvimento da fisica apos a era Newton, abriu novos caminhos para
tornar esta tarefa mais factivel. A partir deste capitulo vamos introduzir alguns conceitos novos,
entre eles o de trabalho e energia, que ajudarfio nesta tarefa e que tiveram inicio com a
revolucdo industrial na Inglaterra em meados do século XVIII. Neste periodo, mudangas
fundamentais ocorreram na tecnologia, na economia, na sociedade e na cultura. Certamente, a
fisica e a matematica tiveram um papel destacado neste processo. E o que veremos a seguir.

6-1 Energia

Nos dia de hoje ouvimos muito se falar sobre energia. Fala-se tanto assim porque parece existir
algo que esti presente em todos os fendmenos naturais conhecidos até agora. E uma certa
quantidade numérica que se denomina energia, ¢ que ndao se modifica nas multiplas
transformagdes que ocorrem na natureza. Parece um conceito abstrato, ja que ¢ um NUMero que
se conserva, € ndo algo concreto. Por exemplo, pode-se verificar experimentalmente que se um
pequeno bloco ¢é largado em A e comega a descer, sem atrito, num plano inclinado, € porque tem
associado a ele, uma energia (traduzida, como veremos, por um nimero) la no inicio da sua
descida e que paulatinamente ¢
transformada numa outra forma de
energia (com o mesmo numero) em B,
conforme visto na Figura 6-1.

Na partida em A, a energia era
associada ao corpo em repouso, mas em
B, se transformou numa energia de
movimento. Ambas as situagdes sao
formas de energia diferentes, mas

Figura 6-1. Corpo de pequena massa m descendo e depois traduzidas por um mesmo numero. De
subindo dois planos inclinados em atrito. Em todo este processo B para B”, m se desloca na horizontal,
n&o hé atrito e a energia é conservada. sem atrito, € nada externo atuando para

mudar esta energia de movimento. A partir de B’, m comega a subir outro plano inclinado de
mesma altura h, até atingir A’, com a mesma energia de que partiu em A. Neste exemplo, a
energia € um niimero que se conserva em todo o processo. Alias, a energia sempre se conserva
em todas as situagdes na natureza. E uma lei universal, e ao que parece nio tem excegio.

A descricdo acima estd colocada de uma forma muito qualitativa. No decorrer deste capitulo
deveremos dar uma abordagem quantitativa. Sera discutido o tipo de energia do movimento,
chamada energia cinética, que pode ser gerada através de um mecanismo chamado trabalho,
além de outros tipos de energia.

6-2 Trabalho e energia cinética

Imagine a situa¢do da Figura 6-1 descrita acima. Vamos tentar descrevé-la matematicamente.
No trecho AB, m chega em B com velocidade dada pelo uso da equagao de Torricelli,
vi=vi+2gsenBs=2gh, (6-1)
ja que vao = 0 (m parte do repouso de A). Como ndo ha atrito no trecho BB’, as tnicas forcas
atuando sobre m s3o seu peso e a forca normal N que ndo mudam sua velocidade.
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Consequentemente, vg = vg'. Apds B’, m comega a subir o segundo plano inclinado ¢ para a
uma altura h’, ou seja,
0=vj -2gsen®’'s'=vi—2gh” = vi= 2gh’. (6-2)

Comparando as Equagoes (6-1) e (6-2), conclui-se que h” = h.
Multiplicando por 1/2 m ambos os membros da Equagéo (6-1), obtemos

1/2 mvi = mgh = m(gsen 8)s = (ma)s.

Vamos analisar estas equagdes com cuidado. Todas elas conservam um mesmo numero. No
topo do plano inclinado, este nimero vale mgh. A partir dai uma forca F = m a = m(g sen 0)
atua sobre o corpo que multiplicada pelo percurso fornece 0 mesmo numero, que finalmente &
mantido sob a forma de 1/2 mv3 no final da descida. Processo similar inverso ocorre, como ¢
facil verificar, na subida do segundo plano inclinado.

O termo 1/2 mv? ¢ chamado de energia cinética e ¢ representado em geral pela equagdo

K= 1/2 mv2.

(6-3)

Esta energia K estd associada ao estado de movimento de um corpo. Sua unidade no SI (bem
como de todas as demais formas de energia), é o Joule (J), em homenagem ao cientista inglés
James Prescott Joule (1818-1889) (apesar de poder lembrar um nome francés, deve ser
pronunciado na forma do inglés). Assim

1joule = 1] = 1 kg. m?/s?. (6—4)
O termo mgh é chamado de energia potencial gravitacional e a ele voltaremos a falar mais
adiante.
Ja o termo W = Fs, responsavel pela transformacdo de duas formas de energia mencionadas
acima, ¢ chamado de trabalho. O trabalho tem a mesma unidade de energia e ¢ uma grandeza
escalar.

Digressdo matematica 6-1
Produto escalar e vetores

Produto escalar de dois vetores
d-b=abcosH 0<86<m),
onde o vetores sio d e b e o produto entre dois indica a operagdo de produto escalar.
Operag&o com versores
E facil verificar que
R9=9-9y=2-2=1
R-§=9-2=2-%=0
Algumas propriedades
i)Sed=ayx+a,y+a,?2

entdo, ay,=d % ,a,= d 9, a,=d %
ii)d-b=a,b,+ayb, +a,b,
iiyd-b=b.d (comutatividade)
iv)d-b+8)=d-b+d-¢

6-3 Expressao para o trabalho

. = , . N .
Consideramos uma for¢a F atuando sobre um corpo de modo a desloca-lo de uma distancia d.

Seja 0 o angulo entre os sentidos do deslocamento deda forca F. Assim F cos 0 é o componente
da for¢a ao longo do deslocamento do objeto. E conveniente definir o trabalho como

W=chose=ﬁ-a, (6 —5)

que € o trabalho realizado por uma forga constante.
Observacgoes:
1) O corpo deve se comportar como um corpo rigido, ndo tendo partes moveis.
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ii) Para 6 < m/2 rad, W >0 - F tem uma componente vetorial no mesmo sentido que o
deslocamento.

Para® >mn/2 rad, W <0 - F tem uma componente vetorial no sentido contrario

Para 6 =n/2rad W=0 - F realiza um trabalho nulo, ja que sua componente vetorial é
normal ao deslocamento.

Unidades
No SI as unidades sdao as mesmas para K. Também, pela Equagio (6-5)

1] = 1kg.m?/s? = 1 N.m. (6 —6)
No sistema CGS (consulte a Tabela 4-1), seria 1 dina X 1 cm = 1 erg. Como 1 N = 105
dinas, entdo 1] = 107 ergs.
Trabalho resultante realizado por varias forcas
Quando varias for¢as atuam sobre um objeto, o trabalho resultante realizado sobre o objeto ¢ a
soma dos trabalhos realizados pelas forgas individuais. Logo,

6—7
i 6-7)

Paradinha 6-1

No movimento circular uniforme de uma particula qual o trabalho realizado pela forga centripeta sobre a particula?

Exemplo 6-1
Uma forca F, ndo conhecida, puxa um corpo de massa m, ao longo de uma superficie horizontal plana, por uma
distancia d. Considere p. o coeficiente de atrito cinético entre o corpo ¢ a superficie. Calcular o trabalho realizado.

y Solucgéo:
Projetando as forgas sobre os eixos X e y respectivamente, ¢ usando a
2% lei de Newton, obtemos
— F {ZX—>FC059—A=0—>Fcos—uCN=0.
_ NA& 5Y >N +Fsen@—P=0-N=P—Fsen
A i . o
Eliminando N entre as equagdes acima, obtemos o valor de F
m
. X po_ Hemg
PY cos 8 + . send
O trabalho pedido ¢ dado pela Equagdo (6-5), e assim usando a
equagdo acima para F, chegamos finalmente a
Figura 6-2. Forcas atuando no _ pcmgd .
corpo referente ao Exemplo 6-1. T 14pctgh

Paradinha 6-2

Que valores de 0 fornecem um maximo e um minimo para o trabalho calculado no Exemplo 6-1?

6-4 Trabalho realizado por uma forca unidimensional variavel

Consideremos a forca F= F(x) X. Vamos admitir que
a forca F(x) unidimensional tenha um grafico como
mostrado na Figura 6-3. Os pontos X; € Xysao 0s pontos F(x)
iniciais e finais, respectivamente, de onde vamos
calcular o trabalho realizado por F (x). Dividimos a
area sob a curva da Figura 6-3 em um grande numero
de retdngulos de largura infinitamente pequena. Um
retangulo genérico estd mostrado, de largura Ax; e
altura média F(x;). Neste j-ésimo retangulo, o trabalho

F(x)4

realizado pela for¢ca média constante F(x;), num j-ésimo Figura 6-3. Grafico de uma forca
intervalo Ax;, ¢ dado pela Equagdo 6-5, ou seja unidimensional em funcdo de x.
AWJ = F(XJ) AXJ‘,
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No intervalo de x; a x¢, o trabalho total ¢ aproximadamente, dado por
N
W = Z F(X])AX] ,
j=1

onde N ¢ o numero de retdngulos infinitesimais considerados. No limite quando N — oo,
teremos

N
Wir= lim Z F(x;) Ax,

N - o j=1
Se este limite existir teremos a definicdo de uma integral definida no intervalo [x;, X], ou seja,
Xf
W = F(x) dx . (6—-18)
Xj

Geometricamente, o trabalho ¢ igual a area entre a curva de F(x) e o eixo de x, entre os limites
X; € Xp.

6-5 Trabalho realizado pela forca gravitacional

A forga gravitacional, relativamente proxima a Terra, atuando sobre uma particula de massa m,
¢ dada por

F=-mgy
O trabalho realizado por esta for¢a ao deslocar verticalmente esta particula de y; a yg, é obtida
pela Equagdo 6-8, aplicada na dire¢do do eixo dos y, ou seja

yf
W = f (—mg)dy = — mg(yr —y;) = — mgh. 6—9)
Yi

Se ao contrario, o corpo descesse,

W, = +mgh. (6 —10)

Olhando os resultados a luz da Equacao (6-5), ja que F= —mg § ¢ uma forca constante, vemos
que W; > 0, pois 0 =  rd, enquanto W, > 0, pois 8 = 0 rd. Os significados fisicos destes
resultados serdo analisados mais adiante, a luz do conceito de energia cinética.

Exemplo 6-2

Calcular o trabalho realizado por uma forga constante para elevar
uma particula de massa m a uma altura h, num plano inclinado sem
atrito e a velocidade constante.

Solucéo:

Ao longo do eixo dos x, temos

F — P sen 6 = 0, pois m se desloca com velocidade constante. Logo,
F = mg senf. O trabalho realizado por F, que ¢ uma forga
constante, ¢ dado por

Figura 6-4. Referente ao Exemplo 6-2

h
W=Fdcos0= ] (—) =mgh.
cos mgsen © { mg

E 0 mesmo valor dado pela Equagio 6-10, ja que aqui, F e d tém 0 mesmo sentido.

6-6 Trabalho realizado por uma forca elastica unidimensional

Vamos encontrar o trabalho realizado por uma mola quando um bloco de massa m, tratado
como uma particula, esta a ela preso, de acordo com as situagdes mostradas na Figura 5-3.
Algumas hipoéteses sdo consideradas: i) desprezar a massa da mola considerando que ela é muito
menor que m; ii) a mola obedece a lei de Hooke; iii) ndo ha atrito entre o bloco e o piso.
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Nas situagdes b) e ¢) mostradas na Figura 5-3, a forg¢a atuando sobre a mola no ponto que se
atrela o bloco ¢ sempre contraria ao deslocamento e dirigida para a origem O. Esta forca, pela
lei de Hooke, ¢ dada por
Fn(x)= —kx.
A forca que atua sobre o bloco vale, segundo a lei de Newton F(x) = — F,, (x).
Assim, o trabalho realizado pela mola ao ser deslocada da posi¢do x; para x;¢é dado por
Xf Xf 1
Wy, = Fn(x)dx = =k xdx = —3 k(x? — x?). (6 —-11)
Xi Xj

Se x; for tomado como origem (x;= 0), entdo,

W, = —1/2 kx2. (6 —12)

Exemplo 6-3

Considere o sistema bloco + mola da Figura 5-3 b). Uma forga F(x) = 10X em newtons seria necessaria para segurar o
bloco em x; = 20 mm. Que trabalho ¢ realizado sobre o bloco pela forga eléstica para distender a mola de 15 mm?

Solucéo:
Flz)k O trabalho pedido ¢ dado pela Equagéo (6-12)

1 2
Wm:—EkX.

(Esta teria o mesmo valor para cumprimi-la desta distancia x).

Note que podemos ainda obter este resultado, calculando a area sob a
curva F (x) com o eixo dos x, onde F (x) = +kx ¢ a forca aplicada ao
bloco. Aqui ndo conhecemos k. Porém para segurar o bloco em

x; = 15 mm ¢ necessario que a forga elastica exercida pela mola seja
igual e oposta a esta forca aplicada, ou seja, F,, = — 10%. Logo,

Figura 6-5. Area sob curva F (x) = kx.

—10N 1000
e

20X 10=m > N/m =500 N/m.

O trabalho pedido ¢ entéo,
Wy, = -3 x (500 N/m) (15 x 1073m)? = —0,056].

Paradinha 6-3
No exemplo 6-3 considere agora que o bloco passe a comprimir a mola de 10 mm. Que trabalho a forga elastica
realizou sobre o bloco neste deslocamento? Explique o sinal deste trabalho

6-7 Trabalho realizado por uma forca tri-dimensional variavel

1 Neste caso geral, a forca aplicada a particula ¢ dada por
) F=F, R+F, §+F, + 2 (6-13)
F
ar onde F,, Fy e F, podem ser fungdes de x,y,z. A particula pode

se mover de um deslocamento infinitesimal

dr=dx&+dy§ +dz2 6 — 14)

. P¢
B gerando um trabalho dW, expresso por

-

Yy dW=F-dr=Fydx+F,dy+F,dz

O trabalho total realizado por F para deslocar a particula de
. P; a P¢ através de uma linha, representada por C, na Figura 6-
6, ¢é entao,

Figura 6-6. Trabalho realizado por uma forca
genérica F de ir de P;a P; a0 longo do C.

W=fﬁ-ar=f (dex+Fydy+FZdz). (6 —15)
C C
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Uma integral deste tipo é chamada em matematica de integral de linha. Seu estudo est4 acima
do nivel deste curso. Sé situagdes mais simples serdo abordadas neste texto.

6-8 Teorema do Trabalho — Energia Cinética

. r ~ =
Considere uma particula de massa m sob a acdo de uma forca F ao longo de uma curca C. O

trabalho realizado sobre a particula por F ao deslocé-la da posi¢do Tj para a posicdo I¢ ¢ dado
pela Equagdo 6-15
Wi ¢= [, (Fxdx+F,dy+F,dz) = mfif (ay dx + ay dy + a, dz), (6 —15)
onde a 2% lei de Newton foi usada para um m constante.
Como
dvy, dvy dx dvy

R TR R

analogamente, podemos escrever
dvy dv,

ayzvyd—y e a; =v, dz

Substituindo estes valores na Equacdo (6-15)’, podemos obter

f 1 1
Wi_>f=mf (devx+Vydvy+vzdvz)=§m(v§ +V}2, +v2) |if=—mvf2—
i R ———

2
v2
L
—Emvi = Kf - Ki = AK,
onde usamos a defini¢do de energia cinética dada pela Equacao 6-13.
Em resumo,
Wisr=Kf —K;=4K |, (6 — 16)

que ¢ o famoso teorema trabalho-energia cinética. Ele afirma que o trabalho realizado por uma
forga aplicada a uma particula de massa constante, ao mové-la de uma posi¢ao inicial a uma
final, ¢ igual a variacdo da energia cinética neste percurso.

Observacoes

a)i)Se AK> 0 (ouKf >K;)= W;,¢ > 0.
11) Se AK <0 (Oqu < Ki) = W,r <0.
iii) Se AK = 0 (ou K¢ = K; ), o movimento se da a velocidade constante = W, _, ¢ = 0.

Atencéo! No Exemplo 6-2 a particula subiu com velocidade constante um plano inclinado, com
o auxilio de uma forca F. A variagdo da energia cinética foi nula (AK = 0), mas houve um
trabalho ndo nulo, W = + mgh # 0! Como isto aconteceu? E que ele se transformou em uma
outra forma de energia, chamada energia potencial, que sera discutida no proximo capitulo.

b) K é uma grandeza escalar com unidades iguais ao trabalho.

¢) As coisas surgiram neste capitulo com novas ideias, mas partindo das leis de Newton. Sdo
novos conceitos, como trabalho e energia, que vao facilitr o uso

da mecénica na solucdo de diversos problemas. VA
Exemplo 6-4 2-..---...----_,_,8
Calcular o trabalho realizado por uma forga F=xR%-x y ¥, dada em newton, 1| A ': + 5
sobre uma particula de massa constante ao longo de A a B no caminho I [ 5 oo i
mostrado na Figura 6-7. . ! E
~ | |
Solucéo: ' i ! s
A forga ¢ bidimensional. Assim o trabalho pedido ¢ dado por 0 1. 2: 3 "X

Figura 6-7. Referente ao
Exemplo 6-4.
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— B

= B B 2. 2. 3. 1
W= [ F-dr= [ (Fxdx+Fydy) = [, xdx-[ xydy= [fllxdx +4+ [ xdx + [ de]—[fl_ xdy +

+2 0 ydy + [ xydy| = [F 2242 x3 2 =292 12 =2 (4 -1) +2(9.-4) - (4.-1.) = 1,0].
2 2 2 2 2

Exemplo 6-5

Um corpo de massa m se desloca ao longo de um assoalho horizontal liso com velocidade constante v. Se choca na
sua trajetoria com uma mola de constante elastica k e massa desprezivel. A mola esta colocado na horizontal, com o
lado oposto ao choque, fixa a uma parede vertical. De quanto a mola ¢ comprimida com o choque?

Solucéo:

No ponto onde o bloco encontra a mola, consideramos x = 0. Com o choque, a energia cinética do bloco decresce, até

se anular. Esta variagdo da energia cinética, Ky — K; = — % m v, pelo teorema do trabalho-energia cinética é
transferida a mola, em forma de trabalho. Logo,

AK = — % mv? = — % k x? (cuidado com os sinais!).

Ou seja,

1 , 1 5 _[m

Ekx —Emv :)x-v\/;

Exemplo 6-6

Considere um bloco de massa m atrelado a uma mola, conforme mostrado na Figura 6-8. A mola esté frouxa e o
sistema bloco + mola em repouso. A t = 0, o bloco parte para a direita com velocidade inicial Vo, = v, & , distendendo
amolaaele preso. O bloco percorre uma distancia s até finalmente parar. A constante elastica damolaé ke o
coeficiente de atrito cinético entre o bloco e o assoalho € ..

Calcular:

a) O trabalho realizado pela forga de atrito.

b) O trabalho realizado pela forga elastica sobre o bloco.

¢) Os trabalhos realizados pelo peso do bloco e sua for¢a normal.

d) O trabalho total sobre o bloco.

e) A distancia s.

Solugéo:

a) Este trabalho é dado por W, = [ OS (Ay)dx =—pNs =

= —l. mgs.

b) Sobre m vai atuar uma forca Fy, = —kx criada pela mola. Logo,

S

1
WblOCO = f (—kX) =dx = —E kSZ <0.
0
c) Estes trabalhos sdo nulos ja que P e N sdo normais ao

AAANANAANLAND m
U N NN

|

|

»| X=s |<—

deslocamento do bloco.

Figura 6-8. Figura referente ao Exemplo 6-6. d) Wiyta = Z W; = —(p mgs + ks?/2) < 0.
i

e) Vamos usar o teorema trabalho-energia cinética, Wyoea = AK.
Logo,
—(puemgs + ks?/2) = 0 — mvi/2.
Obtém-se assim a equagio do 2° grau em s, (k/2)s>+ (i Mg)s — mvz/2 =0,
que resolvida fornece as duas raizes para s:

s= [—uc mg + /(uc mg)? + kaé]-

A raiz negativa, obviamente, ndo serve, pois s > 0.

Exemplo 6-7

Imagine uma particula sob a a¢do de uma for¢a de mesma diregdo e sentido que sua velocidade.
a) Usando F = d (mv) / dt para esta particula, mostrar que
F dr=mv dv + v’ dm.

b) Sabendo que m = mgy/{/1 — (v/c)?, mostre que
_Mpcy2
mvdv = (?) dm

. 2 o . . . .
¢) Substituindo os valores de v~ e mvdv na expressdo acima do item a) para Fdr, mostre que para baixas velocidades,



CAPITULO 6 - TRABALHO E ENERGIA

W=der= (m —mg) c? = AK.
c

Solucéo:
a) Partindo de

dv dm
F=a(mv)=ma+va,

podemos calcular Fdr, ou seja

d
dt
b) Da expressdo para m, tiramos o valor de v* , que ¢ dado por
v? =[1 - (my/m)?]c?.

Diferenciando os dois lados desta equagdo em termos das variaveis v (1° membro) e m 2° (membro), obtemos

v dm
Fdr = [m— +v E] (vdt) = mvdv + vZ dm.

mgy? mgCy 2
2vdv=2—03 c2dm = mvdv=(—0) dm.
m m

¢) O trabalho ¢ ainda dado pela relagéo

w=[Far= [ () am+[1- (52) ] cam) = ¢ [ Cam= m—mo) €2

C
Falta provar que este valor ¢ igual a AK. Usando a expressdo para m e chamando § = v/c, tem-se m = m,

1/2

(1 —PB?)~1/2. Como B << 1, ento, podemos expandir em série (1 — p2)"1/2, ou seja

1 3 5 1
1-B)V2=1+=-p2+ s B*+—=B°+ - =1+= B2
1-89 2[3 8B 16B ZB 6 — 16
e consequentemente,
2
(m —mg)c? = [1 +%(%) ]mo c?2 —mg v2 :% m, v2 = AK, para baixas velocidades.

A relagio W = (m — my)c? = AK mostra que massa e energia sdo equivalentes na relatividade restrita. Além disso,
as defini¢des de forga e trabalho sdo as mesmas da mecanica classica.

Paradinha 6-4
Certifique-se vocé mesmo que a Equagéo (6-16)' pode ser obtida diretamente da expressdo do Binomio de Newton
para (a +b)"e depois fazendoa=1,b=—Ben=—1%.

6-9 Poténcia

O conceito de trabalho ndo leva em conta o tempo em que ele foi realizado. Engenheiros estdo
interessados que ele se realize no menor tempo possivel

Imagine que uma forga realize um trabalho AW em um intervalo de tempo At. A taxa de
variagdo no tempo de AW ¢ chamada de poténcia média e é definida como

AW
Pmeédia = e (6—-17)

Se quisermos a poténcia instantanea, no qual o trabalho ¢é realizado, entdo definimos seu valor
como

dw
p=—o.
dt (6 —18)

Unidade

No sistema SI a unidade para poténcia ¢ o joule por segundo, que recebe a denominagdo de watt
(W), em homenagem a James Watt (1736-1819), por suas contribui¢des no desenvolvimento das
modernas maquinas a vapor. Assim 1 watt=1W =1 J/s.

Uma unidade também muito empregada é o quilowatt-hora, ou, simplesmente, Kw.h, para o
trabalho. E definida como

1 kw.h=(10° W) (3600 s) = 3,6 x 10° J = 3,60 M.J 6 — 19)
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Nas contas de energia elétrica esta unidade de energia aparece com frequéncia.
Outra expressdo para poténcia
Sabemos que

AW =F - Ar
po W 5 & g
“de  ae Y (6 — 20)

Dividindo ambos os membros por At € passando ao limite quando At — 0, obtemos que € outra

. . A . ~ =g
expressdo para a poténcia instantidnea, quando um objeto sofre a agdo de uma forca F e tem uma
velocidade instantinea V.

Paradinha 6-5

Qual a poténcia da tens@o da corda segurando um bloco em movimento circular uniforme?

Exemplo 6-8

Uma cachoeira tem uma vasio de 10*m® de 4gua em cada 2s. Sua altura ¢ de 80 m e a densidade volumétrica da agua
¢ 1,0g/cm®. Se 4/5 de sua poténcia é utilizada para gerar eletricidade, calcule esta poténcia.
Solugéo:
A poténcia que gera eletricidade ¢ dada por
p _4mgh 4 pVgh_
475t T 5t
Usando os valores numéricos no SI
p=1g/cm3=10"3kg/(1072)3 m3 = 103 kg/m?3,
obtemos finalmente,
4 10 x 10* x 9,81 x 80

¢ 75 2
Exemplo 6-9
Um corpo de massa m cai de uma altura h acima da superficie da Terra, partindo do repouso. Qual sua poténcia ao
atingir a Terra?
Solucéo:
Vamos usar a relagio
P=F:V=pv=mgy,
onde v pode ser obtido pelo uso da equagdo de Torricelli v2 = 0 + 2gh = 2gh = v = ,/2gh.
Logo,

P = mg,/2gh.
6-10 Pausa para descontracgao:
A Revolucgao Industrial

W =313,9x 10 x 106 W = 3139 MW.

A Revolugio Industrial comegou na Gra-Bretanha durante o século XVIII e se espalhou por grande parte da Europa e
da América do Norte. Sua repercussdo durou praticamente até os nossos dias.

O estopim desta revolucdo foi motivado pela necessidade da Gra-Bretanha solucionar a crise de combustivel em seu
territorio. Suas florestas estavam praticamente exauridas e as minas de carvao rasas estavam quase esgotadas. Novas
tecnologias se faziam necessarias para retirar o carvao cada vez mais profundo. A inven¢do da bomba a vapor para
drenar a 4gua nas minas e a descoberta do processo de fundi¢do do ferro, iniciaram a revolugdo industrial.

Mas por que na Gra-Bretanha? Muitas foram as razdes. A geologia naquele pais favorecia este caminho, pois, as
minas de carvdo eram proximas as de ferro. Por outro lado, a situagdo politica era estavel, o pais era livre de tarifas
alfandegarias internas e tinha um sistema bancario bem estruturado. Naquela época, a Gra-Bretanha ja era uma
poténcia e dominava os mares. Além disso, tinha um agronegécio relativamente desenvolvido em relagdo ao resto do
hemisfério norte.

A posicdo da Gra-Bretanha como ilha e seu forte poderio naval, deram-lhe grandes vantagens. No seu territorio, havia
bons portos, rios e canais navegaveis, estes ultimos, chegando a mais de 6400 km.

Com a constru¢do de um grandioso império ao redor do mundo, conhecido como império britanico, a Inglaterra
tornou tal processo de vital importancia para servi-la de fonte de matérias primas e mercados.

Com todas as vantagens mencionadas acima, a Gra-Bretanha detinha ainda de um enorme capital para investimento
em grandes novos projetos.

E foi o que aconteceu!

O ferro foi usado cada vez mais para a producdo de maquinario, navios ¢ em 1825, para iniciar as ferrovias com
locomotivas a vapor.
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As ferrovias foram as grandes conquistas na area do transporte de passageiros e cargas. Elas se espalharam
rapidamente por praticamente todo o mundo. As locomotivas a vapor foram também aperfeicoadas em varios outros
paises. Mesmo na década de 30 do século XX, ainda eram construidos novos modelos. Até hoje, este meio de
transporte ¢ largamente utilizado no mundo desenvolvido para o transporte de passageiros, e economicamente viavel,
para cargas pesadas em distancias maiores que 500 km. Certamente, ndo mais usando locomotivas a vapor e dispondo
de uma tecnologia moderna sofisticada.

As primeiras tentativas de construir bombas a vapor para drenagem de agua, comegaram com os engenhos de Savery
(1698) ¢ Newcomem (1712). Mas foi James Watt (1736-1819), que em 1769, patenteou uma bomba a vapor mais
barata e eficiente.

———

Figura 6-9. Um motor a vapor de Watt, Figura 6-10. A saide precéria dos trabalhadores
alimentado principalmente com carvéo, ingleses do setor téxtil em marco de 1919.
impulsionou a Revolugéo Industrial no Reino

Unido e no mundo.

Um outro setor que se beneficiou muito com a revolucdo industrial foi o setor téxtil. Com a invenc¢do da maquina de
fusos multiplos, a tecelagem manual praticamente chegou ao fim. Os Estados Unidos se beneficiaram destas
conquistas e também progrediram enormemente, construindo inddstrias e importando maquinas da Gra-Bretanha.
Esta primeira fase da revolugdo industrial teve na mecanica e na termodindmica o embasamento tedrico
necessario para a sua implementagdo. Isto durou praticamente cem anos, ou seja, todo o século XVIII. Cem anos
depois, ainda no século XVIII, Antoine Laurent de Lavoisier (1743-1794) comegou o processo de criagdo da quimica
moderna. E dele a famosa experiéncia que mostra que o oxigénio & o fator fundamental para iniciar o processo de
combustdo em um material combustivel. E mais cem anos, ja no século XIX, aproximadamente, tem inicio um
processo revolucionario na biologia com Darwin.

No século XIX, comega a ser criado o eletromagnetismo,
através dos trabalhos pioneiros de Michael Faraday (1791-
1867), o que acabaria por substituir paulatinamente o vapor.
Como vimos, a Gra-Bretanha inciou a revolugdo industrial.
Entretanto, ela se espalhou aos poucos por todo o hemisfério
norte. No Brasil, devido ao seu atraso a época, chegou
tardiamente. Foi aqui muito localizado, em poucas regides do
pais, principalmente, Sdo Paulo.

Efeitos negativos da industrializagdo foram sentidos, com o
inchago das cidades e a proliferacdo de favelas. Os paises mais
desenvolvidas resolveram grande parte destes problemas, mas o it Sl
paises como o Brasil, ainda sentem tais tragédias humanas. . . .
A revolugdo industrial foi também indutora de grandes Fl_g_ura 6-11.A locomotiva GarreFt, também
mudancas sociais no mundo. Com o crescimento do Utilizada no nordeste do Brasil apds a
protestantismo no hemisfério norte, a ideia do enriquecimento, segunda guerra mundial.

fruto do trabalho honesto, prosperou e ndo era mais vista como um pecado. Estas ideias contribuiram para o sucesso
do capitalismo, notadamente, nos Estados Unidos.

Na primeira metade do século XVIII, o centro filoséfico e cientifico da Europa esteve concentrado fortemente na
Inglaterra. Mas em meados do século, se deslocou para a Franga e em fins do século, para a Alemanha. Na Franga,
surgiu o lluminismo, movimento filoséfico criado para “iluminar” as amplas camadas da populacdo. Este
movimento continha varios lemas, entre os quais, a revolta contra as autoridades, o racionalismo (inspirado na
tradigdo de Descartes), o otimismo cultural, o retorno a natureza, o cristianismo humanista e os direitos humanos.
Como esperado, ndo tardou a se instalar uma revolta contra o autoritarismo, o poder da Igreja, do rei e da aristocracia.
Em 14 de julho de 1789 estoura a revolugdo francesa, com o lema “Liberté, égalité et fraternité” (Liberdade,
igualdade e fraternidade).

Foi um grande divisor de dguas na historia da humanidade. Apds a fase inicial do regime de terror que se instalou,
inclusive com a morte de Lavoisier na guilhotina, em 1794 come¢ou um novo periodo, tendo Napoledo Bonaparte
(1769-1821) a frente. Nesta época, grandes cientistas foram convocados para assumir importantes tarefas no novo
regime. E o caso de fisicos e matematicos brilhantes, como Lagrange, Condorcert, Diderot, d’Alembert, Laplace,
entre outros. Neste processo iluminado, a fisica ¢ a matematica se desenvolveram bastante. Toda a fisica classica, por
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exemplo, que comegou com a mecanica de Newton, seguida da termodinamica e finalmente, do eletromagnetismo,
foi concluida até o final do século XIX. Foi um esforgo intelectual gigantesco na época!

Os conceitos fundamentais de trabalho, energia, as leis de conservac@o, entre outras, foram criadas neste periodo. E
bem verdade que Kepler e Galileu ja haviam tratado de tais temas, mas superficialmente. Entretanto, foram homens
como d’Alembert, Joule, Lagrange e outros que firmaram definitivamente tais conceitos na fisica.

A segunda fase da revolugio industrial teve inicio nos Estados Unidos em fins do século XIX. Foi a era das grandes
descobertas em varios setores ¢ da produgdo em série na indistria do petrdleo, da aviagdo, automobilistica, radio,
telecomunicagdo, etc.

A terceira fase da revolugéo industrial comegou apés a segunda guerra mundial e ainda foi liderada pelos Estados
Unidos. Progressos na area nuclear, na informatica, nas telecomunicagdes, etc., s3o sentidos até os nossos dias.

E também desse periodo, o surgimento e a importincia crescente dos paises denominados emergentes, os quais
formam um bloco, chamado BRIC, sigla esta para indicar seus membros, Brasil, Russia, India e China,
respectivamente. E tudo isto teve inicio com a Revolugao Industrial!

Resumo
Energia cinética
-1 2
K= 1/, mv% (6 —21)
Trabalho
! 6— 22
WHfZJ- Fy dx = area sob a curva Fy X x, (6-22)
i
sendo i e f as posi¢des iniciais e finais, respectivamente. Para forcas tridimensionais:
Wi Sf= f f‘: : (—{I',
C (6—23)
onde C ¢ o caminho que a forga atua entre i e f.
Teorema do trabalho-energia cinética
W; ¢ = AK,onde AK = K¢ —K;. (6 —24)

Trabalho realizado pela forga gravitacional

—

w=P-q
onde P =m gy e d ¢ o deslocamento

Forga elastica
F, =—kx (Lei de Hooke)
Trabalho realizado por uma forca elastica

Se um objeto de massa m esta preso a extremidade livre da mola, o trabalho realizado sobre m pela forga eldstica ¢
dado por

1., 1 ,
ZEkXi—Eka. (6—25)
Se x;=0, e x;= X entdo,

Wy, = — = kx2.
m 2

Wi

(6 —26)
Poténcia

Poténcia média:

AW
Pmedia = A (6-27)

Poténcia instantanea:
P dw
- (6 — 28)

ou também,

P=Fv (6 —29)
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Questdes conceituais

1) Um homem segura na vertical um cartaz durante algum tempo sem realizear qualquer trabalho mecanico, e afirma
que se cansa muito nesta operagdo! Esté correta esta sua afirmativa?

2) Uma forga constante F atua sobre uma particula. Para um deslocamento d dado, em qual dos casos abaixo, o
trabalho realizado pela forga ¢é positivo, ou negativo ou nulo?

a) O angulo entre Fed¢ 120°%

b) o angulo ¢ 90°,

OF=28—9ed=3%+29.

3) Uma mola A tem uma constante elastica maior que a mola B (k, > kg). Que forca elastica realiza mais trabalho: a)
se as molas forem comprimidas de uma mesma distancia? b) Ou se forem por uma mesma forca?

4) Dois blocos idénticos podem descer deslisando através de F)
planos inclinados lisos, de mesmo comprimentos, mas de B
inclinagdo 0, diferentes. Existe alguma inclinagcdo 8 em que 4.
o trabalho realizado pela for¢a gravitacional é menor?
Justifique sua resposta \

5) Uma forga unidimensional atua sobre um corpo de 2,0 \
kg quando ele se desloca ao longo do eixo x, de acordo com
a Figura 6-9. Ele parte de x = 0 com velocidade de 4,0 m/s.
a) Qual sua energia cinética em x = 4,0 m? 0 L2 \ 3. 4[5 6. |70 x(m)
b) Qual sua coordenada quando alcan¢a uma energia X

cinética de 8,0 J? \
c) Qual sua energia cinética maxima entrex=0ex=7,0 \
m?

6) A especificacdo de uma locomotiva é em unidade de ) . B
energia ou de poténcia? Por qué? Figura 6-9. Referente a questao 5).

7) a) Em termos industriais, uma cachoeira é especificada em unidades de energia ou de poténcia?
b) Ja para o meio-ambiente em si é em energia ou poténcia?
Justifique suas respostas.

Problemas

¥y dekk O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Uma forga F = 10 N desloca um corpo de massa 20 kg, inicialmente, em repouso, de uma distancia de 10 m.
Calcule a poténcia média liberada no processo.

2)* Um carro de massa m parte do repouso e sua velocidade varia como v = C+/x, onde C é uma constante
dimensional em um movimento ao longo do eixo x. Ache:

a) sua aceleragdo;

b) o trabalho total feito pelas forgas que nele atuam depois de um tempo t;

¢) a poténcia neste intervalo de tempo.

3)* Uma forga tipo arrasto F= (Cx + 3x%)% em newtons e X em metros, atua sobre um corpo ao longo do eixo x. Em
x =0, a sua energia cinéticaé 10 Jeemx=3 mela é 64 J.
Calcule a constante C. Despreze efeitos de aquecimento.

4)** Uma particula de massa m move-se ao longo do eixo x com uma velocidade v = Cv'x, onde C é uma constante
dimensional. Ache o trabalho feito pela forga atuando sobre a particula para movimenta-ladex=0 a x=d.

5)** Considere uma particula de massa m suspensa por um fio inextensivel, de peso desprezivel e de comprimento |.
Através de uma forga F desloquemos a particula a velocidade constante ao longo de uma trajetoria circular, desde 6 =
0 até 6 = 0y, onde 6 ¢ o angulo entre o fio e a vertical.

a) Considerando F sempre horizontal, calcule o trabalho realizado.

b) Considerando agora F dirigida sempre ao longo do arco, calcule o trabalho realizado.

6)** Um corpo de massa m escorrega do repouso para baixo num plano inclinado de inclinagdo 6. Em baixo,
continua escorregando num assoalho horizontal plano e para apds percorrer uma distdncia s. Admita o mesmo
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coeficiente de atrito cinético p em todo o percurso. Calcule o trabalho feito pelas forcas de atrito. Explique o sinal
obtido neste calculo.

7)** Dois blocos de massa m; e m, sdo conectados horizontalmente por uma mola em repouso, frouxa e com massa
desprezivel. Admita que o coeficiente de atrito entre os blocos e a superficie horizontal plana é p. Ache o valor
minimo de uma for¢a constante horizontal aplicada a m; que desloque my.

8)** Uma particula de massa m move-se em uma circunferéncia de raio r. Ela tem uma acelerago radial dada por
a, = Ct? onde C é uma constante dimensional e t o tempo. Ache a poténcia gerada neste processo como uma fungdo
do tempo.

9)*** Uma corrente de densidade linear uniforme tem comprimento | , massa m, e estd em repouso sobre uma mesa,
com 1/3 de seu comprimento pendurado verticalmente em uma das extremidades da mesa. Que trabalho é necessario
para que a forga gravitacional puxe o restante da corrente?

10)*** A energia cinética de uma particula movendo-se numa circunferéncia de raio r, depende da distancia por ela
2
. r Ja 3 3 = . b r
percorrida s e ¢ dada como K = C s?, onde C é uma constante dimensional. Calcule a forca F aplicada 4 particula.

11)*** Uma forca F=—-%+ §, em newtons, atua sobre uma particula que se desloca em 1,0 s de uma posi¢ado
¥; = 1/2 % 4 uma posi¢do final T¢ = R + §. Calcular:

a) O angulo entre as duas posigdes T; e Iy

b) O trabalho realizado por F sobre a particula.

¢) A poténcia média da forga nesse intervalo de tempo.

12)*** Um bloco de massa m repousa sobre outro bloco de massa M > m. Ja o sistema m + M repousa sobre uma
superficie horizontal com atrito. Uma forga horizontal constante F ¢ aplicada ao bloco M, de tal forma que os dois
blocos se movem juntos aceleradamente.

Calcule:

a) O coeficiente de atrito cinético entre M e a superficie horizontal.

b) A forga de atrito atuando no bloco superior

¢) O trabalho feito pela forga de atrito no bloco superior durante um deslocamento s do sistema.



CAPITULO 7

ENERGIA POTENCIAL E CONSERVACAO DA
ENERGIA

No capitulo 6 estudamos a relacdo entre o trabalho e energia cinética. O importante teorema
do trabalho e a variacdo da energia cinética foi deduzido de modo a facilitar, em muito, a
resolucao de varios tipos de problemas.

Neste capitulo vamos discutir a relagdo entre trabalho e uma varia¢do na energia potencial
que também se apresenta no estudo da mecénica. A energia potencial, nas formas de energia
potencial gravitacional ou de energia potencial elastica, ja apareceu no capitulo anterior. Nao
¢ dificil entender que a energia potencial estd associada a uma dada configuragdo de um
sistema de corpos que exercem forgas entre si. Isto € o que ocorre, por exemplo, em uma
molécula onde, para certa configuragdo geométrica, existe associado uma energia potencial
responsavel por este fato.

7-1 Trabalho, forcas conservativas e ndo-conservativas

Comecemos a analisar com mais detalhe dois sistemas ja por nos discutidos no capitulo
anterior: O sistema massa-mola e o sistema massa-plano inclinado. As massas dos blocos sdo
consideradas pequenas. No primeiro, a forga presente obedece a lei de Hooke, enquanto no
segundo caso, ¢ a for¢a gravitacional.

Sistema massa-mola

Imagine um pequeno bloco de massa m ligado a
uma mola de massa desprezivel e constante
elastica k. Inicialmente, o sistema estd em
equilibrio em x = 0 e é subitamente colocado
em movimento com velocidade inicial v; para a
direita, ao longo de uma superficie horizontal
lisa, conforme ilustrado na Figura 7-1. Por a

—

k
B (L1117

a)

k
'_{sbdll

b)

i X=0 b

Figura 7-1. a) Bloco se move para a direita
(compresséo) com velocidade v; em x = 0. b)Bloco
se move para a esquerda (descompressao)
partindo do repouso, até atingir uma velocidade
final vi emx =0.

mola ser comprimida de uma distancia x, ela
transforma energia cinética do bloco em energia
potencial elastica do sistema massa-bloco. O
bloco diminui paulatinamente, sua velocidade,

até parar, e comega a reverter o0 movimento,
indo o bloco em sentido oposto, para a
esquerda. Na figura 7-1 tivemos uma variacao
das energias cinética e potencial elastica, dadas
por

( — 1 2 _ 1 2
JAK—O—EmVi =—smv, 7-1
ida —» <
(Moo = [ oy = =510t 7-2)
0
Ja na Figura 7-1 b), estas energias foram
( 1
AK:EmeZ_OZEmeZ , (7-3)
volta - 0 1
LWH) = f (—kx) dx" = +3 kx? (7-4)
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Pela soma das Equagdes 7-2 e 7-4, o trabalho total é nulo, e usando o teorema do trabalho-
energia cinética, obtemos
Wosx + W0 =0=AK = K; =K;

(ou equivalentemente v;= vy).

Sistema massa-plano inclinado

Imagine agora uma bolinha de massa m,
jogada plano inclinado acima, sem atrito e
com uma velocidade inicial v; de modo que
ao atingir o ponto B, a uma altura h, ela para.
Neste percurso, s6 a componente do peso ao
longo do eixo x,

— mg senf realiza trabalho. As componentes
ao longo do eixo y, N e — mg cosf, ndo
realizam trabalho, ja que sdo perpendiculares
ao deslocamento. De B, cai até atingir o
ponto C, com uma velocidade v: Ele
escorrega de C a A. Através de equagdes, podemos resumir o processo descrito acima:

Figura 7-2. Bolinha de massa m jogada plano inclinado
acima contra a forca da gravidade e dele caindo de B, até
atingir o ponto A, todo o processo sem atrito.

(WAHB = f (—mg senB) dx = —mg(sen6 s) = — mgh, (7-15)
ida - { 0
AK=0- 2 mv? =+ my? 7
t = vai = vai, ( —6)
onde s = AB.
(
Wgc = f (—mg) dh’ = mgh, (7 _ 7)
volta — L
tAK=—me—0—Eme (7—8)

Ao longo de CA, o peso ndo realiza trabalho, ja que ¢ normal ao deslocamento. Assim, neste
percurso AK = 0.

No percurso total, tem-se

1
mvf —= mv?, = Ki=K

1
WA_,B+Wch+Wc_,A=O=AK=+— 2

2
(ou equivalentemente, v¢ = vj;).

No sistema massa-plano inclinado a bolinha poderia também ter feito o caminho de volta,
descendo o plano inclinado, de B para A. De novo, Wy_,g + Wg_,5 = 0.

O que se verifica nos sistemas descritos acima? E que existem certos tipos de forcas que
atuando sobre uma particula ao longo de um percurso fechado qualquer, comegando de
algum ponto inicial e finalmente, retornando a ele, num percurso de ida e volta, geram um
trabalho resultante nulo. Tal tipo de forca é chamado de forga conservativa.

. y . . =
Observacdes importantes se fazem necessarias: i) For¢as, como a normal N, resultante do

contacto de um corpo com um assoalho, ou a tensdo T, no fio de um péndulo, na auséncia de
atrito, sdo normais a trajetoria da particula e assim nao realizam trabalho; ii) Estas forcas sdo
exemplos de uma categoria de forcas chamadas de vinculo. O plano inclinado, ou o
assoalho, ou o fio do péndulo, vinculam a particula a seguir uma dada trajetoria.

Se nos sistemas analisados tivéssemos a presenga da forca de atrito (ou similar, como de
arrasto), K;> Ky, e o trabalho ao longo do percurso fechado ndo mais seria nulo. A for¢a de
atrito reverteria parte da energia cinética em energia térmica, que ndo poderia ser transferida
de volta para a energia cinética. Uma for¢a que ndo ¢é conservativa é chamada de for¢a ndo-
conservativa.
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Em resumo, uma for¢a ndo conservativa produz uma trabalho resultante ndo nulo sobre uma
particula, ao longo de qualquer percurso fechado.

Teorema importante: O trabalho resultante realizado por uma forca conservativa sobre
uma particula movendo-se entre dois pontos ndo depende da trajetéria seguida pela
particula.

B B
. - Prova:
Considere a Figura 7-3 (a). Como a forca atuando sobre
2 2 a particula € conservativa,
A A
w® w® wo o w®
@ ® A-B B—>A_0 = A-B B-A (7-5)

Figura 7-3. (a) Uma particula se move . ) o
sob acdo de uma forca conservativa de A OU seja, o trabalho realizado ao longo da trajetoria 1 (de

para B e de B para A, ao longo das ida), ¢ igual a menos o trabalho ao longo da trajetéria 2
trajetorias 1 e 2. (b) Idem de AparaB, (de volta). Consideremos agora a situagdo representadda
ao longo das trajetorias 1 e 2. na Figura 7-3 (b), ao longo da trajetoria 2:
w® w®
A—>B__ Bo A (7—6)

Cada trabalho W ¢ definido por uma integral (Equagdo 6-15) que muda de sinal quando

percorremos o caminho de integracdo em sentido inverso (ja que os infinitésimos dr— — d_r))
Usando a Equagao (7-5) em (7-6), obtemos finalmente,

@ @
w =W CQD.

A-B BoA’ (7-7)

Paradinha 7-1

A Figura 7-4 mostra trés trajetorias entre os pontos i e f. Uma forca resultante realiza o trabalho indicado sobre
uma particula movendo-se ao longo de cada trajetoria. Existe algum percurso sobre o qual a forga resultante é
conservativa? E ndo-conservativa?

v (m)
P2 gl P
AN
C
N S
0 2. 4. X (m)
_1. [ ———"T
Figura 7-4 Referente a Paradinha 7-1 Figura 7-5 Referente ao Exemplo 7-1

Exemplo 7-1

Uma particula de massa m = 1 kg, desliza sem atrito num plano vertical do ponto i ao ponto f, através da linha C.
Qual o trabalho realizado sobre m pela forga gravitacional de i até {?

Solucao:

O calculo através de C, exigiria o conhecimento da equagdo da curva C, o que ndo foi dado. Além do mais,
poderia levar a um calculo dificil. Entretanto, qualquer outra trajetéria ligando i e f poderia ser escolhida, haja
visto que estamos diante de uma forga conservativa atuando sobre a particula. Esta ¢ a forga gravitacional.

Uma outra trajetoria possivel sairia do ponto i e ao longo da horizontal, alcangaria o ponto P(4. , 2.). Neste
percurso o trabalho realizado ¢ nulo, pois o peso P= mg é normal a trajetoria. Do ponto P a particula cairia sob a
acdo da gravidade atingindo o ponto f e realizando um trabalho dado por

W = mgh = (1kg)(9,81 m/s?)(2.m) = 19,62 ]

Este é também o resultado obtido ao longo da curva C.

Como consequéncia do teorema acima, temos o seguinte fato:
Para percorrer o caminho de A a B ao longo de 1 e depois retornar de B a A ao longo de 2, ¢
equivalente a percorrer o caminho fechado da Figura 7-3. Isto pode ser representado como
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® @ _ $F. g = —7)
WA_>B+WB_>A—'<£F-dr—0 , (7=7)
[

onde a integral de linha (ver na segdo 6-7) ¢ feita ao longo de um caminho fechado C. A
notagdo § . foi criada para representar este fato.

Reciprocamente, se a Equacdo (7-7)" e verdadeira, Vc fechado, podemos facilmente
demonstrar que WS_?B = W‘,gz_aB , invertendo o raciocinio.

Assim podemos enunciar o seguinte teorema mais geral:

“A condicdo necessaria e suficiente para que uma forca seja conservativa € que o
trabalho por ela realizado ao longo de qualquer caminho fechado seja nulo”.
Simbolicamente,

-

F é conservativa < jgl_f -dr = 0,VC fechado. 7-7"
C

(o simbolo < significa se e somente se).

7-2 Energia Potencial

No sistema massa-plano inclinado discutido na se¢ao anterior, por exemplo, a propor¢do que
a particula ia subindo o plano, ela ia perdendo energia cinética e ganhando energia potencial.
Algo similar ocorre quando a particula comprime a mola no sistema massa-mola, também na
secdo anterior. Vamos agora tentar generalizar este conceito

Imagine uma forga conservativa atuando sobre uma particula. Esta forga realiza um trabalho
W sobre a particula, dado por

f
W:j F -dr. (7-8)
i

Na realizagdo deste trabalho, tivemos uma variagdo AU na energia potencial do sistema,

definida como

Note que, por hipétese, a forca é conservativa, e assim o trabalho ¢ o0 mesmo para todos os
percursos entre i e f. Explicitamente, AU é expresso como

f
AU=—f F -dr
i

(7 — 10)

O fato é que a independéncia do caminho nos permite definir uma fun¢do energia U, cuja
diferenca entre os dois pontos ¢ expressa através da Equacdo (7-10).
Vejamos alguns casos mais conhecidos.

Energia potencial gravitacional

Consideremos uma particula de massa m sob a acdo da for¢a da gravidade e a uma altura y
da Terra (o sentido positivo de eixo y para cima). A variagdo da energia potencial do sistema
particula-Terra ao desloca-la de y para y;¢ dado pela Equacao (7-10), tornando-se

—

F =—-mgy e dr = dy ¥:
vt vt y
AU = —f (—mg)y -dy§ =mgf dy = mgy [y .
Yi Yi
Finalmente,

AU = mg (yf — y;) = mgAy. (7 -11)
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Temos ai uma variagdo das grandezas nos dois lados da Equagio (7-11). E comum se utilizar
a notacao
U—-U; =mg(y—vi), (7-12)

para indicar U como a funcdo energia potencial no ponto y, enquanto U — U; depende do
ponto de referéncia y;. Normalmente, tomamos U; = 0 e y;= 0. Ou seja, a medida da energia
potencial esta sempre associada a um referencial escolhido. Em resumo,

U(y) = mgy ) (7 —13)

¢ a funcdo energia potencial gravitacional, em relagdo a posigdo vertical de
referéncia
yi=0,com U (y;) = 0.

Energia potencial eléstica

Para um sistema massa-mola como mostrado na Figura 7-1, AU ¢ dado por

Xf 1
AU=—-| (-kx)dx = > k(xf —x2).

Xj

(7 —14)

De novo a medida AU depende do ponto de referéncia x;. Normalmente, este ponto de
referéncia é escolhido para uma configuracdo do sistema na qual a mola se encontra em seu
estado relaxado e m em x;= 0. Nesta situagdao U;= 0, o que implica

U(x) = 1/2 kx? , (7 - 15)

que ¢ a funcéo energia potencial elastica, em relagéo a posigao de referéncia x;= 0, com
Ui: 0.

Paradinha 7-2

Um mesmo objeto poderia estar sujeito a agdo de dois tipos de forgas, a partir de uma mesma origem x = 0:

—C , 0<x<a,

00 = { 0.

X>a.

—CVx, 0<x<a,
A9 = 0 X>a

onde C e a sdo constantes dimensionais positivas.
Qual das forcas oferece a maior variagdo na energia potencial do objeto?

Exemplo 7-2

Um prédio tem cinco andares e a distincia entre os pisos de cada andar é de 4 m. Uma pessoa de 70 kg esta no
ultimo andar.
a) Qual ¢ a energia potencial gravitacional desta pessoa em relagdo ao andar térreo, tomado como y =0 e U;=0?
b) Mesma pergunta, tomando agora o ponto de referéncia no 1° andar.
¢) A pessoa desce para o térreo. Qual a variagdo da sua energia potencial?
Solucéo:
a) A pessoa no 5° andar esta a uma altura y = 20,0m do solo (o eixo positivo dos y esta voltado para cima). Assim
sua energia potencial gravitacional é dada por

U=mgy=(70kg) (9,81 m/s?) (20,0m) = 13,73 kI
b) Neste caso,

U=mgy=(70 kg) (9,81 m/s®) (16,0m) = 10,99 kJ
¢) Devemos usar a Equagdo (7-12),

AU =mg Ay = (70 kg) (9,81 mv/s?) (20,0m) = 13,73 kJ,
ja que a variagdo na energia potencial ndo depende da escolha do ponto de referéncia y = 0, mas sim, da variagao
na altura Ay.
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7-3 Conservacao da energia mecanica para forcas conservativas

Vamos estudar agora o que acontece com a energia mecanica de um sistema sob certas
condi¢des, consideradas a seguir:

i) apenas forcas conservativas atuam no sistema (atrito e for¢as de arrasto, por exemplo,
ndo atuam);

ii) o sistema esta isolado. Assim, for¢as externas ndo atuam nele, ou ndo existe troca de
energia com o exterior.

Quando uma for¢a conservativa realiza um trabalho W sobre uma particula dentro do
sistema, essa forga transfere parte da energia sob a forma de energia cinética, e a outra parte,
em forma de energia potencial. Ou seja, numa linguagem matematica

conforme ja visto anteriormente. Comparando estas equagdes, conclui-se que

AE e = AK+AU=0 (7 - 18),

o que equivale a dizer que existe um niumero E que se conserva, ou seja,

E=K;+U; =K, +U, | - (7 —18)”

Este niimero E que se conserva ¢ chamado de energia mecanica do sistema isolado, onde
nele apenas forgas conservativas atuam.

O resultado apresentado pela Equagao (7-18) constitui o chamado principio de conservacéo
da energia mecénica.

Este principio é uma ferramenta poderosa na resolucdo de problemas em fisica, conforme
veremos neste capitulo e nos que se seguem.

A sua aplicagdo € muito simples, evitando, por exemplo, o calculo do trabalho realizado por
quaisquer das forgas envolvidas no processo (que as vezes pode ser complicado devido as
integrais de linha presentes). Como a energia, E, possui o mesmo valor em todas as
configuragoes do sistema, basta aplicar o principio para cada configuracdo, escolhendo
certamente, as mais simples e/ou convenientes.

Paradinha 7-3

Para os sistemas bloco-mola, bloco-plano inclinado discutido anteriormente, ¢ mais um péndulo simples, aplique
o principio de conservagdo da energia mecanica, calculando E para cada um deles. Calcule e discuta os valores da
energia cinética e da energia potencial presentes em algumas configuragdes tipicas ao longo de um caminho
fechado.

Exemplo 7-3

Um bloco com massa m = 2,0 kg é colocado contra uma mola sobre um
plano inclinado sem atrito. O plano inclinado forma um angulo 6 = 30°
com a horizontal, conforme a figura. O bloco ndo esta preso a mola. A
mola, com constante elastica k = 19,6 N/m, ¢ comprimida de Ax = 20
cm, e entdo solta. Tome g = 10 m/s”.

a) Qual ¢ a energia potencial elastica da mola comprimida?

b) Qual é a variagdo da energia potencial gravitacional do bloco,
quando o mesmo se move desde o ponto em que foi liberado até atingir
0 ponto mais alto no plano inclinado?

c) Qqal a distancia percorrida pelo bloco ao longo do plano inclinado Figura 7-6. Referente ao Exemplo 7-3
até atingir esta altura maxima?

Solucao:

—Ax 1 1
(1) Whola = —f (—kX,)dX’ = —E k Ax? = — AUpmola = AUpola = +E k AxZ.
0

Usando os valores numéricos, obtém-se AU 1. = 39,2 J.
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b) Tome a energia potencial gravitacional de referéncia U, = 0, no ponto onde o bloco mais comprime a mola. O
bloco ¢ largado de volta, se separa da mola e atinge o ponto mais alto do plano inclinado, atingindo ai uma
velocidade momentaneamente nula. Usando o principio de conservagio da energia,

AK + AU =0,
1 1
(0 —0) + [(mgh — 0) + (0 - EkAxZ)] =0 = AUp=- ke
AK AU yY

Usando os valores numéricos, AU, = 39,2 J.
¢) Do item anterior é facil concluir que mgh = % kAx2. Como
kAx?

h=ssen6 = S=m.

Usando os valores numéricos, obtém-se
$=3,92m.

7-4 Forca e gradiente da energia potencial para sistemas
unidimensionais

Do que vimos anteriormente, podemos facilmente aplicar a sistemas unidimensionais
isolados, onde apenas forgas conservativas atuam. Nesta situacao,

Além do mais,

W=f F (x)dx' . (7 —20)

Estas relagdes levam ao principio de conservagdo da energia para sistemas unidimensionais:

1
E= 5 mv? + U (x)
(7-121)
Das equagdes (7-19) e (7-20), conclui-se facilmente que

U(x) = —f F (x') dx" + U (xo) (7 =22)

O caélculo de U (x) depende da escolha do referencial U (x,). Por exemplo, no caso de uma
mola, pode-se escolher U (x,) = 0, no ponto x, onde a mola esta relaxada e em repouso. Ja no
caso gravitacional, para distancias proximas a Terra, toma-se em geral a superficie da Terra
como este referencial. Para sistemas que envolvam grandes distdncias (astrondmicas),
veremos no volume 2 deste curso que U (x¢) — 0 para xo — .

Observe também que o célculo da energia cinética K = % mv?, depende de v>, que por sua
vez depende de v, o qual depende do referencial escolhido. Em resumo, a medida tanto de K
como de U, dependem da escolha do referencial. Entretanto, a energia E, dada pela Equacao
(7-1), ndo depende de tal escolha. E uma grandeza que ¢ sempre conservada para todas as
configuragdes do sistema! Tente vocé mesmo verificar isto.

Até agora foi possivel determinar AU desde que se conhega F(x), através do uso da Equagdo
(7-22). A pergunta agora ¢: podemos fazer a operacao contraria, ou seja, dado U(x) podemos
calcular F(x)? Para responder a esta pergunta se faz necessario demonstrar o teorema abaixo.

Teorema: Em um sistema isolado, com energia potencial U(x), a for¢a conservativa nele
atuando € dada por
dU(x)

dx

Fx) = —

Prova:
Vamos usar a Equagdo (7-22), e substituir F(x) por — dU(x)/dx:
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¥ ¥ (dUx’' ¥
AU(x) = —f F(x')dx' = +f < (, )> dx’' = f dU(x") = U5, = AUX) ,
X0 Xo dX X0
ou seja, obtivemos uma identidade. Logo,
_ dU®) _ ’
PO = — T (7-22)

¢ uma expressao verdadeira, CQD.
O termo dU/dx é chamado de gradiente do potencial. A Equagdo (7-22)" é conhecida como a
forga igual a menos o gradiente do potencial.

Paradinha 7-4

Usando o teorema acima, calcule a forca que atua numa mola se sua energia é U (x) = + ¥ kx*.

Exemplo 7-4

Um bloco de massa m esta atrelado a uma das extremidades de uma mola de massa desprezivel e de constante
elastica k. A outra extremidade esta presa. O sistema massa-mola estd em repouso e a mola relaxada sobre uma
superficie horizontal lisa. Subitamente, o bloco parte de seu repouso com uma velocidade v, de modo a alongar a
mola. Qual o alongamento maximo atingido pela mola?

Solucéo:

Admitindo o bloco partir no sentido x > 0 (para a direita), ele vai sentir a presenga de uma for¢a F = —kx, criada
pela mola. A energia potencial acumulada pelo bloco ¢ dada assim por

U = — f(— k) = dx’ + U(0) = % k2 + U(0),

0
onde U(0) = 0. Logo, sua energia total adquirida ¢ dada por

1
E=-mv?+-kx*=-m3+0.
2 2 270
Para x = X5 corresponde & v="v,, =0,
€ consequentemente,
1 1 2 m
E KXfax = E mvg = Xmax = Vo E

Este deslocamento do bloco corresponde ao alongamento maximo da mola.

7-5 Estudo qualitativo do grafico da energia potencial

Imaginemos uma particula de massa m sob a acdo de uma forga conservativa, F(x), associada
a energia potencial U(x). Seja E o valor pré-fixado da energia total da particula, dada pela
Equagdo (7-21),
1
E=K+U®X) = > mv? + U(x) = constante (7 — 23)
e como K > 0, entdo se conclui que
K=1/2mv?=E-Ux)=0 , (7 —24)

com a condigao

U(X) <E , (7 _ 25)

para o movimento da particula com energia E. O calculo de sua velocidade ¢ obtido da
Equacdo (7-23), ou seja,

v(x) = i\/Z/m(E -Ux) . (7 — 26)
Os sinais + conrrespondem aos dois sentidos da velocidade. Com v(x) = dx/dt, podemos, em
principio, obter por integracdo x(t), a equagdo paramétrica do movimento, desde que se
conheca v(x), dada pela Equacgdo (7-26). Na pratica, este calculo ¢ em geral complicado, pois
envolve dificuldades técnicas nos calculos das integrais. Assim sendo, é conveniente,de ante-
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mao, estudar qualitativamente o grafico de U(X), para extrairmos importantes informacdes
sobre o movimento da particula.

Seja  U(x) um potencial geral,
representado pela Figura 7-7, onde a
particula estd a ele sujeita. Seu
movimento obedece as condigdes (7-
24) ou (7-25), e tem como energia E.O
grafico para F(x) = — dU(x)/dx pode
ser obtido diretamente da curva de
U(x), através do calculo da derivada de
U(x), num dado ponto X, com o sinal
negativo. FEstd, pois, associada ao
calculo da declividade da curva. Nos
intervalos (X, , X3) € (X5, X7), U(X) tem a
declividade negativa, gerando nestes
intervalos F(x) > 0. Ja no intervalo (X3,
Xs), U(x) tem declividade positiva,
gerando F(x) < 0. Alguns pontos
merecem aten¢do. Pontos onde F(x)=0 Figura 7-7. Graficos de U(x) e F(x), onde a energia pré-

sdo chamados de ponto de equilibrio. fixada, E, € conservada.

Nestes pontos, o grafico de U(x) tem

tangentes horizontais. Em x3, por exemplo, temos um minimo para U(x). Qualquer pequeno
impulso na particula em torno deste ponto faz a mesma retornar a ele. Seria interessante
enfatizar que isso ocorre porque a forga tem diregdo contraria ao deslocamento. Dizemos que
x3 ¢ uma posi¢do de equilibrio estavel. A vizinhanga de qualquer equilibrio estavel é
descrito, aproximadamente, pela lei de Hooke. Observe os pontos A e B em torno de x3: AB
¢ aproximadamente, um seguimento de reta (reveja também a se¢do 5-2).

Ja o ponto x5 ¢ um ponto de maximo para U(x). Um pequeno impulso na particula, faz a
mesma se afastar ainda mais de xs. Dizemos que x5 ¢ um ponto de equilibrio instavel.
Finalmente, o ponto xg fornece F(x)=0, com U(x) = constante. Um pequeno impulso na
particula, faz com que ela permaneca em movimento com a mesma velocidade. Dizemos que
xg ¢ um ponto de equilibrio indiferente. Uma bola de gude colocada sobre uma mesa
horizonhal tem este tipo de equilibrio.

Pontos extremantes (maximo (s) ou minimo (s) ) de F(x) ocorrem onde U(x) possue pontos
de inflexd0. E o caso dos pontos x4 € X¢ no grafico de U(x). Para finalizar, pontos onde a
velocidade da particula troca o sinal, ou seja, ao passar por um destes pontos X, v(x)=0, sdo
chamados de pontos de inversdo ou pontos de retorno. Eles ocorrem quando a condigao,
dada pela Equagdo (7-25)

E p
T(x Equilibrio instavel
vl \ ' |

Equilibrio indiferente
Equilibrio estavel

UG =E (7=27)

¢ satisfeita. O ponto x; da Figura 7-7 representa um ponto de inversao.
A regido x<x; jamais serd alcancada pela particula, haja visto, a condicdo U(x) > E que
ocorre nesta regiao, e que viola a Equacao (7-25).

Solucdo completa para sistemas unidimensionais

Podemos obter uma solugdo geral formal do problema dindmico partindo da Equagéo
(7-26). Consideremos inicialmente o sentido positivo do movimento como

dx |2 E— U()

dt  m ( X))-

Desta equagdo podemos obter
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dx

JEE-Uw)

dt =

Integrando os dois membros desta equagdo, podemos obter a fungao x(t), ou seja,

t X dx’
dt'=t—t0=f :
2 '
K “Ja@—U@D

(7 -27)

Os valores xg e t, se referem as condi¢des iniciais conhecidas da particula. O sinal da raiz
quadrada a ser tomado (+) dependerd da orientagio de V, na regido do movimento

considerada.

Em muitas situagoes, a integral acima nio pode ser calculada analiticamente, isto €, ndo pode
ser encontrado um expressdo fechada para a integral em termos de fungdes elementares.
Entretanto, informacgdes qualitativas obtidas das discussdes acima, ajudardo muito na sua

solucdo.

Paradinha 7-5

Considere a queda livre de um objeto de massa m caindo de uma altura h no vacuo. Verifique a Equacao (7-26)
para as velocidades de subida ou descida, ao passar pela mesma altura.

Exemplo 7-5

A Figura 7-8 representa um grafico da energia yx) (1) 4

pontecial U(x) em Joule, em fungdo de x em metros.
Uma particula de massa m = 2,0 kg esta sujeita a
U(x). O sistema ¢ conservativo.

a) Qual a intensidade e o sentido da for¢a que atua
sobre a particula em cada trecho do grafico ao longo
do eixo x?

b) Imagine que a particula ¢é solta em x = =3,0 m
com uma velocidade inicial vo = — 1,0 m/s. Ela
pode alcangar o ponto x=0,5 m?

¢) Quais os pontos de retorno para a particula?
Solucao:

a) Trecho 01:
_ AU O_0
=TI
Trecho 02: X
Fo= -2 _T%_ 50N
T o2.-1. 1. T
Trecho 24:
Fy = 0.
Trecho 45:
F o 5.—1._ 40N
T 5.-4. 7
Trecho 5...:
Fy = 0.

b) Em x = 3,0 m a energia total da particula ¢ dada por

1 1
E= Emvg +U(,0) =5 x 2.X 1,024+1,0=20].

No ponto x = 0,5 m a energia cinética da particula é
K (0,5)= 2,0-3,0=-1,0<0,
logo, este ponto ndo ¢ atingido por ela.

5.

4.

Figura 7-8. Referente ao Exemplo 7-5

; (m)
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¢) Os pontos de retorno sdo aqueles onde E=U(x). Os possiveis candidatos estdo nos intervalos (1., 2.) e (4., 5.).
1° ponto de retorno:
Vamos calcular a equagdo da reta AB. Ela é dada por (lembrar da geometria analitica y—y, = tga (X-X))

Ux)-1.0 =tga (x — 1.0),

detgq o 3010
e T 0—10” 7"
Logo,

Ux)=2x-1,

que igualado a E=2,0J, fornece x = 1,5 m.
Analogamente, a equagdo da reta CD ¢ dada por
Ut — 10 = 3010

W -10=55"2%
que igualada a E=2,0 J fornece x=4,25 m.

(x—4,0) ou U(x)=4x-15,0

Exemplo 7-6

Imagine o caso hipotético de dois a&tomos “unidimensionais” ligados por uma energia potencial do tipo Lennard-
Jones,

a b
V0 =i 5
onde a e b sdo constantes dimensionais positivas. O sistema é conservativo.
a) Esboce o grafico de U(x) X x,
b) Esboce o grafico F(x) x x.
¢) Suponha que um dos dois “atomos” permaneca em repouso € o outro se mova. Descreva o movimento

’

subsequente.
d) Calcular a energia necessaria para separar os dois “atomos”.
A 3A-
6 Solugéo:

a) Para esbogar o grafico U(x) precisamos de seus valores em alguns pontos
importantes. Certamente, X =+ oo e
x = 0 sdo alguns destes pontos. Observe que lil’l’(l) Ux) =

X

=+4owe limUXx) =0.
—b2/4q X—00
Para valores muito grandes de x, U(x) tende para zero por valores negativos,
haja visto, que o termo —b/x® domina. Outro ponto onde U(x) =0 & x =x,=
(@/b)", o que ¢ facil de se obter.

O ponto de minimo de U(x) ¢ calculado fazendo dU/dx =0, isto é,

A
Fx)

12a 6b _ o e
_XT3+X_7_O = x=x; = (2a/b) .
Figura 7-9. Referente ao Exemplo 7-6. dU(x) 12a 6b
Gréfico de U(x) e F(x) b) F(x) = — ST

Note que lirré F(x) = +oo e lim F(x) = 0, este ultimo obtido através
X— X—00

de valores negativos de F(x). A for¢a se anula em x = X, e tem um minimo, onde dF/dx = 0. Logo,

26a 7b

F'(x) = S tE=0 = x=x3= (26a/7b)'/6 .

O ponto x3 ¢ um ponto de inflex&o para U(x).

¢) O atomo oscila em torno da posigdo de equilibrio estavel, no ponto x = x, de U(x).

d) Observe que U(x) ¢ medido em relagdo ao referencial U(eo) = 0. O dtomo estando no intervalo (x; o), estard
preso ao outro atomo. Para se dissociar (do outro atomo), tera que ter uma energia cinética, na posicéo de
equilibrio estavel, igual ou superior a -U(x) neste ponto. Ou seja,

Ep = U(0) — U(x) = (2a/b)Y/6 = b?/4a . Verifique!

7-6 Sistemas conservativos tridimensionais

As discussdoes anteriores podem ser generalizadas para sistema conservativos
tridimensionais. Certamente, também existem sistemas bidimensionais, mas com a discussio
tridimensional abaixo, ndo seria dificil adequa-las ao caso bidimensional.
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No caso em questdo, a energia potencial U agora ¢é fungdo de x,y,z, ou seja, U = U(x,y,z). A

= .
forga F é escrita como

ﬁ(x, v,z) = Fx(xy, D)X+ Fy(xy, 2y + F,(xy,2)Z , (7 —28)
de tal maneira que a generalizacdo da Equagdo (7-20) € a seguinte
F_} . X y z
AU=—fF-dr’=—fFde’—f Fydy’—fFZdz’. (=29
FO Xo Yo Zo
A energia total do sistema ¢ dada por
1
E= Emv2 + Uy, 2z), (7—30)

ondev? =¥V = vZ +vj + Vi,

Finalmente, a generalizacdo da Equagdo (7-22)" para trés dimensdes nos leva a equacao

- ou ou ou
__ W, U, v, (7 -31)
ox ox

Certifique-se que esta expressao de F (7) substituida na Equagdo (7-29), fornece uma
identidade.
O operador

V2A6+A+6+Aa (7 —32)
“ X 7Y ay 29z

¢ chamado em linguagem de calculo vetorial de gradiente e também muitas vezes de nabla
ou del. Nesta linguagem, podemos também descrever que

F®O=-VU®, (7 —33)

para sistemas conservativos.

Note que propositalmente, na Equacdo (7-32), os versores estdo a esquerda das derivadas
parciais. E que neste operador as derivadas s6 atuam sobre U e ndo sobre os versores.
Algumas observagdes importantes se fazem necessarias:

z4 - i) Interpretacdo geométrica do gradiente
Considere que U(F) = U, = constante. Esta
= equacdo define uma superficie no espago
L onde a energia potencial tem o mesmo valor

em todos os seus pontos. Esta superficie €
chamada de superficie equipotencial. Para
diferentes valores de U, geramos uma

v familia de superficies equipotenciais. Para

um dado U,, considere um ponto P(¥) sobre

x tal superficie. Movendo P de uma distancia
Figura 7-9. Interpretacéo geométrica do gradiente: dr sobre tal superficie, tem-se que

I fici P. S a2 2
normal a uma superficie no ponto dU=VU-dr(@®) =0,

haja visto, que permanecemos sobre a mesma U(F) = U,. Isto mostra que VU ¢
perpendicular a dr. Ou seja, o gradiente de U num dado ponto, é normal a superficie ali.

i) Simetrias ndo cartesianas

Em muitos sistemas em fisica se tém formas geométricas arredondadas. Ou seja, tais
sistemas tém formas mais proximas a superficies que podem ser esféricas, ou cilindricas, etc.
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Dai ser mais conveniente, matematicamente, descrevé-los num sistema de coordenadas mais
proximo a sua simetria.

No caso de simetria esférica,

U@ =U(r6,¢),

e o operador V tem que ser escrito nestas coordenadas. Todos estes conceitos serdo estudados
nos cursos de célculo. Ainda do curso de calculo vetorial, pode-se provar que este operador é
dado pela expressao,

T p d + B [ 0 + 5 I d
=r — _— - .

dar r 00 ¢ rsend do (7 —-34)
iii) Forcas centrais
Em muitas situacdes na fisica, uma particula pode estar sujeita a um certo tipo de forca, com
a seguinte caracteristica:

F = F(O)f , (7 — 35)

onde F(r) pode ser positivo (forca repulsiva), ou negativo (forca atrativa). Tal forca Fé
chamada de forga central, exatamente, por s6 depender de |[F|=r e ndo dos 4ngulos 0 e @,
presentes nas coordenadas esféricas. E um caso patente de simetria esférica total, tendo r
como a distancia ao centro de forgas.

Comparando-se as Equacdes (7-33), (7-34) e (7-35) chega-se facilmente a conclusdo que
para forgas centrais,

- . du(r) _
F=VIO===5"T - (7 - 36)

A energia potencial correspondente ¢ dada por

AU =U(r) = U(ry) = —f F(r)dr’ - (7 -37)

As superficies equipotenciais sdo superficies esféricas concéntricas com origem comum no
centro de forga O.

Paradinha 7-6

a) Ache o versor perpendicular a superficie equipotencial

U®x,y,z) = x>+ yz +22=3,

no ponto (1,1,1).

b) Qual a forga conservativa que estd sujeita uma particula sobre esta superficie?

Exemplo 7-7

Mostre que toda forca central é conservativa.
Prova:
Vimos na sec¢do (7-1) que o trabalho resultante realizado por uma forga

conservativa sobre uma particula ao longo de qualquer percurso fechado ¢
nulo. Assim sendo, consideremos uma forga central F (¥) = F(r)#,
atuando sobre uma particula. Consideremos também um caminho
arbitrario percorrido pela particula, como por exemplo, aquele mostrado
na Figura 7-10. O trabalho total ao longo do percurso C = ab ¢ d ¢ dado

por

b c
= o o _ ]
W= ?gCF ds _fa F@)-dr'+ fb FI) T -ds'+ Figura 7-10. Sobre uma particula atua
uma forga central. Ela realiza um
percurso a b ¢ d sobre duas superficies

d a
+fc F)t-dr' + L Fa)-ds’, equipotenciais concéntricas em 0.



CAPITULO 7 - ENERGIA POTENCIAL E CONSERVAGAO DA ENERGIA

onde no trecho ab, ds= - dr (et - dar = dr’), no trecho cd, ds = +d’r)', e nos demais trechos, a forga é
perpendicular a ds, dando contribui¢do nula. Dai se conclui que

szgﬁ-d_réo,
c

o que significa que toda forga central é conservativa.

7-7 Forcgas ndo conservativas

Se varias forgas conservativas estiverem atuando num sistema isolado, tais como a
gravitacional, a forca eldstica de uma mola, eletrostatica, etc., podemos considerar a
resultante de todas elas, digamos ﬁ, e calcular o trabalho por ela realizado sobre uma
particula o qual é dado por

Também sabemos que
W= —-AU,

o0 que implica na expressao
AK+AU =0,

onde AU sdo as variagdes de energia potencial do sistema associado a tais forgas. Esta
equacgado ¢ equivalente a

AE =0, (7 —38)’
ou seja, a energia mecanica total permanece constante, mesmo que o sistema mude de
configuragao.

= . . .
Como sabemos se F é conservativa? Se a integral de linha ao longo de um percurso C

fechado for nula, F ¢ conservativa. Neste caso, F deriva de um gradiente, através da Equacao
(7-33) e AU obedece a Equagao (7-9).

Imagine agora que além das for¢as conservativas, tenhamos atuando sobre a particula uma
forga ndo conservativa proveniente do atrito. Assim a Equagao (7-38) pode ser escrita como

W =W, + W, = AK,

onde W, ¢ a soma dos trabalhos realizados pelas forcas conservativas e vale —AU. JA W, ¢ o
trabalho realizado pela forca de atrito, dado por

Wa=fK-d?=fAdscosn=—fAds<O. (7-139)
c c c

Fisicamente, o sinal negativo indica que A atua sempre contra a dire¢do do movimento. Note
também que A pode variar ao longo de C.
E facil concluir que nesta situacao

AK+AU=—jAds¢O : (7 — 40)
C

Devido ao termo negativo do segundo membro, conclui-se que a energia mecanica final ¢
menor que a inicial!

Para onde foi a energia mecanica proveniente do atrito? Ela transformou-se em energia
térmica, gerando aumento de temperatura no sistema. Esta transferéncia de energia é
irreversivel, ou seja, nunca recuperada em forma mecanica. Vamos representa-la por AU, a
qual ¢ dada por

AU, = J.Ads.
e (7 — 41)
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Este assunto sera aprofundado no volume 2 deste curso.

Exemplo 7-8

Um pequeno bloco ¢ langado plano inclinado acima com velocidade inicial vo= 6,0 m/s. Ele para ao atingir uma
altura h = 1,0 m do plano inclinado e volta ao ponto de onde foi langcado. Admitindo constante a forga de atrito
que age no bloco, determinar a velocidade de volta na base do plano inclinado.

Solugéo:

Na subida do bloco,

AK+ AU = — fAds=—As,
c

sendo s a djstancia percorrida pelo bloco ao longo dp plano, até parar. Ou seja,
O—Emv§>+(mgh—0)=—As = Emvg—mgh=As.

Ja na descida,
AK + AU = — As,
ou explicitamente,

1 1
(Emv2—0)+(0—mgh)=—As = —Emv2+mgh=As.
Igualando as equagdes com o termo As, resulta,

v2 = 4gh— v3.
Isto implica dizer que v < vy .
Substituindo pelos valores numéricos vé-se que v = 3,0 m/s. Na subida, parte da energia cinética se transformou
em energia potencial, e outra parte em energia térmica, pela a¢do do atrito. Na descida, a energia potencial se
transformou em energia cinética (menor do que aquela da subida) e uma parte, de mesmo valor, em energia
térmica, ja que o atrito foi igual nos dois casos.

7-8 Conservacao da energia no caso geral

Vamos considerar o caso geral de um sistema constituido de varias forgas conservativas,
uma ou mais forcas de atrito, outras forcas ndo conservativas atuando sobre uma particula.
De acordo com o teorema trabalho-energia cinética

W=W,+W, +W,.=AK ,

W, = Z Wc(i) , W = z chi) e Wy = Z Wr(llc) ’
i i i
sendo,
wo = fﬁm &, wo = fxm &, e wlh = jﬁgg &
C C C

onde,

Podemos associar cada um desses trabalhos com uma variagdo de energia potencial (para
manter uniforme a notagao),

W.=-AU , W,=-AU; , Wy.=—-AUy,. ,

e concluir que

AK + AU + AU, + AUy = 0. (7 - 42)

Isto equivalentemente implica dizer que a energia mecanica total E,.. = K + U, e sua
variagdo AE,..=AK+AU, € igual ao trabalho realizado pelas forcas ndo conservativas. Isto
acarreta também que a energia total do sistema (E = K + U + U, + U,) € constante e sua
variagdo nula. A energia total ndo pode ser criada ou destruida, mas sim, transformada. A
equagdo acima traduz o principio universal da conservacado da energia. Este principio ndo
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s6 se aplica & mecanica, como também a todas as areas da fisica e da tecnologia. E uma lei s6
comprovada experimentalmente.

Poténcia

Podemos agora generalizar as Equagdes (6-17) e (6-18) que definem poténcia. A poténcia
passa a ser, num caso mais geral, como a taxa com que uma forga transfere energia de uma
forma para outra. Consequentemente, a poténcia média ¢ definida como,

AE

Pmedia = At ’ (7 — 43)

e a poténcia instantanea, pela equagio,

_dE
P=% (7 — 44)

Exemplo 7-9

Um objeto de massa m esta sujeito a agdo de forcas associadas a energia potencial
U(xy) =Yk +yd),
onde k ¢ uma constante dimensional positiva.
a) Expresse U em termos de coordenadas polares. Este ¢ um campo conservativo? Justifique.
b) Calcule Fy ¢ F,.
¢) Em coordenadas cartesianas, calcule a energia total do sistema.
Solugdo:
a) Em coordenadas polares, x=rcos® e y=rsem0 , = U=%k’
Como U s6 depende de 1, temos um campo central.
Logo, F ¢ conservativo. Dai, se tem,

1
F.=—-0U/dr=— > kr.

b Fy = U _ kx

) Fe= o= —kx,
au

e Fy=—a—y=—ky.

Este é um sistema bidimensional.
Ja vimos que as expressdes acima, tanto em coordenadas polares como as coordenadas cartesianas,
correspondem a forcas geradas por uma mola elastica.

0) E=K+U=§m)’(2+%myz+§k(x2+y2),

sendox =dx/dt e y=dy/dt.

Exemplo 7-10

A forca de atragdo eletrostatica entre o préton (nucleo) e o elétron do atomo de hidrogénio é dado por
F@® = —(C/r®)t, onde r é a distancia entre o nucleo e o elétron e C é uma constante dimensional positiva.
Suponha o nucleo fixo.

Por alguma razdo, subitamente, o elétron salta para uma 6rbita de raio r2 < r1.

a) Calcular a variagdo da energia cinética do elétron, usando o fato de que ao longo da radial, a for¢a F é
igual a forga centripeta,

b) Calcular a variagdo da energia potencial do atomo.

c) De quanto decresceu a energia total do atomo neste processo? Explique este resultado.

Solugio:

a) Antes de mais nada F (1) é uma forga central e consequentemente, é conservativa. Logo,

= ou

F(P) = ~ar Iy = U(r) = —C/r.

Usando o fato da igualdade de F com a forga centripeta
C/r’ =mv?/r = 1/2 mv?=1/2 C/r,

e, portanto,

1 1
AK=1/2mvZ —1/2mv? =1/2 C(r__r_) > 0.
2 I
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1 1
b)AU=U2—U1=—C(———)<0.
r I

c) A energia total E, é dada por
E=1/2mv?+UI)=1/2mv®-C/r=1/2 C/r—C/r=—-1/2 C/r.
Finalmente, sua variagdo ¢ dada por

1 /1 1
AE=E,—-E; = —EC(E—E) <0,
que ¢ a energia perdida pelo dtomo. Apesar de F ser conservativo, AE#0 ! Note que no problema havia uma
“casca de banana”. Foi pedido se usar a igualdade de forcas para calcular AK ,em vez de se usar a lei de
conservagdo da energia para forgas conservativas, AK +AU=0. E que além da forca F, necessariamente, deveria
existir outra forga, ndo conservativa , responsavel pela perda de energia, sob forma de radiago, ao elétron pular
de orbita.

Exemplo 7-11

Um objeto pode deslizar ao longo de uma pista com extremidades curvas e uma parte central de comprimento

| = 60cm, como numa pista de “skate” de patins. A figura ilustra isto. SO existe atrito na parte plana, com
coeficiente de atrito cinético p = 0,20. O objeto € solto a partir
do repouso do ponto A, a uma alturah=1/2.

A N Onde o objeto finalmente, para na parte plana?
T Solugéo:
h Neste caso, a lei de conservagdo de energia poderia ser escrita
‘ como
' 1 AK +AU = — AE,,
B I [ C onde AE,; = Ad ¢ a energia térmica liberada devido a forca de
j atrito A= p mg. A distancia d ¢ a distancia pedida, a qual,

obviamente, satisfaz a condi¢do d <.
Figura 7-11- Referente ao Exemplo 7-11. No problema, AK = 0, ja que as energias cinéticas, inicial e
final, s8o iguais a zero.
O objeto ao ser solto de A, poderia parar logo durante sua primeira incursdo por BC (na ida), ou na 2* incursio
(na volta), ou na 3* incursdo (de novo, na ida), e assim sucessivamente, até parar. Em resumo:

1% incursao - AEED = umgd

2% incursao - AEEZ) = umg (I +d)

3% incursao - AEES) = umg (21 + d)

n — ésima incursdo — AEt(m) = pmg [(n — 1)L + d)].
Logo,

AU =mgh = AE™ , ou
mgh = umg[(n — 1) [ +d].
Como h = 1/2, entdo,
d 1 ! >0
1 ( + 2,u) =2
Certamente, 0 < d/I < 1.
Substituindo pelos valores numéricos, observa-se que 1 + 1/2u=3,5 , o implica se ter n = 3.
Assim, finalmente,

d/l=35-n=35-3=1/2 = d=30cm.

7-9 Pausa para descontracao:
Interacdo a distancia, massa e tempo e a particula Deus

Interagdo a distancia

® X

“ﬁ a+b - a'+b’
g Figura 7-13 Diagrama mais simples de interacéo
a distancia entre particulas fundamentais a e b,
. ) com a troca de uma particula mediadora m,
Figura 7-12 Um jogo de frescobol responsavel pelo mecanismo. Lembra um jogo de
frescobol.
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A quimica classica que estudamos no colégio nos ensina que a matéria ¢ composta de 4tomos e estes, por sua vez,
sdo formados por um nucleo, constituido de pequenissimas particulas, os néutrons e os protons, em torno dos
quais gira uma nuvem de elétrons. Os protons tém cargas positivas, os elétrons cargas negativas e os néutrons
cargas nulas, de modo a manter o sistema em equilibrio. Este modelo serviu durante muito tempo a quimica, mas
era instavel frente a mecanica de Newton. Nesta mecédnica, a nuvem de elétrons deveria ser paulatinamente
atraida pelos protons, de modo a colapsar no centro do atomo. Assim mesmo, uma era tecnologica no século XX
utilizou tal conhecimento satisfatoriamente. Ainda no inicio daquele século, alguns fatos relevantes, como a
descoberta do efeito fotoelétrico, que deu a Albert Einstein o prémio Nobel de fisica em 1921, vieram a revelar a
limitagdo daquela quimica e da fisica newtoniana. Surgiram entao a teoria da relatividade e a mecanica quantica
para darem embasamento tedrico as novas descobertas. Estas teorias vieram a revolucionar a ciéncia como um
todo e deram um impulso surpreendente a tecnologia, ja a partir da segunda guerra mundial. O que antes era s6
ciéncia pura passou a ter aplicagdes em todas as areas da sociedade.

Um modelo de grande sucesso foi desenvolvido através do uso de teorias e resultados experimentais. Suas bases
tedricas se assentaram nestas novas teorias. E o chamado Modelo Padro. Tal modelo se impés face & dificuldade
matematica de se manipular tais teorias. A ideia central deste modelo ¢ que toda a matéria ¢ composta de
pequenissimos constituintes fundamentais chamados de quarks e léptons. Uma particula elementar é dita
fundamental quando na sua estrutura nio mais existe outras particulas ainda mais elementares. E o caso, por
exemplo, do elétron, do foton, entre outros. Outra ideia central deste modelo apregoa que tudo no universo esta
sujeito a agdo somente de quatro forgas fundamentais: as forcas gravitacional, eletromagnética, fraca e forte (ou
nuclear). Um mecanismo relativamente simples estéd por tras destas forgas.

Imagine na praia um jogo de frescobol. Uma pequena bola ¢é trocada entre os dois jogadores, durante um bom
tempo. O que os une ¢ certamente a existéncia da bola. Se ela ¢ retirada, por alguma razdo, o jogo termina. Por
incrivel que parega, este jogo pode ser comparado ao mecanismo dominante que gera as quatro forgas
fundamentais da natureza. No jogo, os dois jogadores ndo se tocam e a interacdo entre eles se faz s6 a distancia,
através da troca da bola, conforme ilustrado na Figura 7-12. Em cada uma das for¢as fundamentais, mecanismo
similar dominante também ocorre entre duas particulas fundamentais, através da presenca de uma terceira
particula, que faz o papel da bola e é chamada de mediadora. A Figura 7-13 ilustra isto.

O diagrama representado na Figura 7-12 ¢ conhecido por diagrama de Feynman, em homenagem ao seu
idealizador, Richard P. Feynman (1918-1988), um dos dois ganhadores do prémio Nobel de 1965. Através de
calculos tedricos complexos, associados a estes diagramas, ¢ que os resultados tedricos sdo comparados com
dados experimentais.

Na obra de Newton, a interagdo a distancia, como acontece, por exemplo, na interagdo gravitacional, ndo era
entendida. Somente ap6s mais de trés séculos, com o advento da mecénica quantica e da teoria da relatividade, é
que este fendmeno passou a ser compreendido.

Massa

Outro problema também presente na obra de Newton se refere ao conceito de massa. Na mecanica Newtoniana,
massa ¢ colocada como uma propriedade da matéria, ¢ considerada primaria, ¢ conservada e irredutivel. Newton
se referia & massa como quantidade de matéria presente em um corpo.

Hoje estes conceitos comegam a ser revistos, conforme veremos superficialmente a seguir.

Acreditou-se durante muito tempo que a massa era conservada. Antoine Lavoisier (1743-1794), considerado o pai
da quimica moderna, chegou mesmo a afirmar algo equivalente a que na natureza nada de cria, nada se perde,
tudo se transforma. Ele se referia a massa. Somente anos mais tarde, com o advento da teoria da relatividade
restrita de Albert Einstein (1879-1955), estes conceitos foram revistos. Hoje se sabe que a massa varia como

m (o)
[1T=(v/c)? ! (5-22)

onde m (0) = m, é a massa da particula quando em repouso no referencial do observador. E chamada de massa de
repouso da particula. JA m (v) = m é a massa da particula medida quando se move com velocidade v em relagdo
ao observador e ¢ ¢ a velocidade da luz. Certamente, a variagdo entre m e m, so ¢ importante para velocidades v
proximas a c. No nosso dia-a-dia estas variagdes sdo imperceptiveis para fatos corriqueiros.

Um modelo de grande sucesso foi desenvolvido através do uso de teorias e resultados experimentais. As bases
tedricas se assentaram na teoria da relatividade restrita e na mecénica quéantica. E o chamado Modelo Padro. Tal
modelo se faz necessario pela dificuldade matematica de se manipular tais teorias. A ideia central deste modelo é
que toda a matéria é composta de pequenissimos constituintes fundamentais chamados de quarks e léptons. Uma
particula elementar ¢ dita fundamental quando na sua estrutura ndo mais existe outras particulas ainda mais
elementares. E o caso, por exemplo, do elétron, do foton, entre outros.

Existem comprovados, dois grupos de particulas ditas fundamentais. O primeiro ¢ formado por seis tipos de
quarks (u, d, s, ¢, t, b), e 0 segundo, por seis tipos de 1éptons (e, T, U, Ve, Vs, V). Destes grupos, a teoria forma trés
familias de particulas. Cada familia é constituida por duas particulas do primeiro grupo e duas particulas do
segundo grupo, com propriedades especificas de carga, massa, entre outras, conforme visto na Tabela 7-1.

Outra particula fundamental, presente na interagéo eletromagnética como mediadora, é o foton, representado pelo
simbolo y. O foton tem massa de repouso nula e carga elétrica nula. Ele se desloca a velocidade da luz e sua

m(v) =
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natureza de particula ¢ importante, por exemplo, na explicagdo do efeito fotoelétrico, fato este que deu a Einstein,
o prémio Nobel de fisica de 1921.

Tabela 7-1

Familias de particulas no modelo padrao

Carga elétrica Primeira familia Segunda familia Terceira familia
+2/3 up (u) charme (c) top (t)
Quarks B
1/3 down (d) strange (s) botton (b)
-1 elétron (e) muon (L) tau (1)
Léptons . . . , .
0 neutrino do elétron (ve) neutrino do mtion (vy) neutrino do tau (v)

A Tabela 7-2 ilustra todas as interagdes no modelo padrdo. Na natureza, além das cargas elétricas positivas e
negativas, que fazem parte da interagdo eletromagnética, existem na interagdo forte as cargas de cor. Elas se
apresentam em trés cores basicas. E uma complicagdo adicional presente na teoria quantica de sustentagio do
modelo, chamada Cromodinamica Quéntica, acima do nivel deste curso.

Tabela 7-2

Interacdo no modelo padréo

Interagdo Intensidade Mediador  Carga de Particulas que interagem
interacdo
Forte 1 (Gél)lOIlS Carga de cor Quarks
2 . o ,
Eletromagnética 10 Fotons (y)  Carga elétrica Todog quarks e 1éptons, exceto
neutrinos
Fraca 107 w*, Z° Carga fraca Todos quarks e 1éptons
Gravitacional® 107 Graviton”  Massa ou energia  Todas as particulas

* Ainda nio detectado.
“Nio faz parte do modelo padrdo

Ja na Figura 7-14, com o propdsito de ilustragdo, temos possiveis diagramas dominantes que aparecem naquele
modelo. A intera¢do gravitacional néo faz parte do modelo padréo e a sua particula medidora, o graviton, ainda
ndo foi descoberto. Esta particula elementar hipotética deve ter carga elétrica e massa de repouso nulas e se move
a velocidade da luz. Devido a sua intensidade relativa ser muito pequena (~107%), a tecnologia para detecta-la
experimentalmente, ainda nfo esta disponivel. E uma grave limitagio do modelo. As demais particulas ja foram
observadas diretas e indiretamente. Como excecdo, diretamente estdo os quarks, que como previsto pela teoria,
ndo podem ser detectados isoladamente. Entretanto, eles formam outras particulas, como por exemplo, o néutron,
formado por 3 quarks,ou seja n(u, d, d).

-
w< Ve~
d el u
l‘lgu u')p
(4 d)

(Gu)

[}

Figura 7-14. Diagramas de Feynman para interacGes (a distancia) previstas pelo Modelo Padréo. (i) Interacio
entre um elétron (e") e um proton (p) mediada por um fdton. Esta interagéo eletromagnética é responsavel pela
ligacdo de elétrons nos atomos, e base para todo o estudo da quimica. (ii) Quarks ligados por gluons, por
exemplo, em um préton, que faz parte da interacdo forte. (iii) Este diagrama ilustra a interagdo fraca, a qual
aparece no decaimento radioativo de um néutron (n - p + e~ + U,-). O quark d, do néutron, emite um lépton
W7, transformando-o num quark u. O W~ decai em um elétron e um antineutrino do elétron (o,-), enquanto o
néutron se transforma num préton. O sinal ao lado acima da particula indica o tipo de carga presente.

Em julho de 2012, a descoberta da particula fundamental, que ficou conhecida como a particula de Higgs, deu
ainda mais consisténcia ao modelo padrdo. Observagdes foram feitas no Large Hadron Collider (LHC) na
Europa. Este grande acelerador procura recriar situagdes fisicas como possivelmente presentes no “bigbang” no
inicio da criagdo do universo. Esta particula, até entdo faltosa, deu um entendimento sobre a origem e a
necessidade de um balango de massa nas demais particulas que constituem o modelo. Ou seja, ¢ através dela que
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sdo criadas as massas de todas as demais particulas fundamentais constituintes do modelo e que por sua vez,
quando combinadas formam a matéria usual. O modelo padrdo, inspirado em teorias fundamentais, mas com
grande dosagem de observagdes experimentais, tem ainda algumas lacunas, que ao que parece, vém sendo
elucidadas com o avango da fisica.

O modelo padrio comegou a ser elaborado na década de 1960 pelo fisico escocés Peter Higgs, e pelos belgas
Frangois Englert e Robert Brout (morto em 2011).Em 2013, Higgs e Englert dividiram o prémio Nobel por estes
estudos.

Tempo

Na mecanica de Newton, o espaco ¢ absoluto e o tempo ¢ idéntico para todos os referenciais inerciais. Na teoria
da relatividade restrita as nogdes de espago e tempo ndo sdo absolutas. Dois eventos simultdneos num referencial
inercial S ndo necessariamente o serdo quando observados de outro referencial S’ que se move com velocidade
constante v em relagdio a S. Assim, o conceito de tempo sofreu uma grande revolugio na fisica moderna.

Newton, como criador da ciéncia moderna, mesmo sem dispor das ferramentas atuais, teve a garra de publicar sua
fantastica obra, sofrendo grandes incompreensdes a época.

Material extra curricular sugerido

Forgas Nucleares

Hélio Teixeira Coelho e Manoel Roberto Robillota, vol. 11, n° 63, Ciéncia Hoje, pagina 22-30.

Artigo publicado na revista cientifica Ciéncia Hoje, de facil leitura , que trata da forga nuclear, mas que contém
um apanhado sobre a matéria tratada acima.

DVD
O tremendo sucesso do modelo padrio na fisica, incentivou Hollywood a produzir o filme “Anjos e Demdnios”,
estrelado por Tom Hanks, premiado por sua atua¢do com o Oscar. A estoria do filme menciona o modelo padrao

e faz uso erroneamente do conceito de antimatéria, o qual ¢ bem estabelecido na mecénica quantica, além de
outros exageros. No entanto, traz imagens do LHC, além de belas passagens por Roma e o Vaticano.

Resumo

Forcas conservativas
“A condicao necessaria e suficiente para que uma for¢a seja conservativa é que o trabalho por ela realizado

ao longo de qualquer caminho fechado seja nulo.”
Simbolicamente,

F éconservativa < fl_f dr =0,VC fechado. 7-7"
C
(o simbolo & significa se e somente se).

A forga gravitacional e a forga elastica sdo forgas conservativas; a forga de atrito cinético é uma forga ndo
conservativa.

Energia Potencial
Energia potencial é a energia que esta associada com a configuragdo de um sistema no qual atua uma forga
conservativa. Quando a forga conservativa realiza trabalho, W, sobre uma particula dentro do sistema, a variagdo
AU na energia potencial do sistema ¢ dada por
AU =-W.
Explicitamente, esta variagdo também ¢ dada por
f
AU:—fﬁ(F)-dr, (7 — 10)
i

onde i é o ponto inicial e f o ponto final.

Energia Potencial Gravitacional

A energia potencial associada com um sistema formado pela Terra e por uma particula proxima ¢ chamada de
energia potencial gravitacional. A variagdo na energia potencial gravitacional do sistema particula- Terra é

AU = mg(yf — y;) = mg Ay . (7 -11)

Se o ponto de referéncia da particula ¢ escolhido como y;= 0 e U;= 0, entdo,
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U(y) = mgy . (7-13)
Energia Potencial Elastica

A energia potencial elastica ¢ a energia associada com o estado de compressdo ou alongamento de um objeto
elastico. Para uma forga elastica F = - kx, a energia potencial elastica é
1 7 —15)
UG = Fkx 2. (

A configuracéo de referéncia corresponde a mola na sua posigéo ndo deformada, na qual x= ¢ U=0.
Energia mecénica

A energia mecénica E,de sistema ¢ a soma de sua energia cinética K com sua energia potencial U:

Epec =K+ U.
Um sistema isolado é um sistema no qual nenhuma forga externa causa variagdes de energia. Se apenas forgas
conservativas realizam trabalho dentro de um sistema isolado., entdo o principio de conservacdo de energia do
sistema ¢ escrito como
AEec = AK+ AU =0, (7 -18)
ou equivalentemente,
K, +Up =Ky + Uy, (7-18)

no qual os subscritos se referem a diferentes instantes durante um processo de transferéncias de energia.

Curvas de Energia Potencial

Conhecido U(x) para um sistema no qual uma forga conservativa unidimensional, F(x),atua sobre uma particula,
entdo,

dU(x)

FGO = - dx

(7 —22)y

U(x) pode ser ilustrado em um gréafico. Em qualquer valor de x, a forca F(x) ¢ o negativo da inclinagdo da curva
naquele valor, e a energia cinética da particula ¢ dada por

K(x) = Emec —U(X) .

Um ponto de retorno é um ponto x no qual a particula inverte seu movimento (onde , K=0). A particula
encontra-se em equilibrio nos pontos onde a inclinagdo da curva U(x) € nula (onde, F(x)=0).
Ponto de inflex&@o ¢ aquele onde |F(x)| ¢ maximo

Sistemas tridimensionais conservativos

F ¢ obtido de U(P) através de

F=-VU®, (7 -33)
onde V é chamado de operador gradiente ou nabla.
A energia potencial correspondente ¢ dada por

AU=U®) - U@y = — ﬁrf (@) -dr'. (7 — 28)

To
Observe que a analise da curva da energia potencial unidimensional se aplica similarmente, para U(r), nas forgas
centrais, as quais sdo definidas como
F=F@)t. (7 —35)

Trabalho realizado sobre um sistema por uma forga externa

Quando uma forga de atrito cinético atua dentro do sistema, entdo a energia térmica, E,, do sistema varia. O
trabalho realizado sobre o sistema ¢é entdo

W = AEpec + AE;.

Equivalentemente,
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AK+AU+AE, =0 , ou AK+AU=-AE; , (7 — 40)
onde

AE; = | Ads.
t fc s (7-41)

Conservagdo da energia

“A energia total de um sistema (soma da sua energia mecanica, sua energia térmica, e sua energia gerada por
outras forgas nédo conservativas) é constante e tem variagao nula”.

Ela ¢ resultante de observagdes experimentais e constitui a lei de conservacéo da energia.

Poténcia

A poténcia devida a uma forca € a taxa com que a forga transfere energia. Se uma quantidade de energia AE ¢
transferida por uma for¢a em certo intervalo At, a poténcia média da forga é definida como,

b _AE
méd — At (7 — 42)

A poténcia instantanea devida a uma forga ¢ definida como
p_dE (7 —43)

Tt

Questdes conceituais

1) Falso ou verdadeiro:

Dois esportistas, André e Bruno, de mesmo peso total, resolvem subir a Serra das Russas em Pernambuco. André
escolhe uma trilha ao longo da ferrovia que ¢ mais suave, porém mais longa. J4 Bruno, escolhe uma trilha ao
longo da rodovia que ¢ mais curta, porém mais ingreme.

a) Os rapazes gastaram as mesmas energias em forma de calor.

b) No final, André e Bruno adquiriram a mesma energia potencial.

c¢) Para comparar através de estimativas, as energias potenciais gravitacionais atingidos pelos rapazes, precisamos
conhecer a altura da Serra das Russas.

d) Para comparar as energias gastas em forma de calor, precisamos conhecer as trajetorias seguidas por eles.

e) As forgas envolvidas na subida da serra sdo conservativas.

2) Falso ou verdadeiro:

Imagine uma forga central F(r) atuando sobre uma particula de massa m. A energia potencial associada a esta
forga é U(r).

a) m estara em equilibrio se estiver num intervalo onde dU/dr=0.

b) m estara em equilibrio, com velocidade constante, se estiver num intervalo de r, onde F(r) = 0, mas U(r) ¢
variavel.

¢) m estard em equilibrio estavel num ponto se ai dU/dr=0 e d*U/dr*> 0.

d) m estara em equilibrio indiferente se estiver em uma regido onde dU/dr=0 e d*U/dr*> 0.

¢) Pontos onde F(r)=0 chamam-se pontos de equilibrio.

3) Um skatista de massa total m, parte do ponto A para alcangar o ponto D em um ringue cuja sec¢do transversal
vertical é mostrada na Figura 7-12. Em todo o percurso existe atrito. Para sair do ponto A o skatista empurra
rapidamente um corrimdo, havendo, no processo, transferéncia de energia bioquimica para energia mecanica.
Analise cuidadosamente a lei de conservagdo de energia neste percurso.

B C

2
Figura 7-12. Referente & questéo 3. Figura 7-13. Referente & questéo 7.
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4)Falso ou verdadeiro:

Imagine que um objeto pode descer de um palco, ou ao longo de um plano inclinado sem atrito, ou através de
uma corda amarrada num teto funcionando como um péndulo. Considere a normal N do contacto da particula
com o plano e a tensdo T da corda do péndulo.

a) Te N sdo forgas conservativas.

b) Séo forgas que realizam trabalho.

¢) O trabalho realizado no deslocamento entre dois pontos quaisquer depende se ¢ pelo plano inclinado ou se é
pelo péndulo.

5) Estime:

a)A variacdo da energia potencial gravitacional quando um homem de 70 kg desce de elevador até chegar onde
estdo as turbinas da usina hidroelétrica de Paulo Afonso, no inicio do canyon, e a 80 m de profundidade do solo.
b)A forga média exercida sobre ele pelo elevador, durante o percurso.

¢)A poténcia média desenvolvida por essa forga, sabendo-se que na descida o elevador levou 10 segundos.

6) Sabe-se que em média uma pessoa pode em cada segundo metabolizar ou transformar no méaximo 1500 J de
energia bioquimica em outras formas de energia. Cerca de 40% desta energia pode ainda ser convertida em
energia mecanica, através dos musculos.

Estime o menor tempo que o homem da questdo anterior levaria para subir de volta pela escada em vez de utilizar
o elevador.

7) Um bloco sempre passa pelo ponto A com a mesma velocidade e em seguida pode escolher um dos trés
caminhos distintos mostrados na Figura7-13. O caminho 3 ¢ um plano inclinado ascendente; o caminho 1 é um
assoalho horizontal e o caminho 2 ¢ um plano inclinado descendente. Em cada caminho, com mesmo coeficiente
de atrito, ele desliza até, finalmente, parar. Para cada caso, uma energia térmica correspondente ¢ liberada.
Escolha a relagdo correta:

a) AE® > AE® > AE |
b) B > AE® > AE® |

©) AE? > AEW > AE® |

8) Falso ou verdadeiro:

Uma pista vertical ABCDE ¢é mostrada na Figura 7-14. Um
bloco desliza de A a D sem atrito. No trecho DE sofre a
acdo de uma forca de atrito, aonde eventualmente, vem a
parar.

a) O bloco sempre alcangara o ponto C.

b) A energia mecanica do bloco permanecera constante em
todos os trechos.

¢) A energia cinética do bloco aumentara em B e diminuira
em C.

d) Nao havera aquecimento no trecho de A a D. Figura 7-14. Referente & questéo 8.
e) Nos trechos de A a E, a energia mecanica serd sempre

maior que outras formas de energia.

Problemas

* o wwk O nimero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Um pequeno objeto de 1,0 kg é deixado cair de uma altura h=2,0 m sobre um assoalho liso.

a) Qual o trabalho realizado sobre o objeto pela for¢a gravitacional nesta queda?

b) Qual a variagdo AU na energia potencial gravitacional do sistema objeto-Terra durante a queda?
¢) Tomando como referencial nulo o nivel do assoalho, qual o valor de U quando o objeto ¢ solto?

2)* Numa chuva de granizo, uma pedrinha esférica de gelo de raio r =1,5 mm cai de uma nuvem situada a h=2,0
km acima do solo. O coeficiente de arrasto para a pedrinha é C=0,60. A densidade do gelo ¢ igual a 1300 kg/m® e
a densidade do ar é igual a 1,2 kg/m”>.

Qual foi a redug@o na energia mecanica do sistema pedrinha-Terra devido a forga de arrasto do ar?

3)* Um pequeno bloco ¢é deixado deslizar sem atrito ao longo da trajetoria vertical mostrada na Figura 7-15. O
bloco parte do repouso em A, a uma altura h acima do solo horizontal. Qual deve ser a altura minima para que o
bloco atinja o ponto C da circunferéncia de raio R sem cair?
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4)** Um bloco de massa m =1,5 kg ¢ solto de uma altura h=50 cm acima da extremidade superior de uma mola
vertical, inicialmente relaxada, de constante elastica k=1930 N/m, tendo o lado inferior preso ao assoalho. De que
comprimento maximo ¢ a mola comprimida se a massa m fica a ela acoplada?

5)** Um pequeno objeto de massa m parte do repouso e desliza sem atrito do topo de um bloco semiesférico de
gelo de raio r, que estd preso a um assoalho horizontal. Tome U, =0 no topo da semiesfera. Calcule:

a) A variagao da energia potencial gravitacional de m

b) A variagdo da energia cinética de m.

c) As aceleragoes radial e tangencial de m

d) O angulo em que m abandona a semiesfera.

C
I
B

Figura 7-15. Referente ao problema 3. Figura 7-16. Referente ao problema 5 .

6)* Na Figura 7-19 o bloco de massa m esta inicialmente, em repouso, juntamente, com as molas, que tém massas
despreziveis. O bloco ¢ deslocado de uma distancia x para a esquerda e em seguida solto. a) Calcule sua
aceleragdo inicial, supondo todas as superficies lisas. b) Ache a velocidade do bloco quando ele passa pelo ponto
de equilibrio.

7)* A Companhia Hidroelétrica do Sdo Francisco (CHESF) supre em média por dia para uma grande cidade no
nordeste uma energia de 50.000 MWh. Se esta energia pudesse ser obtida de uma usina termonuclear através da
conversdo massa — energia (E = m, ¢?), qual deveria ser a massa equivalente de urénio a ser utilizada neste
processo?

- 4
8)** Uma particula se move sob a a¢do da for¢a F = —y & + x §, medida em B

newtons, € as distincias em metro.

a) Calcule o trabalho ao longo do caminho indicado na Figura 7-17. L
b) Faga o mesmo para F= yX + x9,

¢) Alguma dessas forcas ¢ conservativa? v
d) E possivel calcular a energia potencial U associada a cada uma destas
forgas, usando F=-VUu?

N

S S
7

0 1 x

9)** Um homem usa uma corda para puxar um bloco de m=10,2 kg, com
velocidade constante, ao longo de 10m, através de uma assoalho horizontal. Figura 7-17. Referente ao
A corda exerce sobre o bloco uma for¢a de F= 14N, dirigida 20° acima da problema 8.

horizontal. Calcule:

a) O trabalho realizado pela forga F.

b) O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e o assoalho.

¢) O aumento na energia térmica do sistema bloco-piso devido ao atrito.

10)** Calcule o alongamento maximo da mola mostrada na Figura 7-18 quando a massa m ¢ deixada livre para
descer. Despreze atrito na polia e admita que a mola tenha massa desprezivel em comparagdo com m.

28
Dk om ko

Figura 7-18 Referente ao problema 10. Figura 7-19 Referente ao problema 6.

11)** Uma particula esta sujeita a acdo de uma energia potencial dada por
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i =5-2
r¢ r
onde r ¢ distancia ao centro de forcas, a e b sdo constantes dimensionais positivas. Calcule:
a) O(s) ponto(s) extremante(s) de U(r).
b) O valor maximo da forga atrativa.

12)** Uma particula, partindo do repouso, escorrega sem atrito ao longo da trajetéria ABC mostrada da Figura
7-20. O trecho BC ¢ horizontal. a) Para que valor de h a particula caira no solo a uma distancia maxima de O?
b) Calcule também esta distdncia minima.

- oM
E c
x B ¢ i
H P~ B :
\ ~ |
\ \ l[ Y h :
- \ 0 !
N X I 0= X O ORI = X NI IO

Of—%=—4D A
Figura 7-20 Referente ao Problema 12. Figura 7-21 Referente ao Problema 15

13)** Um bloco de massa m parte do repouso, impulsionado por uma mola de constante elastica k, a qual estava
comprimida de uma distancia x. O bloco s6 deixa a mola no ponto de seu comprimento relaxado e entdo se
desloca por uma superficie horizontal lisa até encontrar um plano inclinado de elevagdo 0 e com coeficiente de
atrito p. Qual a distancia percorrida pelo bloco no plano inclinado até ele parar?

14)** Um bloco de massa m=1,0kg ¢ colocado contra uma mola sobre um plano inclinado liso. O plano
inclinado forma um angulo 6=30° com a horizontal. O bloco ndo esta preso a mola, que tem constante elastica
k=20 N/cm. A mola esta presa no seu outro lado. Ela ¢ comprimida de 10 cm e entdo solta.

a) Qual a energia potencial eldstica da mola comprimida?

b) Qual ¢ a variagdo da energia potencial gravitacional do bloco, quando o mesmo se move desde o ponto em que
foi liberado até o ponto onde ele para?

¢)No caso em que houvesse atrito entre o bloco e o plano inclinado, com coeficiente de atrito p=0,1, qual deveria
ser a distdncia percorrida até ele parar?

15)** Na Figura7-21, um bloco desliza ao longo de um caminho sem atrito até ele alcancar a parte de
comprimento |, a qual se inicia a uma altura h sobre uma rampa de angulo 0. Nesta parte, o coeficiente de atrito
cinético € p. O bloco passa pelo ponto A com uma velocidade v,

a) Se o bloco puder alcangar o ponto B (onde o atrito acaba), qual seria sua velocidade neste ponto?

b) Se o bloco puder alcangar o ponto B, atingindo ai o repouso, qual deveria ser sua velocidade ao passar no
ponto A?

¢) E se ele ndo puder alcangar o ponto B, qual seria sua maior altura h,,,,, acima de A?

d) Quais as forgas externas conservativas e ndo conservativas que atuam sobre o bloco no trajeto de A a B?

y

IE Yo

Figura 7-22 Referente ao problema 16. Figura 7-23 Referente ao problema 17.

16)** Na Figura7-22, um bloco desliza ao longo de uma pista AB. A pista ndo possui atrito até o bloco alcancar o
nivel mais alto. Ali, uma for¢a de atrito para o bloco, apds ele percorrer uma distancia d. Sdo conhecidos a
velocidade inicial do bloco em A, vy, a diferenga de altura, h, e o coeficiente de atrito cinético L.

a) Encontre d em fun¢@o dos dados.

b) Do ponto B, onde o bloco inicialmente parou, ele ¢ agora mandado de volta com a mesma velocidade v,

Mostre que ele alcanga o ponto A com velocidade v = 2,/gh.
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17)** Uma haste leve e rigida de comprimento | tem uma massa m presa a uma de suas extremidades. A outra
extremidade ¢ presa a um ponto O, onde pode girar em torno dele sem atrito. Ela é colocada na vertical, como
mostrada na Figura 7-23, e em seguida largada como um péndulo.

a) Calcule a velocidade no ponto mais baixo.

b) Calcule a trag@o na haste naquele instante.

¢) O sistema haste — massa ¢ agora colocado em posi¢@o horizontal e solto. A que angulo da vertical, a tragdo no
ponto O, sera igual, em modulo, ao peso mg?



CAPITULO 8
CONSERVAQAO DO MOMENTO LINEAR

Numa competicdo olimpica de salto em distancia mostrada na Figura 8-1, é possivel se
observar que cada atleta, apesar de movimentar seus bragos, pernas ¢ cabega, possui um
ponto que descreve uma trajetoria bem comportada. Tal ponto ¢ conhecido como Centro de
Massa (CM). Ele pode ser pensado como se toda a massa do corpo do atleta estivesse 1a
concentrada, além de ter ali todas as forgas externas atuando. O CM esta na regido do
umbigo. Antes do salto, o CM

segue uma trajetéria horizontal, e .
com o impulso do salto, uma CMﬁ} M@
trajetoria parabolica. Um outro N 5 k& 9

708 setron

exemplo, de um corpo no espaco
sideral, mesmo longe da interagdo =]

gravitacional, ele também possui
CM. Assim, para entender melhor o
movimento de corpos mais complexos, tais como, o de um passaro, de um automovel, dentre
outros, agora nao mais tratados como simples particulas, se faz necessario conhecer a
localizagdo do CM para cada um destes sistemas mecanicos. Este estudo é imprescindivel e
constitui o objetivo primordial deste capitulo.

Figura 8-1. Salto em distancia de um atleta

8-1 O Centro de Massa para um sistema de duas particulas

Considere duas particulas de massas m; € m, separadas por uma distancia x,— x; onde X; € X;
sd0 suas coordenadas em um dado diferencial. A utilizagdo de um referencial unidimensional
¢ fundamental e a localizagio de sua origem é arbitraria. E plausivel se definir a posi¢io do
CM como a média das posi¢des ponderada pelas massas das particulas

XM = ———————- 8-1)
A massa total do sistema é dada por
M=m1+m2. (8_2)

Podemos destacar alguns casos particulares:

Se m, =0, o CM ocorre na posicao da particula de massa m;; se m; = m,, Xcy = 2 (X; + Xz),
ou seja a meia distancia entre as duas particulas. Observe que a posicdo do CM, calculada
pela Equacdo (8-1), é feita através de uma média ponderada, onde as massas m; e m,
funcionam como pesos desta média.

Se as particulas estiverem situadas em um espago tridimensional, basta na Equagdo (8-1)
fazer as seguintes adaptagdes x; = Iy , X, > Ty € Xem — F'em , de tal modo que teremos

L _Mmyf+myl, . (8 -3)

Como FCM = XCM),Z + yCMy + ZCMi , entﬁo,

m;X; + m;X; myy; + myy; m;z; +myz, (8—4)

XM = ———— - YeMT=————F— € Zcm T
m;+m, ’ m;+m, m;+m,
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Paradinha 8-1

Calcular os deslocamentos relativos das duas particulas de massas m; e m, em relagdo ao seu centro de massa
num sistema tridimensional

8-2 O Centro de Massa para um sistema de varias particulas
Distribuicdo discreta
Consideremos agora um caso mais geral onde temos N particulas distribuidas discretamente

em trés dimensoes. Por extensdo das Equacdes (8-4), as coordenadas de CM deste sistema
podem ser escritas como

1 v 1% 1%
XCM:MZmiXi . YCM:MZmiYi' ZCM:MzmiZi’ (8—-5)
i=1 i=1 i=1

ou com uma notagdo vetorial mais compacta,

N
- 1 -
'cm = 17 m; I
M s
i=1 (8—-16)
N
onde M = Z m; .
i=1

Certifique-se o leitor diretamente que da Equacao (8-6) pode-se chegar a Equacgao (8-5).
Distribuigéo continua

Para uma distribuicao continua podemos imaginar objetos como uma esfera maciga, ou um
cilindro, ou muitos outros corpos. Estes corpos sdo formados de milhdes e milhdes de
aglomerados de atomos. Entretanto, quando vistos em nossa escala macroscopica, parecem
se constituir de uma distribuicdo continua de massa, com um elemento diferencial de massa,
dm, associado a cada ponto do corpo. Considere, por exemplo, o calculo de seu Xxcm.
Podemos, facilmente, imaginar que ele pode ser calculado através de um processo limite,
assim colocado,
1 1
XCM:M&JI—I& X;j Am; = fodm. 8-7)
i=1 v

A integral é em dm, portanto em todo o M, que ocupa um volume V.
De modo analogo, podemos obter ycy € Zcy. Resumindo,

1J 1.[ 1[
Xem = — | xdm , = — dm , zey= — | zdm.
CcM M ), Ycm M VY CcM M ), 8—8)

Na notag@o, V se refere ao calculo de integral para o volume total do corpo, e M ¢ sua massa.
Normalmente, o calculo destas integrais pode ser complicado. No entanto, para corpos com
distribuigdes uniformes de massa, ele pode ser facilitado. Nestes casos, podemos definir
uma densidade de massa, p, que seja a mesma para qualquer por¢ao do corpo. Ou seja,

dm _M (8-9)
dav. Vv
Nesta situacdo, as integrais acima se tornam

p:
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1 1 1
XcM = VJ;,XdV, yCsz—fvde! ZCsz—fVZdV' (8—10)

ou, em notacdo vetorial mais compacta e elegante,

1
FCszde?’r ) (8—11)
v

onde dV=d’r.
Para tornar o calculo do CM mais simples, algumas dicas devem ser seguidas antes de
qualquer coisa. Eis algumas delas:

i) Reduc¢édo da ordem de dimensdes das integrais

Por exemplo, considere o caso de uma placa delgada de espessura constante. Neste caso,

definimos
dm M . .
o= =3 em vez de p, como uma densidade superficial de massa constante.

Consequentemente, as integrais (8-7) e (8-8) se reduzem a integrais mais simples.
E o caso também quando se tem um fio delgado com se¢do transversal constante. A

distribuicdo de massa pode ser tratada como

dm M
A= ToLT constante.

ii) Centroide, Centro de Massa e Centro de Gravidade

O Centroide ¢ um conceito puramente geométrico para indicar o ponto em que suas
coordenadas sdo as médias das coordenadas dos pontos que formam uma figura geométrica.
Este ponto coincide com 0 CM de um corpo cuja distribuigdo de massa seja homogénea. Se
um corpo pode ser dividido em partes cujos CM s@o conhecidos, 0 CM do corpo pode, em
geral, ser facilmente obtido. Tome, como exemplo, uma chapa quadrada ABCD. Ela pode
ser concebida como formada por um nimero grande de linhas paralelas ao lado AB, por
exemplo. O CM de cada linha estara sobre o segmento de reta que une o meio deste lado AB
ao meio do lado oposto CD. A mesma coisa pode ser feita para o lado AD. O CM do
quadrado estard assim na interseccdo destes dois segmentos de retas que unem o meio de
cada um dos lados considerados. Este ¢ equivalente ao encontro das diagonais. Num circulo
€ o seu centro, num tridngulo o encontro de suas medianas, etc.

O Centro de Gravidade (CG) é o ponto em um corpo no qual esta aplicada a resultante das
forcas que agem sobre ele, em virtude de sua presenga num campo gravitacional ndo
uniforme. Quando a aceleragdo da gravidade ¢ a mesma para todos os pontos do corpo,
CG=CM, conforme veremos no Capitulo 12.

Paradinha 8-2

Usando s6 argumentos de simetria, diga onde estéo localizados os CM para os seguintes corpos:
a) um bastdo delgado e uniforme;

b) uma régua uniforme;

¢) um triangulo formado por trés bastdes ligados, delgados e uniformes;

d) uma placa triangular uniforme de espessura delgada;

e) um paralelepipedo com distribui¢do uniforme de massa.

iii) Elementos de simetria
Sédo situagdes a serem consideradas quando um dado objeto tiver um ponto, ou uma linha, ou
um plano de simetria. Veja os casos abaixo, como exemplos:
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a) Esfera. O=CM é o ponto de b) Cone: A linha VO é uma linha c) Paralelepipedo: O plano
simetria. de simetria. ABCD é um plano de simetria.

Figura 8-2 Exemplos de simetrias em diferentes objetos. O CM de cada corpo esta localizado em um
destes elementos de simetria

iv) Escolha adequada de um sistema de eixos

Uma escolha inteligente facilita, em muito, a resolucdo de um
problema. Por exemplo, para um sistema formado de
particulas, coloque uma delas na origem das coordenadas. Para
um corpo com uma linha de simetria, faga coincidir com esta
linha um dos eixos, conforme seja o caso. < -

P Yers
v) Decomposi¢ao do corpo em partes de CM conhecidos S

Considere o exemplo ilustrado na Figura 8-3. Uma chapa F
triangular ABE ligada a uma chapa quadrada BCDE, de
comprimento |. O conjunto ¢ formado de material uniforme e o

homogéneo, de espessura delgada. Um sistema de coordenadas oM =
foi escolhido para tomar partido das simetrias do tridngulo e q
do quadrado. Os CM do triangulo (CM;) e do quadrado (CM,)
estdo indicados na figura. O CM do conjunto ¢ entdo dado pela D
relagdo, [ l [

Figura 8-3. Calculo do CM da figura
ABCDE através de sua decomposi¢ao

myye + Mg yq em figuras de CM conhecidos: um
Yem = T (8 —12) triangulo equilatero (ABE) e um
t ¢ auadrado (BCDE).

sendo m; a massa do tridangulo e m, a do quadrado. Note que y;=0e y;=1/3 h =/31/2,
onde h = AF.
Por outro lado,

=20 Tt _ constant
o= _lh/Z_ConS ante.
Dai se conclui que
mg 4
m; 3

Substituindo estes valores na Equacao (8-12), obtém-se
yem = (1 +3V3)1/26.
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Ja XcM ™ 0.
vi) O CM de um corpo pode estar fora dele

Dependendo da geometria do corpo isto pode acontecer! Veremos um exemplo mais adiante.

Exemplo 8-1

Trés particulas de massas iguais m; = m,=m; = 1 kg formam um tridngulo equilatero de lado | =1,0 m.
a) Qual a localizagdo do centro de massa e do centroide deste tridngulo?

b) Se m; =1 kg, m, =2 kg e m;=3 kg, o centro de massa coincide com o centroide? Justifique a resposta.
c¢) Nos casos a) e b), onde estdo localizados os centros de gravidade?

Solucéo:

a) Para massas iguais, temos ycy = é 1+y,+y3) = §Y1 ondey; =h = /lz - (é) 2=

= \E l,e xcm = 0, ja que devido a simetria, o0 CM se situa sobre o eixo dos y. y
Neste caso, o centroide coincide com o CM. b m,
b) Aqui a simetria foi quebrada devido as massas serem diferentes. Assim sendo, /

1 1 1 1

=-[10x0 2,0x(——) 3,0x(_)]:_ ; ,

M = [ * 2) " 7)) Vi LA

1 V3
yCM=g[1,0><\/§/2+2,0><0+3,0><0]=Em. my m3

O X

O CM agora ndo mais coincide com o centroide o qual ainda mantém o mesmo Figura 8-4. Figura referente ao
valor do item a). Exemplo (8-1)

¢) Devido as dimensdes reduzidas do tridngulo, a acelerag@o da gravidade tem o
mesmo valor nos pontos onde estdo localizados m; , m, e m;. Assim sendo, o CG coincide com CM nos itens a) e b).

Exemplo 8-2

Calcular o CM de um pedago de fio semicircular delgado, de material

uniforme e raio r. y
Solucao:

Devido a simetria do problema, o0 CM deve estar localizado sobre o

eixo dos y, conforme a Figura 8-5, e assim xc=0.

Vamos calcular ycy; usando a equacéo

1 dm M
Yem = ﬁfcy dm, onde A =—-= — = constante. CM

Note que
dm=Ads= Mrd0) e y=rsen6.

O

Figura 8-5. Figura referente ao Exemplo 8-2.

Assim
T

A Ar? .
Yem = MJ- rsenfrdd = V(—COSGNO =2r/m.

0
Observe que neste exemplo, a localizagdo do CM ocorre fora do corpo, ou seja, fora do fio, conforme visto na
Figura 5-5

Exemplo 8-3
Determine o CM de uma placa quadricircular uniforme e delgada de y
raio R.

~ B
Solucao:
Devido a simetria da figura é facil verificar que Xcy = Yom-
Assim sendo, do

1 j d R ds
Xcm = — | xdm , -7
™M =y . /',o
= A
—dm_ M _ [ X

onde o=7c= TRZ/4 constante. O CM do setor a 2/3 de O

Observe que a area do setor infinitesimal (tridngulo infinitesimal) Figura 8-6. Figura referente ao Exemplo 8-3
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OAB ¢ dada por

dS = SRds = = R2 6
—2°8 Ty

- i . 2
e a posigdo do seu CM ¢ conhecida como x = 3 (R cos0).
Podemos entdo calcular xcy:

/2 /2

1 2 1, d40) = 1 R3 46 = 4R y
XcM _MJ- (chose)c(ER 9) =3 o o f cos 0 do =37
0 0
Outro caminho:
O caminho acima usa simetrias e evita o uso de integrais duplas. Para
aquele leitor que ja conhece estas integrais, ¢ também facil calcular o rdo
XCM- dl‘
Com efeito, usando coordenadas polares, devido a simetria da figura,
teremos
x=rcosf e y=rsenf, eassim 0 X
o (R /2 4R
xem =gy Jo rdr [y cos8d0 =20, Figura 8-7. Elemento de &rea da placa

dm M dm

— = quadricular.
dS mR?/4 dr(rde)

jaque dS = dr (rde), e o

Exemplo 8-4

Uma placa de metal uniforme e delgada, circular de raio 2R, tem dela removido um disco de raio R, conforme a
figura. Qual a posi¢do do seu novo CM?

Solug&o: y
Este ¢ um problema onde vamos usar o item (v) com o principio da
superposi¢do. Para tanto, vamos utilizar a seguinte notagao:

C — placa cheia de raio 2R, sem o furo;

PF — placa furada;

F — placa do furo (circulo de raio R).

Posi¢do do CM da placa cheia é obviamente o ponto O. Assim sendo,

c _O_mFXF+mPFXPF X
Xem = VU= O

mg + Mpg
< - )
XpF = — XF
Mpg

Como as placas s@o de material uniforme,
mg+mpg mg 1
- =——= constante = -(mpg+ mp)=mp =
m(2R)? TR? 4 . .
1 Figura 8-8. Figura referente ao
Mg = = MpE .
B3 PR Exemplo 8-4.

o=

Substituindo na equacdo para Xpg, obtemos,

Xpp = —é Xp = —i (-R) = § R, que é a localizagdo do CM da placa com o furo.

8-3 Leis de Newton para um sistema de particulas

Consideremos um sistema S de N particulas quaisquer de massas m; , my, ..., my, com
vetores de posigdo Ty, Ty,...,Ty, respectivamente, num dado instante t. Cada uma destas
particulas estara sujeita as forcas internas correspondentes a sua interagdo com as demais
particulas de S. Ela pode também estar sujeita a forgas externas a S. Assim sendo, pela 2*
lei de Newton, temos

particulal » m, @, = 1_512 + 1_513 + -+ 1_51N + ﬁie) 8- 13)
particula 2 » m, d, = 1_521 + 1_533 + -+ I?ZN + ﬁge)

particulaN - my dy = 1_7)N1 + l_sz + - +F)N(N_1) + 1_3)1(\16).

Somando membro a membro estas equagdes e rearrumando esta soma, obtemos
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N N
my d; = [(Fiz + Fpr) + (Frs + Fap) + | + Zﬁi(E) - (8—14)
i=1 i=1

1
A soma das forgas entre parénteses representam sO forcas internas newtonianas que
satisfazem ao principio de agdo e reacdo (3" lei de Newton). Assim sendo, todos os termos

entre parénteses se anulam, resultando
N N

(8 — 15)

i=1 i=1

onde F(® ¢ a resultante das forcas externas que atuam sobre S. Como resultado, podemos
finalmente, escrever

2—)
MM _ e (8 —16)

dt? ’

N
onde M = Z m; e Tcym édado pela Equagio (8 — 6).
i=1

Verifique vocé mesmo o resultado!

Movimento interno do sistema

Sistema com N = 2 particulas

Para fixar ideias, consideremos inicialmente, um sistema com duas particulas (N=2). Os

deslocamentos internos relativos das duas particulas se fazem em relagdo ao CM do sistema.
Sdo eles,

> > > mZ - >
r1:r1—FCM=—V(1’2—F1), (8—-17)
> > > ml - >
e r2:r2_rCM=V(r2_r1): (8—-18)
onde Py ¢ dado pela Equagio (8-3). E facil verificar que
. mqy ,
myf;+m,r=0 = r=—(—)r. —
111 212 2 m,/) ! (8—-19)

Observa-se que Ty e Ty sdo antiparalelos. O ponto onde
estd o CM divide a distancia entre as duas particulas na
razao inversa das massas. Resulta que o0 CM estd sempre
mais proximo da massa maior. Derivando as Equagoes
(8-19) em relagdo ao tempo, obtemos

p,1+p,2=0; (8—20)

onde p; =m;V; e Py = m,Vy sdo os momentos das
duas particulas relativas ao CM. Visto do CM, este
momento total é nulo.

Figura 8-9. Sistema de duas particulas
. . de massas m; e m,, observado pelas
Sistema com N particulas coordenadas 7/ e 7 a partir do seu CM.

Podemos generalizar a discussdo acima para N>2 particulas. Nesta situacdo, as Equacdes
(8-17) e (8-18) se tornam
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-

I =1 —fem »comi=1,2,...,N. (8-21)

Usando a Equagdo (8-6) para F'cy, podemos facilmente obter

N N
Zmi(Fi_FCM):ZmiFi’ZO' (8 —122)
i=1 i=1

que ¢ a generaliza¢do da Equagdo (8-19) para N particulas. Derivando em relagdo ao tempo a
Equacao (8-22), obtemos

(8 —23)

N
-/
pi=0,

i=1

onde P; = m; Vi . Ou seja, 0 momento total do movimento interno do sistema relativo ao
CM ¢ nulo.

Este resultado ¢ importante na fisica, pois, tratando o problema visto do CM, facilita em
muito, as manipulagdes algébricas. Este assunto sera revisitado com mais detalhe adiante.

Exemplo 8-5

Um projétil ¢ langado com uma velocidade inicial vy =30 m/s em um angulo 6 = 45° com a horizontal. No topo de
sua trajetoria o projétil explode em dois fragmentos de massas que sdo ejetados horizontalmente. Um deles de
massa m; = 1 kg, cai no mesmo plano vertical que contém a trajetéria inicial do projétil, a uma distancia x; = 80 m
do ponto de langamento. O outro fragmento tem massa m, = m; /2.

Tome g =10 m/s*.

a) A que distancia, X, do ponto de langamento, cai m,?

b) Visto do CM do sistema dos dois fragmentos, quais sdo suas velocidades logo apods a explosao?

¢) Qual ¢ a energia mecanica liberada pela explosdo?

Solugéo:

a) Pela natureza do conceito de CM, o alcance, R, que teria alcangado o projétil é igual a xcy. Logo,

1
R=xem = M (myx; + myx,),

onde R ¢ dado pela Equagdo (3-14),

v6
R = —sen26,.
8

No ponto O de langamento foi considerado
um sistema de coordenadas com o eixo Oy
ao longo da vertical e Ox ao longo da
horizontal. Podemos assim calcular x,:

o R‘£—45. mz. R =90, =10, x(m).
M m :
X2 = R— m—: X1 Figura 8-10. Gréfico mostrando a trajetoria do CM do projétil (mesmo
apos explosdo), e as trajetorias dos fragmentos. Por ser mais pesado, m;
onde p= % =2e mﬁ =1+p=3. atinge o solo mais proximo ao CM.
2 2

Substituindo pelos valores numéricos,
2

10
R=EX1=90m, e X, =3X90—-2x80=110m.

b) Conforme visto na Figura 8-10, a partir de O’, o fragmento m, se desloca obedecendo as equagdes

X; — ==Vt e h==gts
2735 2x 2 g
Apbs eliminar t entre as duas relagdes acima, obtemos,

1
h=1g (x, — R/2)/v,.

Em O’, v,=0 e entdo podemos usar a equacio
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0 = v, — 2gh, onde vy, = v, senf, . Dai, obtemos
h =vZ sen? 0,/2g.

Est | | h_302><1/2_900_225
stevalorvale h=———1—=—7 =225m.

Assim conhecido h, podemos calcular vy,:

Vax = (x; —R/2) g/ (v, senb).

Apos substitui¢des numéricas, v, = 30,65 m/s. De acordo com a Equagdo (8-21) ¢ facil ver que
Vax = Vax —Vx , ©

2
Vy = Vg cos 0y = 30><7= 21,21 m/s .

Logo,
Viy =+944m/s.

O valor de v, ¢ obtido com o uso da Equagio (8-19):
. mz\ , 1
Vig = —(m—l)VZX = - EX 9,44 = —4,72 m/s.

Observe que Vix = V'iy — Vx =—4,72 + 21,21 =+ 16,49 m/s. Pela Figura 8-10, podemos ver que o CM atinge o
solo em R=90 m, mais préoximo da maior massa (m;), como deve.
¢) A energia mecanica liberada pela explosdo ¢ dada por

1 2 1 2 1 2
AEmeC = [(Eml Vix + E m; VZX) + Mgh] - [E MVO] .

no ato da exnlosao inicial

Para calculos numéricos, fica mais facil no formato
1 2 2 2
AEpec = Emz[“ Vix T Vi +2(1+wgh— (1 + W vg] =
1 1
= Emz [2 X 16,49? +30,65% + 6 x 10 x 22,50 — 3 x 30%] = §m2133,26 = 33,32].

8-4 O Principio da Conservacédo do Momento Linear
Da secdo anterior vemos também que € possivel escrever
dF

—=F© (8 —24)

onde P ¢ o momento total de um sistema S de particulas e F(®)¢ a resultante das forgas
externas que atuam sobre S.

O sistema S foi considerado fechado, ou seja, dele ndo sai nem entra qualquer particula
(massa), de tal modo que a massa total M permanece constante.

Se, além disso, for considerado isolado, ou seja, F@© =, entdo, d_ﬁ/dt= 0= P =
=constante.

Este resultado representa a demonstragdo do Principio de Conservacdo do Momento
Linear, que pode ser posto numa forma compacta, como

F® = 0 < P = constante. (8 —24)

. ~ = . . . .
Observe que a condicdo P = constante, equivale a dizer que ao se considerar dois estados

apropriados de S, designados por estados inicial e final, tenhamos 1_3: = 1_3:, para um sistema
isolado e fechado.
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Sistemas parcialmente isolados

As Equagoes (8-24) e (8-24)" sdo expressdes vetoriais, ¢ assim sendo t€m trés componentes,
ao longo dos trés eixos cartesianos x, y € z, respectivamente.

Dependendo do caso, um sistema poderia ndo ter forgas externas atuando, por exemplo, em
uma, ou até mesmo, em duas direcdes. Isto equivaleria a dizer que nestas diregdes, o
momento linear poderia ter suas componentes conservadas.

Generalizagdo da primeira lei de Newton

Se a resultante das forcas externas que atuam sobre S se anula, ou seja, F@© = 0, implica
que pela Equagdo (8-24), dfcy/dt = 0. Como consequéncia, 0 CM de S permanece em
repouso ou em movimento retilineo uniforme.

A equacdo (8-24)" também implica que um sistema S ndo pode ter CM deslocado
simplesmente, sob a a¢ao de forgas internas.

Paradinha 8-3

Imagine um rojao junino langado no ar a um angulo 6 com a horizontal e que explode em pleno voo. Desprezando
a resisténcia do ar, descreva como o centro de massa dos fragmentos seguiria em continuagdo a trajetoria
parabolica original, até que eles comegassem a atingir o solo.

Exemplo 8-6

Uma bomba junina em repouso sobre um assoalho horizontal liso explode em dois pedagos, que deslizam pelo
assoalho apds a explosdo. Um dos pedagos de massa m; desliza ao longo do eixo positivo dos x.

a) De que é formado o sistema S do problema? E ele fechado e isolado?

b) Que tipo de forgas internas atuam?

¢) Descreva o movimento do segundo pedago de massa my.

Solucéo:

a) O sistema S ¢ inicialmente formado pela bomba em repouso. Apds a explosdo S passa a ser formado pelos dois
pedagos. Este sistema ¢ fechado porque dele ndo sai nem entra nenhuma nova massa. E isolado, pois paralelo ao
eixo dos y atua a forga externa gravitacional que é compensada pela forga normal.

b) As forgas internas sio criadas pela reagdo quimica da explosdo.

¢) Ao longo do eixo x ndo atua nenhuma forga externa resultante (o atrito é nulo). Nesta direcao, P ¢ conservado.
Como a bomba junina estava inicialmente em repouso, P = 0. Isto implica dizer que ao longo do eixo dos x

my
P=mv,+myyv, =0 = v,=—(—]v;.

Como consequéncia, o momento ou a velocidade do segundo fragmento ¢ ao longo do sentido negativo do eixo
dos x.

Exemplo 8-7

Dois blocos de massa m; e m, esto ligados por uma mola de massa desprezivel, em repouso sobre uma superficie
horizontal lisa. Os blocos sdo afastados levemente um do outro, esticando a mola, e depois soltos. a) Quais as
forgas interna(s) e externa(s) atuando no sistema? b) Descreva o movimento subsequente dos blocos. ¢) E caso
houvesse atrito?
Solucéo:
a) A forga interna é produzida pela interagdo entre os dois blocos através da mola. Esta for¢a é de natureza
newtoniana. Quanto as for¢as externas, na dire¢@o vertical, os pesos sdo equilibrados pelas forgas normais. Como
ndo h4 atrito, também ndo existem forgas externas horizontais. E bom salientar que nosso sistema ¢ formado
pelos blocos e a mola. Ele é fechado e isolado.
b) Ao longo da diregdo horizontal (eixo dos x) n@o atua nenhuma forca externa resultante, e entéo,

dl_)) mq

E_O = mvi+myv, =0 = v, ——(m—z)vl.
Caso ndo ha atrito, a energia mecanica total se conserva. Os dois blocos permanecerdo em oscilagdo, ora se
aproximando, ora se afastando do CM, o qual permanecera em repouso.
c¢) Caso houvesse atrito entre os blocos e a superficie, existiria uma forca externa resultante na direcdo do eixo

= . . . . . . . . .
X. u , .
dos x. Consequentemente, P ndo mais seria conservado. A energia se dissiparia e os dois blocos iriam se freando
paulatinamente, até pararem.
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As forgas de atrito sdo respectivamente um; g e um,g, € tém sentidos opostos, ja que V, e V, tém sentidos opostos.
Para facilitar, consideramos iguais os coeficientes de atrito.

Podemos considerar dois casos, m; = m, € m; # m,.

Caso m;=my:

Neste caso, a forga externa resultante, na dire¢do x, ¢ nula e, portanto, 0 CM se mantém em repouso. No
processo, os blocos vdo paulatinamente se freando simetricamente (V; = — V, ).

Caso m; # my:

-

L . dP
Neste caso, na diregdo x, F&Ox0 = I *0,

e consequentemente, 0 CM do sistema se deslocaria ao longo da superficie horizontal.

Paradinha 8-4

Um canh@o de massa M aponta numa direcdo horizontal e dispara uma bala de massa m com velocidade inicial v.
a) Admitindo o atrito desprezivel do canhdo com o solo, calcule a velocidade de recuo do canhdo. b) Quais as
forgas internas presentes neste processo?

8-5 Abrangéncia universal das leis de conservagao

A deducdo da lei de conservagdo do momento linear, expressa pela (8-25), se baseou na
hipdtese de que as forgas internas obedecem a 3% lei de Newton (de acdo e reagdo), o que
resultou no cancelamento da forga interna resultante. Ao que parece, esta hipotese, apesar de
bem aceita na mecénica classica, ¢ rigida demais. E possivel provar* a conservagio do
momento sem o uso da 3% lei de Newton, mas esta prova esta acima do nivel deste livro.
Além do mais, se sabe que esta lei de conservacdo ainda continua valida no microcosmo,
onde a mecanica quéntica atua e 14 a 3" lei de Newton ndo € mais um principio fundamental.
Na matéria, o nivel atbmico ou nuclear, as forgas internas sdo realmente for¢as de muitos
corpos, onde uma parte decorre da interagdo entre pares de particulas, mas também, ao
mesmo tempo, com outras particulas préximas, num processo complexo**, acima do nivel
deste curso.

As leis de conservacao da energia e do momento linear formam principios fundamentais da
fisica que se aplicam as situagcdes muito mais gerais do que as estudadas neste texto. Elas
continuam validas, inclusive na mecéanica quantica, com uma abrangéncia universal.

Exemplo 8-8

Dois pequenos blocos de massas conhecidas m; e m, comprimem uma mola entre eles. O sistema repousa sobre
uma superficie horizontal lisa. A mola tem constante elastica k = 2120 N/m e massa desprezivel. Subitamente, os
blocos sdo soltos ¢ a mola os empurra em sentidos opostos para fora de seu alcance. Admita que toda a energia
armazenada pela mola seja transferida para os blocos.

a) Qual a relag@o de massas, m,/m;, se a energia cinética do bloco m; vale k; =20 J e a do bloco m, ¢ o dobro da
de m;. b) De que distancia a mola foi comprimida?

Solucéo:

a) Devemos ter por conservagdo da energia

1 2 1 2
[O_(_Ekx)]zk1+k2 = Ekx = ki +k,.

Considere o bloco m; na direcdo +x. Nesta dire¢do, ndo existe for¢a interna. Logo,

P=myvi—-myv,=0 , ou
m1k1=m2k2.

Comok, = 2k; = myk, =M, (2k;) = m,/m; =1/2.

b) Para calcular a distancia de compressao da mola,

k

1
3 kx? = k; +k, =k; +2k; =3k; = x=
Como k; =20 J e k=2120 N/m, obtemos
V6 X 20

XZW =0,24m =24 cm.

* “On Newton's Third Law and the Conservation of Momentum”, E. Gerjuoy, American Journal of Physics, Novembro, 1949,
volume 17, pagina 477.
**“Forgas Nucleares”, Hélio Teixeira Coelho, Manoel Roberto Robillota, Ciéncia Hoje, volume 11, n°® 63 (1990).
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8-6 Sistema de massa variavel

Até aqui estudamos sistemas com massas totais constantes. Vimos que um corpo s6 pode se
deslocar se existirem forcas externas atuando sobre ele. Nesta se¢do, no entanto, vamos
mostrar que se a massa de um corpo for varidvel ele pode, sim, ser impulsionado sob a agdo
puramente de forgas internas.

Segunda lei de Newton para sistemas de massa variavel.

Para abordar este problema, vamos considerar o caso de um foguete numa regido do espaco
exterior sem a presenca de um campo gravitacional. Admita este foguete inicialmente, em
repouso, em relacdo a um referencial inercial. Seu movimento unidimensional dar-se-a,
conforme veremos, da queima de combustivel e sua eje¢do através do escape do motor.

Seja M a massa instantinea do foguete, a qual inclui o combustivel, € V sua velocidade em
um instante t qualquer. Ao liberar uma massa, —AM, pela combustdo num tempo At, a uma
velocidade U em relagdo ao sistema inercial, o foguete passa a ter uma massa M+AM e uma
velocidade V + AV. A variagdo de massa, AM, é uma quantidade negativa, mas por
conveniéncia, s6 no final da discussdo isto sera explicitado. Nosso sistema ¢ fechado e
isolado e estd representado na Figura 8-11. Como ndo existe for¢ca externa atuando, o
momento do sistema S € conservado no processo. Assim

AP=0 = B;=B , (8-25)
onde P; = (M 4+ AM) (¥ + AV) + U(—AM), e P, =My .
vt
(S .
i e, P s W
', - J b ’ ) _M4 1T/ J ‘\\
: M 5 - M+ AM ST
CM; S N WM, CM; :
(0] ‘(—

(a) (b)

Figura 8-11. (a) Foguete de massa M e velocidade V(t) visto de um referencial inercial. (b) Foguete
no instante t + At, onde é mostrado a massa do produto de exaustdo, AM. O sistema S é fechado e
isolado nas duas situacdes.

¥
Com um pouco de manipulagdo, obtemos
CM, ¥
MAv = —[(v+4v) — 1] AM. (8 —26) 3 CM¢
Dividindo ambos os membros por At e passando ao ’
limite quando At — 0, temos finalmente, 0
M av _  _ dM
a0 8-27) F

O termo de segunda ordem dv dM ¢ desprezado.
Observando a Figura 8-12, podemos escrever que

Figura 8-12. Vetores posicdo dos CM do
foguete 7 e do produto de exaustdo (7). O
vetor entre CM dos produtos de exaustdo e do
CM do foguete é 7', antiparalelo a Ox.
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N

>7 >
Fe=TFc—T.
Derivando ambos os membros em relagao ao tempo, temos

-

Ve =U—-V, (8 —27)

onde -V, é a velocidade relativa do material de exaustio em relagio ao foguete (a
velocidade relativa do foguete em relagdo ao material de exaustdo é V.o = +V,).

A grandeza dM/dt ¢ negativa, pois o foguete perde massa. Explicitando este fato na Equacao
(8-27), teremos

v dM
dr _ relge (8 — 28)
A grandeza positiva
dM
— E| , (8 — 29)

¢ chamada de taxa de consumo de combustivel. A Equagao (8-28) pode ainda ser escrita
(no formato F = md)

M@ = —RV,q. (8 — 30)

O termo no segundo membro tem dimensao de forca e ¢ chamado de empuxo do motor do
foguete. Vamos representa-lo por Eg, ou seja,

E:)F = RVpel (8-31)
Voltemos a Equagio (8-29). Antes, porém, observemos que

dP d dv _dM
= (M) =M — + ¥ — 8—32
it dt(MV) Mdt+v i ( )

O termo M dv/dt é dado pela Equagéo (8-28) e lembrando que dM/dt é negativo,teremos

dP _
L (8 —33)
dt

que ¢ a 2% lei de Newton (no sentido F= dp/dt) para sistema de massa variavel.

Paradinha 8-6
Verifique que RV, tem dimensio de forca

Calculo da variacao da velocidade
Para este proposito, partamos da Equagao (8-27)
d—-) — M
V = — Vil —
rel M . .
Vamos supor que durante o periodo de igni¢ao, V,.q] permanece constante.

Integrando os dois membros desta equagdo, obtemos
J-Vf Mg dM
dv = _vrel J‘ ]
Vi Mi M

ou seja,

Vi — Vi = Vg log <M;> ) ( )
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onde o logaritmo natural ou neperiano na base ¢ = 2,71828. Os indices i e f se referem aos
estados inicial e final, respectivamente. Observe que M; > M e dai o logaritmo ¢é positivo.
Como resultado, V¢ — V; tem diregdo e sentido de V., correspondente ao recuo do foguete.
A medida que o combustivel se esgota, M vai se reduzindo. Um foguete de varios estagios
passa a ser altamente vantajoso, por ser possivel descartar cada estadgio a propor¢do que seu
combustivel termina.

Presenca de forcas externas

Nesta situagdo, a Equagio (8-29) passa a ser,

Md = Ep + F©, (8 —35)

onde EF = RV, € F® ¢ a resultante das forgas externas.

Exemplo 8-9

Uma sonda espacial de 15.819 kg move-se em linha reta em dire¢do a Marte a uma velocidade de 200 m/s, em
relagio a um dado referencial inercial. Num certo instante, o motor da sonda é acionado, queimando 10* kg de
combustivel que ¢ ejetado a uma velocidade de 302 m/s em relagdo a nave espacial. Qual a velocidade final da
sonda?

Solugéo:

Para calculo de vy, utilizamos a Equagéo (8-33),

M;
Vi = Vj + Vo log <E) )

onde v; = 200 m/s, v, =302 m/s, M; = 15819 kg e M;= 15819 —10.000 = 5819 kg. Com estes valores, obtemos

15819

Vg = 200 + 302 lOg(W

m
) =200+ 302 = 502?.

8-7 Pausa para descontracao:
Um falso debate: momento versus forca viva

A humanidade tem vivenciado nos ultimos cinco séculos um numero de debates entre
pessoas que tiveram um peso importante na construgdo da cultura ocidental. Alguns
destes debates se revelaram, na realidade, como falsos debates. Foram os casos, por
exemplo, da cotenda entre Newton e Leibniz sobre a primazia na autoria do céalculo
infinitesimal, ou da disputa entre ciéncia versus religido entre Galileu e o papa Urbano
VIII. Séo exemplos marcantes!

Em 1686, aos 40 anos de idade, Leibniz se envolveu num grande debate sobre um
conceito criado bem antes por outro filésofo, igualmente importante, o francés René
Descartes (1591-1650), considerado o fundador da filosofia moderna. Descartes ¢
também considerado na ciéncia como um dos maiores matematicos, criador da
geometria analitica, e na fisica, como o criador do conceito fundamental de momento

linear. Leibniz
Mas quem foi Leibniz?

O grande filésofo e fisico-matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
nasceu em Leipzig, hoje parte da Alemanha. Além da famosa contenda com Newton,
também se envolveu durante toda a vida em intimeros outros debates. Na maioria dos
casos ndo levaram a nenhuma vitéria decisiva. Por ser uma figura de interesses
diversificados ¢ a favor de uma formacdo mais holistica, e, portanto, contra a
especializagdo, muitas vezes foi infeliz em abordar temas que ndo dominava com a
devida profundidade ou que estavam acima de suas possibilidades. Como
consequéncia, seus nuMmMerosos projetos nunca pareceram chegar a algum resultado.
Ele chegou, por exemplo, a elaborar planos utopicos para unificar as Igrejas catdlica
e protestante. Certamente, sem sucesso, além de cairem no descrédito geral. Ou viver
acreditando que Deus nos deu o melhor dos mundos, sem, no entanto, enxergar os
grandes problemas sociais e econdmicos em volta de si, numa visdo alienante e mirabolante das coisas. O filésofo
francés Voltaire (1694-1778), em seu estilo ferino habitual, ndo o poupou por estes percalgos. Foi um de seus

René Descartes
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criticos ferrenhos depois que decidiu se aliar a Newton. Leibniz, apesar de tido como dado uma competente
contribuicdo na matematica, como a invengdo do calculo (hoje aceita como compartilhada com Newton), e
também na criagdo de notagdes na matematica (hoje mundialmente aceitas), ao contrario de Newton, foi
enterrado, como Mozart e tanto outros génios da humanidade, completamente esquecido, acompanhado no
funeral apenas por seu antigo secretario.

Mas o que sabemos mais sobre René Descartes?

Descartes, como ja vimos antes, nasceu em Laye, Franga, de uma familia abastada. Foi educado no colégio jesuita
de la Fléche, possivelmente, o melhor da Franga a época. Em Poitiers, graduou-se em Direito, em 1616. Viajou
por boa parte da Europa. Serviu por algum tempo como soldado, primeiro no exército protestante, e
posteriormente, no exército catdlico da Bavaria. Sua satide nunca foi das melhores, e por conta disso foi educado
com muito mimo, o que lhe deu um ar um pouco afeminado. Na filosofia é considerado o pai do racionalismo
cartesiano. Nesta filosofia aceita a razdo como a capacidade de conhecer e de estabelecer a verdade. Por
oposigdo ao empirismo, que utiliza para tal, a experiéncia sensivel. Acreditava Descartes que s6 com o uso da
légica, da matematica como ferramenta, e das ciéncias naturais, com modelos da natureza, ¢ que a verdade
poderia ser estabelecida, incontestavelmente. E dele a famosa frase “Penso, logo existo” (“Cogito, ergo sum”).
Descartes morreu de pneumonia no frio inverno da Suécia, como professor da rainha Cristina. Esta rainha tinha o
estranho habito de ter aulas, pontualmente, as 5 horas da manha!

Sua contribuigdo em fisica nasceu de origens religiosas. Segundo ele: “Ap6s a criacdo por Deus da matéria
(massa), Ele considerou a possibilidade desta matéria estar em movimento no universo”. E, portanto, deveria
existir uma grandeza fundamental que se conservasse representando este fato. Mas como defini-la? Através de
muitas observagdes experimentais a época, no estudo da colisdo de dois objetos, chegou ele a conclusdo, em
1644, que esta grandeza deveria ser chamada de momento (“momentum” em latim) ¢ definida como o produto
da massa pela sua velocidade (mv). De acordo com Descartes, esta grandeza se conservava na colisdo.

John Wallis Christian Huygens Sir Christopher Wren

Em 1663 foi fundada a Real Sociedade de Londres (Royal Society of London, RSL) para encorajar a
experimentagdo nas ciéncias naturais. Cientistas famosos, como o inglés Jonh Wallis (1616-1703), o holandés
Christian Huygens (1629-1695), e o inglés Sir Christopher Wren (1632-1723), foram seus membros. Logo de
inicio, foram convidados a estudar mais a fundo, a teoria de colisdes, dando continuidade a obra de Descartes.

Em novembro de 1668, John Wallis submeteu um memorando que talvez tenha sido a primeira indicagdo da Lei
da Conservacdo do Momento. Ao utilizar o momento, Wallis reconheceu que o sentido do movimento deve ser
considerado. Numa linguagem moderna, dizemos que a velocidade é uma grandeza vetorial. Descartes falhou por
ndo conhecer este conceito.

O grande trabalho na resolugdo do problema da colisdo de corpos foi feito por Christiaan Huygens, que trabalhou
com muitas variantes do problema.

Na época de Huygens, estas leis gerais estavam comecando a ser estabelecidas. A
grande generalizacdo ainda estava por vir.

Em 1686, Leibniz apresentou um trabalho em que insistiu que o conceito de
momento criado por Descartes e considerado por ele uma grandeza fundamental,
era errado. A grandeza fundamental, segundo Leibniz, deveria ser a “vis viva”
(forga viva), o nome usado para designar a quantidade mv?.

Atualmente, sabemos que ambos, Descartes (1644) e Leibniz (1686), estavam
parcialmente certos e parcialmente errados, enquanto Huygens estava mais proximo
da verdade. O momento tomado numa forma vetorial, mV, é agora a sua forma
correta. A relagdo m;V, + m,V, = constante, que aparece num choque de dois
corpos, deve ser considerada como uma lei de conservacdo. Ja a grandeza “vis

viva”, deve na realidade ser expressa rigorosamente, como %mv2 e ¢ chamada de g
energia cinética de um objeto em movimento. Jean le Rond d'Alembert
Quem resolveu este grande impasse entre Leibniz e Descartes, foi outro grande

filosofo e fisico-matematico francés, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783).
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Joseph Louis Lagrange Sir Benjamin Thompson, Laurent Lavoisier
conde Rumford

D’Alembert ao nascer foi abandonado nas portas de uma igreja proxima a Notre Dame de Paris. Foi adotado por
uma familia simples de um vidreiro. Posteriormente, veio a saber, que sua mie era uma aristocratica e o pai um
general. Quando mais tarde D’ Alembert se tornou famoso, seus pais tentaram, em vao, se aproximar dele.
D’Alembert juntamente, com seu amigo Voltaire, foram arautos da revolugdo francesa. Morreram antes dela
acontecer. D’ Alembert em 1743 publicou o seu Tratado de Dinamica (“Traité de Dynamique”) encerrando assim
o debate entre Leibniz e Descartes. Mostrou ele, que o debate era na realidade um falso debate. Basicamente,
toda a confusdo vinha de uma questdo de terminologia. Tanto a energia como o momento, podem ser encarados
como invariantes do movimento.
A questdo evoluiu ainda mais porque o conceito de energia ndo estava completamente equacionado. Em 1777,
outro grande fisico matematico, de ascendéncia franco-italiana, participante da revolucdo francesa, Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) apresentou a conexao entre a forca e a energia potencial gravitacional. Criou também,entre
outras coisas, a Mecanica Analitica. Nesta mecénica, todas as leis de conservagdo da mecénica classica podem
ser expressas por uma simples equagdo matematica. Além da beleza estética e de sua praticidade, sabemos hoje
que ela pode, inclusive, ser estendida @ mecénica quantica.
Posteriormente, ficou também claro que existe perda de energia mecanica
devido as forgas de atrito. O atrito ¢ uma for¢a “ndo conservativa”, pois néo
“devolve” a energia que absorveu. A relagdo entre for¢a de atrito e calor ¢ o
conceito de calor como uma forma de energia
so foi feita no final do século XVIII. Em 1780,
Lavoisier (1743-1794) e Laplace (1749-1827),
disseram que “calor é vis viva resultante do
movimento das moléculas de um corpo”.
Contudo isso s6 foi compreendido em 1798,
quando o fisico Sir Benjamin Thompson,
conde Rumford (1753-1814), demonstrou a
relagdo entre o trabalho das forgas de atrito ¢ a
respectiva quantidade de calor gerado. Laplace
Finalmente, para encerrar, com a evolugdo do
conceito de energia, devemos mencionar o fisico alemdo Julius Robert von
Mayer(1814-1878).Foi o primeiro a enunciar explicitamente, que a energia
pode variar de varias formas (quimica, elétrica, magnética, mecanica, térmica),
e pode ser convertida de uma forma em outra, mas a soma total é constante.
Julius Robert von Mayer Hoje podemos afirmar que o grande (falso) debate entre Leibniz e Descartes foi
totalmente esclarecido!

Resumo

Centro de Massa
Distribuicéo discreta com N particulas:

1x 1x 1x
XCMZMZmiXi , YCMZMZmiYi:ZCMZMZmiZi: (8-5)
i=1 i=1 i=1
ou usando notagdo Vetorial,N
S 1 5
rCMZMZmiri ) (8-6)

i=1

onde M ¢é a massa total do sistema.
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Distribuicéo continua

XCM=%J‘-]de,}ICM=%£de,ZCM=%J;ZdV, (8 — 10)
ou usando usando uma notagdo vetorial
FCM=%Lfd3r , 6 —11)
onde V ¢ o volume do corpo.

Segunda lei de Newton para um sistema de particulas

dZ I'cm -
M =F@©, (8—-16)
dt?
onde F® ¢ a resultante das forgas externas que atuam sobre sistema.

Conservagdo do momento linear

—

- . dP
Colocando P = Mvgy , entdo EZF(Q)

Principio de conservagédo do momento:

Se um sistema esta isolado e fechado de modo que F® =0, entio temos

F® =0 < P = constante.

Isto implica dizer que E = ﬁf , onde os subscritos se referem aos instantes inicial e final, respectivamente.
Sistema de massa variavel

Equacéo do tipo da segunda lei de Newton

av - o (8 -35)
M— = Eg + F© |

e~ °F
onde M ¢é a massa instantanea do foguete, incluindo o combustivel ainda ndo consumido, Eg = RV, , é 0 empuxo,
onde R ¢ a taxa de consumo de combustivel e V, ¢ a velocidade dos produtos de exaustio em relagdo ao foguete.

O termo F® ¢ a resultante das forcas externas atuando sobre o sistema.

Equacéo da variacao da velocidade do foguete

o oo M; -
Ve — Vi = Vel log(ﬁl), (8—-34)

onde a massa do foguete varia de M; para Mg

Questdes conceituais:

1) Falso ou verdadeiro, justificando sua escolha:

a) Todo centro de massa de um sistema tem necessariamente alguma massa.

b) O CM de um sistema ndo depende da escolha da referencial.

¢) Nao se pode escolher um referencial cuja origem coincida com o CM de um sistema.

2) No conserto de uma nave espacial, um astronauta de 70kg em repouso em relagdo a nave empurra para outro
astronauta a peca danificada de 35kg a uma velocidade de 2,0 km/h em relagdo a nave. Escolha as respostas
certas:

a) O astronauta continua em repouso.

b) O astronauta se move a 1,0 m/s em sentido contrario a pega.

¢) A quantidade de movimento do sistema astronauta-pe¢a no processo ¢ conservada, mas ndo sua energia
cinética.

d) O CM do sistema astronauta-pega se desloca em relagdo a nave.

3) Uma pessoa esta de pé sobre uma superficie horizontal lisa e quer sair dela. O que ela poderia fazer?
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4) Um motorista dirigindo um carro numa boa estrada reta e horizontal percebe um obstaculo a frente. Case cada

uma das afirmacdes da coluna a esquerda com a mais apropriada da coluna a direita:
a) O motorista aciona o pedal do freio.

i) uma forga externa de atrito entre cada roda e a
estrada ¢ criada.
i) uma forga interna ¢ criada.
iii) Carro desacelera sem o torque no motor.

iv) Energia bioquimica ¢ transformada em mecanica.
e) Além de forgas externas € criado outro tipo de forca. v) A velocidade do CM do carro ¢ reduzida.

b) O pedal do acelerador fica livre.
¢) Uma pastilha de freio ¢ acionada em cada roda.
d) A rotacdo das rodas se torna bastante reduzida.

5) Complete a sentenca:

O deslocamento do CM de um corpo s6 € possivel acontecer se existirem forgas............ccoveeeneee. atuando, ou se a
.......................... do corpo for obtida através de forgas..........ccooeererenenineneienns

6) Duas particulas tém a mesma energia cinética. E verdadeiro dizer que t€m a mesma quantidade de movimento
se tiverem a mesma velocidade?

7) A Figura 8-13 mostra um salto em distancia de um atleta. Antes de alcangar o ponto A, o seu CM ja vinha se
deslocando em linha reta horizontal. No ponto A, um impulso nos pés faz seu CM de massa se deslocar, passando

a descrever uma parabola. Qual a razdo dos movimentos sincronizados dos bragos, pernas, cabega, etc, do atleta
para que o alcance AB seja o maior possivel?

A * D

| |
B

A

Figura 8-13 Salto em distancia referente a questéo 7 Figura 8-14 Referente & questdo 9.

8) Mostre a velocidade de um foguete de multiplos estdgios ¢ muito maior que a velocidade final de uma foguete
de um tnico estagio de mesma massa total e mesmo suprimento de combustivel. (Sugestdo: analise o caso de
dois estagios).

9) Considere o trapézio ABCD da Figura 8-14. Mostre que seu centroide deve estar situado sobre o segmento que
une os pontos médios das bases do trapézio.

10) Falso ou verdadeiro:
Uma granada ¢ langada no ar. Com sua explosao:
a) A trajetoria do seu CM ¢ alterada.
b) A resultante das forcas externas ¢ alterada.
¢) A energia mecanica no processo ndo se conserva.
d) Ha uma perda de energia no sistema em forma de energia térmica.

Problemas

* oy wwk O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Trés particulas de massas 2, 1 e 3 kg, respectivamente, tém vetores posigio 'y = 5tX —2t2§+ (3t —2) 2

f, = (Qt—3)R+(12-5t)9+ (@ +6t—3t3)7 , 3 = Qt— 1)+ (t2 +2)§ —t32, onde t é o tempo em
segundo.
a) Ache a velocidade de CM em t = 1s.

b) Obtenha 0 momento linear total do sistema no mesmo tempo de a).

2)* Trés massas iguais sdo localizadas nos vértices de um triangulo. Prove que o CM ¢ localizado na intersecgdo
das medianas do tridngulo.

3)* Prove que o CM ndo depende da origem do sistema de coordenadas usado.

4)* Um homem de massa m estd pendurado em uma escada de corda, suspensa por um baldo de massa M. O
homem e o baldo estdo estacionarios em relagdo ao solo.

a) Se o homem comegar a subir pela escada a uma velocidade v em relagdo a escada, o baldo se movera? Caso
afirmativo, com que velocidade em relagdo ao solo?

b) Qual o estado de movimento ap6s o homem ter parado de subir?
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5)* Um homem de massa M esta sentado em uma extremidade de uma prancha de massa m que esta em repouso
sobre um lago congelado. O homem atira um objeto de massa m’ numa direcdo paralela ao comprimento da
prancha. A velocidade de m” em relagdo a margem ¢ v'. Determine a velocidade adquirida pela prancha logo apos o
langamento.

6)* Um patinador no gelo de 70 kg estd de p¢ em repouso e langa uma pequena bola de 60 g para longe de si, a uma
velocidade horizontal de 4,0 m/s. Qual a velocidade adquirida pelo homem, dada em forma vetorial?

7)** Ache 0 CM de uma barra delgada (unidimensional) de comprimento | ¢ densidade proporcional a distincia de
uma de suas extremidades.

8)** Prove que 0 CM de um arco circular uniforme de raio r e angulo central ¢ localizado no eixo de simetria a
uma distancia do centro igual a rsen a/a.

9)** Considere o Exemplo 8-4. Mostre que o mesmo resultado pode ser obtido considerando o furo circular de raio
R como uma massa negativa concentrada em —R

10)** Um circulo de raio a é removido de uma chapa circular uniforme de raio b > a, como indicado na Figura 8-
15. Se a distancia entre seus centros A e B é d, ache o CM.

11)** Trés particulas de massas m; , m,, m;z s@o localizadas nos vértices de um tridngulo de lados opostos a,;, a,,
ay , respectivamente. Prove que o CM esta situado no encontro de bissetrizes do tridngulo se e somente se m;/a; =
mQ/az = m3/a3.

12)** Ache o CM de um hemisfério solido uniforme de raio R. (Sugestdo: considere o hemisfério constituido de
cilindros de alturas infinitesimais como mostrado na Figura 8-16).

13) **Ache o CM de um solido de densidade constante consistindo de um hemisfério de raio R em cima da base de
um cilindro de altura H,conforme mostrado na Figura 8-17.

S

Figura 8-15 Referente ao problema 10. Figura 8-16 Referente ao problema 12.

14)** Um artefato de massa m ¢ langado no ar com uma velocidade inicial v, , formando
um angulo 0 = 45° com a horizontal.

a) Mostre explicitamente, que a variagdo do momento do artefato apds ter decorrido um
tempo ty € igual a seu peso multiplicado por este tempo. Que lei rege este resultado?

b) Suponha que no tempo t, o artefato explode em dois fragmentos iguais. Um fragmento,
cuja velocidade, imediatamente, apos a explosao ¢ zero, cai verticalmente. Supondo o solo
plano, a que distancia do langamento caira o outro fragmento?

15)** Uma patinadora de massa M (que inclui roupa e patins) numa pista congelada,
segura dois pesos iguais, cada um de massa m. Partindo do repouso, ela atira os pesos
horizontalmente, um de cada vez. A velocidade de cada peso em relagéo a patinadora € v, :
a) Qual a velocidade na forma vetorial da patinadora, logo apds o primeiro langamento? Base do sélido

b) E apods o segundo langamento?
c) Caso ela estivesse atirado os dois pesos simultaneamente, 4 mesma velocidade v, ~ Figura 8-17 Referente
em relacdo a ela, ela ganharia mais velocidade? ao problema 13.
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16)** Um foguete de massa inicial my, que inclui o combustivel, parte do repouso ¢ move-se em linha reta
verticalmente, para cima, em um campo gravitacional constante. Assuma que o gas ejetado sai a uma taxa R
constante e a uma velocidade v, constante em relagao ao foguete. Calcular a velocidade do foguete num tempo t
apo6s o langamento.

17)** Um foguete move-se em linha reta em relagdo a um referencial inercial numa regido livre de campo
gravitacional. Para obter um incremento de velocidade igual a velocidade de escape dos gases, qual deve ser o valor
da relagdo de massas, my/ my, inicial e final, no processo?

18)** Uma viga de secdo transversal em forma de quadrado, possui densidade que varia de acordo com os
quadrantes, como mostrado na Figura 8-18, com niimeros indicando as densidades relativas.

a) Se um sistema de coordenadas ¢é escolhido como mostrado na figura, qual a equagdo da reta que passa pela
origem e pelo CM?

b) Mostre que o resultado seria o mesmo caso a seg¢do transversal
fossem circulos inscrito ou circunscrito ao quadrado.

Y

19)** Uma corrente delgada e flexivel tem uma densidade linear
uniforme A e estd em repouso sobre uma mesa, formando um pequeno
monticulo. Em t = 0 comega a ser levantada verticalmente, com uma
velocidade constante v. Qual a forca necessaria para levanta-la em
fun¢do do tempo?

20)*** Um esquilo de massa m esta em repouso na extremidade de uma
prancha de massa M e comprimento |. A prancha estd em repouso sobre
a superficie de um lago congelado. O esquilo resolve pular em direcéo a
outra extremidade da prancha com uma velocidade inicial vy que forma
um angulo 0 com a dire¢do horizontal.

a) Determine v, para que o esquilo atinja a outra extremidade da
prancha.

b) Qual a variagdo da energia cinética do esquilo neste processo?

¢) Mostre explicitamente, que a variagdo do momento no tempo ¢ igual ao peso do esquilo vezes o intervalo de
tempo em que o mesmo ficou no ar. Que lei fisica esta por tras deste resultado?

Figura 8-18 Referente ao problema 20.



CAPITULO 9
COLISOES

9-1 Introducéo

Conforme vimos no capitulo anterior, a colisdo entre dois corpos foi o caminho experimental
utilizado por Descartes para estabelecer o conceito de momentum P = mv, e a sua utiliza¢do
para formular as ideias iniciais sobre grandezas fundamentais que se conservam na fisica.
Estes estudos foram posteriormente retomados por outros cientistas, resultando hoje, apds
alguns séculos, nas leis de conservacdo universalmente aceitas, tais como, a conservagao da
energia e a conservacdo do momento.

Dois corpos quando se chocam trocam energia € momento. Isto é decorréncia do processo de
interacdo entre eles. Neste choque, forcas relativamente grandes atuam em cada um dos
objetos, num intervalo de tempo muito pequeno. Como resultado, sabemos que os mesmos
dois objetos poderiam emergir, como produtos da colisdo, ou como um sé objeto, diferente
dos iniciais, ou até mesmo, em varios objetos, resultado, por exemplo, de um processo de
fragmentacdo decorrente da colisdo.

A andlise cuidadosa destas colisdes podem fornecer informagdes importantes, sobre a
natureza da interacdo entre as particulas que compdem cada objeto, utilizando neste processo
leis de conservacdo ja estudadas. Conforme veremos neste capitulo, ainda & possivel realizar
esta analise, mesmo sem conhecer as forcas que atuam durante a colisdo dos corpos
emergentes apos o choque.

Na escala atdmica, uma reagao quimica (como por exemplo, H + Ct —HCY) pode ser pensada
também como um choque entre corpos. A interagao entre H e Cf é puramente elétrica, ja que
a interagdo gravitacional nesta escala ¢ desprezivel. Neste processo, a massa se conserva,
como num choque usual entre corpos na escala do nosso dia-a-dia. Ja na escala nuclear, os
processos envolvidos sdo relativisticos e a massa ndo mais se conserva. Isto significa que as
velocidades envolvidas sdo proximas a da luz. Devemos observar que na escala microscopica
as particulas interagem entre si, mas nao se tocam durante todo o processo da reacdo. Em
todos os casos, porém, as leis de conservagdao do momento e da energia total sdo aplicaveis.
Isto ¢ de fato um feito fantastico!

Na escala microscopica, o estudo da colisdo entre as particulas tem fornecido informagdes
fundamentais para o conhecimento das forcas envolvidas. No caso atomico, da forga
eletrostatica, e no caso nuclear das forgas de curto alcance que sdo bastante complexas. Da
colisdo entre particulas, através do uso de aceleradores altamente sofisticados, podemos
obter muitos dados experimentais e testar varias teorias fisicas. E o caso bem recente da
comprovagdo da existéncia da particula de Higgs, prevista por teorias fisicas, estabelecidas
muitos anos antes, conforme mencionado na se¢do 7-10. Daqui para frente vamos nos deter
s0 na colisdo classica que ocorre na escala macroscopica.

Esquematicamente, podemos representar uma coliséo através da Figura 9-1. Antes da colisdo
e com a influéncia desprezivel de interacdo, os corpos sdo definidos por suas massas m; e m,
e seus momentos, p; € P,, respectivamente. Isto caracteriza a configuracdo inicial, antes da
colisdo.
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entre os corpos passa de novo a ser desprezivel. N
O objetivo principal deste capitulo ¢ estudar com L
detalhes diagramas como aquele, representado pela

Figura 9-1.

ms 'p'

[

A pequena regido onde a intera¢do entre 0s corpos B 3
passa a ser importante ¢ representada por I. A Ta my e
configuracdo final, apds a colisdo, ¢ representada
pelos momentos p'; e p',. Nesta regifio, a interagdo _—

/

m,
9-2 Impulso linear
Figura 9-1. Diagrama de coliséo
entre dois corpos de massa m; e m,.
Seus momentos iniciais sdo p; e P,
respectivamente, e p’; e p’, Seus
momentos finais. | representa a
regido de interacdo no processo.

Colisdao ¢ um fendmeno que pode ocorrer com muita
frequéncia no nosso dia-a-dia. O momento de um
corpo, onde o corpo ¢ tratado como uma particula pode
variar subitamente, com um choque com outra
particula. Isto ocorre, em geral, num intervalo de tempo
muito pequeno.

Dois tipos de colisdes sdo frequentes: colisdo simples e colisdes em série.

Coliséo simples

Imagine uma bola de bilhar atingida por um taco. A tacada ocorre num intervalo de tempo,

dt, muito pequeno. Neste intervalo, uma forga, 1_5(t), desconhecida, atua sobre a bola,
deformando-a ligeiramente. Ela retorna, logo em seguida, ao seu formato original, adquire
um novo momento e segue uma determinada trajetéria. Todo o processo de interagdo taco-
bola ocorre na pequena regido de interacao, ilustrada na Figura 9-1.

Quantitativamente falando, a bola sofre a acdo de uma forga 1_5(‘[) que esta relacionada com a

variagdo do momento da bola, através da segunda lei de Newton F= dp/dt. No intervalo de
tempo dt, esta variacdo ¢ dada por

dp = F(t) dt. 9-1

Uma variacdo finita desta equagdo pode ser calculada entre um instante t; , imediatamente
antes do impacto, até um instante t;, imediatamente apos o impacto, através da expressao,

tf t
Ap = dp = f F(t)dt. 9-2)
t t

A segunda integral da equagdo acima é chamada de impulso, 7, da colisdo. Assim

- tf -
Jj= ft F(t)dt. 9-3)

i

Consequentemente,

Ap = 7. 9-4

Na pratica, em geral, ndo conhecemos a expressdo matematica de F)(t), mas podemos
conhecer a intensidade média < F > da forca e a duragdo At da colisdo. Assim sendo,

5 1 o -
J=|— j F(t)dt| At =< F > At. (9-5)
t

At
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Em resumo,

7 =Ap =<F > At. (9 —5)

O grafico de F (t) x t € algo proximo ao ilustrado na Figura 9-2.

Na Figura 9-2 (a), a area sob a curva ¢ igual ao modulo de 7 sobre a bola na colisdo. J4 na
Figura 9-2 (b), a area do retangulo € igual a area sob a curva em (a), que também ¢ igual ao

e

L. et i be F

Figura 9-2 (a). Mddulo da forga versus o tempo que atua sobre a bola na colisdo. (b) For¢a média atuando
sobre a bola no intervalo At.

modulo de 7 na colisdo.
Sobre o taco atua uma forca que de acordo com a terceira lei de Newton, tem o mesmo
moédulo, e sentido oposto a forca que atua sobre a bola. Isto significa, pela Equagao (9-3),
que o impulso sobre o taco também segue a terceira lei de Newton, quando comparado com
o impulso sobre a bola.

Paradinha 9-1

Uma bola de massa m = 0,20 kg, que se movimentava a uma velocidade v = 10 m/s, ¢é rebatida por um taco. A
bola deixa o taco com velocidade v'= 20 m/s em sentido oposto ao seu movimento inicial. a) Qual o impulso do
choque? b) Qual a forca média se o impulso durou 107 s?

Colisdes em série

Existem muitas situagdes onde um alvo fixo sofre a agdo de um numero grande de colisoes
sucessivas. E o caso de um jato horizontal de areia sobre uma parede vertical solida. Cada
colisdo de um grdo de areia produziria uma forca sobre a parede. Mas o que estamos
interessados é no calculo da forca média <F> sobre a parede durante certo intervalo de
tempo At.

Em geral, consideremos um feixe de projéteis idénticos, igualmente espacados, cada projétil
tratado como particula, de massa m, e momentos iguais, mv. Para facilitar, imagine as
colisdes acontecendo ao longo do eixo x, sobre um alvo fixo vertical, como por exemplo, um
bloco solido. Seja n o numero de projéteis que atingem o alvo num intervalo de tempo At.
Cada projétil sofre uma variagdo Ap no momento por causa da colisdo. No intervalo de
tempo At esta variagdo € nAp. O impulso resultante J sobre o alvo € dado por

J=—-na , (9—6)

onde o sinal negativo indica que, pela terceira lei de Newton, o alvo tem impulso contrario a
Ap.
Como Ap = mAv, e usando a Equacdo (9-5), obtemos

<F>= 0 Av = AmA
= Atm V= At V.
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Note que, Am = n m, ¢ a quantidade de massa que colide com o alvo no intervalo de tempo
At. Ja Am/At é a taxa de colis@o por unidade de tempo. Logo,

<F>= -(AA_T) Av. 9-7)

Dois casos mais comuns podem ocorrer:
Caso i): 0s projéteis param ap0os o impacto.

Neste caso,
AVv=v;—Vv;=0—-v=—v.

Caso ii): os projéteis séo rebatidos com 0 mesmo médulo de velocidade

Neste caso,
AV=Vi—V;=—V —V=—2V.

Paradinha 9-2 - | :
!! ‘.
Uma bola ¢ rebatida por uma parede vertical sem ter qualquer )/

variagdo no modulo de sua velocidade. Se Ap for a variagdo do 67 7]
momento da bola, qual o sentido de Ap?

Figura 9-3 Referente a Paradinha 9-2.

Exemplo 9-1

Balas de uma metralhadora sdo disparadas horizontalmente contra uma parede vertical s6lida em um treinamento.
Cada bala tem massa de 3 g e saem da metralhadora a uma taxa de 120 balas/min, sendo de 500 m/s a velocidade
de cada bala. As balas sdo rebatidas de volta sem variagdo no médulo de sua velocidade. Qual a forga média que
o fluxo de balas exerce sobre a parede?

Solucao:
Tomemos o eixo dos x ao longo da trajetoria das balas. De acordo com a Equagdo (9-7), Av=v;—vi=—v—v=
=—2v, sendo v 0o médulo da velocidade de cada bala. Logo,

<F>=-(3
tempo At e m a massa de cada bala. Assim
<F>=2nmv

Substituindo pelos dados numéricos, obtemos
< F>= 2x (2 balas/s) x (3 x 10~%kg) x (5 X 10% m/s) = 6,0 N.

) (—=2v), onde Am = n m, sendo n o nimero de balas que atingem a parede num intervalo de

9-3 Tipos de colisbes

Em toda colisdo a energia total sempre se conserva. Isto j& era esperado de uma lei de
conservagdo universal. Imagine dois corpos rigidos, de pequenas dimensdes, em rota de
colisdo, sobre uma superficie lisa horizontal. Ao se chocarem, e durante um tempo muito
pequeno, estes corpos estardo juntos, sofrerdo uma deformacdo, possivelmente, nao visivel a
olho nu. Como numa mola, cada corpo voltara ao seu formato original e seguirdo em suas
trajetorias, logo apds o choque. Neste processo, imaginamos que o nosso sistema fisico é
fechado e isolado. Como nao ha forga externa resultante atuando sobre o sistema, 0 momento
linear total é conservado.

Se a energia cinética total do sistema ndo foi alterada pela colisdo, ela é chamada de coliséo
elastica.
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Rigorosamente falando, colisdes elasticas s6 ocorrem em reagdes entre particulas atdmicas, e
subatdmicas. Nestas reagdes, ndo ocorrem contacto entre as particulas nas respectivas
regides de interagao.

No entanto, se no caso dos dois pequenos corpos acima alguma energia ¢ transferida da
energia cinética para outras formas de energia, tais como, energia térmica e sonora, tal
colisdo é chamada de colisdo inelastica.

Duas bolas de bilhar ao se chocarem perdem energia cinética total na forma de energia
sonora ¢ térmica, fazendo do choque, uma colisdo inelastica. No entanto, tais perdas nao
chegam a 3% do total, o que ¢ praticamente desprezivel. Numa boa aproximacao, podemos
considerar na pratica tal colisdo elastica.

Numa colisdo inelastica, a maior perda de energia cinética do sistema ocorre quando os dois
corpos permanecem juntos apos a colisdo. Tal colisdo é chamada de colisdo perfeitamente
inelastica.

9-4 Colisao elastica unidimensional

Consideremos dois blocos de massas m; € m, em rota de colisdo, deslizando sobre uma
superficie horizontal lisa em um movimento unidimensional. Tome o corpo m; movendo-se
na diregdo positiva do eixo dos x, com velocidade v, ¢ m, A com velocidade v, . Se a
velocidade v, for na direcdo positiva, entdo v, > v, para haver colisdo. No caso de v, <0, m,
vira ao encontro de m;.

Como nao existe forga externa atuando ao longo do eixo X, 0 momento total se conserva. Por
outro lado, como o choque ¢ considerado elastico, a energia cinética total também se
conserva. Apés o choque, vamos representar por v;" e v, as velocidades de m; e my,

respectivamente. Logo, podemos escrever

AP, =0 » myv; +myvy, =my vy +m,v, (9—-18)
AK=0 > ~myvZ +=myvd = = myv? +2myv3
=0-> -mvi+-mpvy = - myv =m,Vv
5 M VE T5 M V2 5 MV 1T 5MaV 2 (9-9)
antes da colisdo depois da colisdo

Sdo conhecidos m; , m,, v;, € v, , mas faltam conhecer as velocidades v," e v,". Isto ¢
possivel se fazer, haja visto, termos duas equagdes e duas incognitas. Neste tipo de
abordagem ndo foi necessario qualquer informacéo sobre a interagdo entre os dois corpos.
Fica mais facil resolver o sistema, reescrevendo a Equagao (9-8) na forma

my (vq —Vv'y) =my (V2 — V), (9 —10)

e a Equagdo (9-9), na forma

my (v —v'1) =my (v —vi). (9-11)
Supondo V', # v, e V'; # v4, e sabendo que 8’ — b’ = (a + b) (a — b), podemos dividir a
Equagdo (9-11) pela Equagao (9-10), obtendo

vi+vyi=v,+v, ou Vi—vy, =V, =V,
velocidade velocidade

relativa antes relativa depois

Desta ultima equacgdo, obtemos que

Vlz = Vl + V,l - Vz (9 - 12)
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Substituindo este valor de v', em (9-10), obtemos finalmente,

, _(m1—m2) +( 2m, )
Va= m; + m, . m; + m, . ’ 9—-13)
Usando este valor em (9-12), tem-se
2m m, —m —
v, = (_1> v + (#) v , (9 — 14)
m; + m, m; +m,

Casos de particular interesse

i) Massas iguais

Supondo m; = m, e usando as Equagdes (9-13) e (9-14) , obtemos
v’y =v, e v, =v;,ouseja, houve troca de velocidades entre as particulas.

ii) Alvo em repouso
Nesta situagao, temos trés subcasos de interesse:

ii)” Massas iguais (m; = m,)
As Equagoes (9-13) e (9-14) fornecem v’y = 0, ou seja, a particula de massa m; para apos o
choque e transfere momento para m,, dando v’, = v;, ou seja, m, sai com velocidade v;.

ii)”” Alvo macico (m, >> m;,)
Analisando as Equacgdes (9-13) e (9-14), nesta situagdo, encontramos que
vi=v; ev,=0.

E o caso de m; atingir uma parede maciga solida (m, > > m;) e voltar com velocidade —v;. A
parede praticamente nada sofreu com o choque.

,,,,,

i) Projétil macigo (m, << my)
Neste caso, vy = v; e V', = 2v,.
E o caso de um trem atingir um carro!

Paradinha 9-3
Duas esferas rigidas de metal se aproximam em rota de colisdo elastica frontal, com velocidades de mesmo
modulo. Apos a colisdo, uma das esferas de massa m permanece em repouso. Qual a massa da outra esfera?

Exemplo 9-2

Duas pequenas esferas metdlicas rigidas estdo suspensas por
fios idénticos verticais € mal se tocam, como mostrado na
Figura 9-4. A esfera de massa m; é puxada para a esquerda
até atingir uma altura h. Do repouso ¢ largada até colidir
elasticamente com a esfera de massa m, > m;.

a) Qual a velocidade de m; imediatamente apos a colisdo?

b) E a de m,?

¢) Quais seriam os resultados acima caso m; = m,? Descreva
o movimento subsequente das duas esferas neste caso.
Solucéo:

a) Neste calculo podemos imaginar duas etapas:

Etapa 1: m; ¢ solto de uma altura h. A velocidade de m, ,
imediatamente, antes de atingir m, , ¢ calculada por conservagdo ~ Figura 9-4 Referente ao Exemplo 9-2.
de energia, ou seja,

1
mlgh=2mlvf = v, =./2gh.
Etapa 2: O choque ¢ considerado elastico. Os movimentos das esferas podem ser tratados como unidimensionais,
imediatamente, antes e depois da colisdo. Nesta dire¢cdo nenhuma for¢a externa atua no sistema das duas esferas
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(no intervalo de tempo muito pequeno do choque, existe certa friccdo entre as esferas e energia sonora, mas sao
efeitos despreziveis).
Usando a Equagao (9-13), com v, = 0, teremos

vy = (w) L +/2gh < 0, jaquem; > m;. Assim, m,é rebatido de volta com esta
P \my +my/ T my +my ’ z T T
velocidade.

b) Pela Equacdo (9-14), v', é obtido:

2m 2m
v’y L vy L \/2gh > 0.

m1+m2 m1+m2

¢) Se m;=m, entdo v’y = 0 e v', = vy, como esperado. Neste caso, houve transferéncia de momento da esfera 1
para a esfera 2. Como o choque ¢ considerado elastico, a segunda esfera sobe até uma altura h depois retorna,
atinge a primeira esfera parada, ela sobe de novo até a altura h, e assim sucessivamente, sem perda da energia
mecanica no processo.

9-5 Colisao inelastica unidimensional

Neste caso, a variagdo da energia cinética total do sistema, AK, ndo ¢ nula.

Se AK < 0, parte da energia do sistema pode ter sido convertido em calor ou em outras
formas de perda.

Se AK > 0, uma parte da energia potencial do sistema foi liberada na colisao.

Em qualquer caso, o momento total do sistema ¢ conservado, desde que nao haja atuacdo de
forca externa da direcdo x do movimento. A energia total também € conservada.

9-6 Colisédo perfeitamente inelastica unidimensional

Imagine dois corpos de massas m; e m, e velocidades v, e v,, respectivamente, na iminéncia
de se chocarem. Se apds o choque, eles ficarem juntos, teremos o que se domina choque
perfeitamente inelastico. Apds o choque, os corpos se deslocam grudados com velocidade v'.
Admitindo ndo haver qualquer forca externa atuando no sistema formado pelos dois corpos
na direcao do movimento, teremos

AP, =0 - myvy; + myv, = (Mg + my)v’

/ m m
— v = 1 2

= v, +—
m4+m, * m;+m, (9 —-15)

Nesta colis@o parte da energia cinética se transforma em calor e outras formas de energia.

Paradinha 9-4
O bloco 1 e o bloco 2 estdo em rota de colisdo perfeitamente inelastica. Qual o momento linear final se seus
momentos iniciais sdo respectivamente, 15 kg. m/s e - 8 kg. m/s?

Exemplo 9-3
Conforme mostrado na Figura 9-5, um bloco 1, de massa m;,
estd se movendo para a direita, com uma velocidade v, e um
bloco 2, de massa m, também estd se movendo para a direita i1 11
. . 1 2
com velocidade v, < v;. Uma mola com constante elastica k Wy Vz
massa desprezivel, estd fixa ao bloco 2. Despreze atrito entre E—' WE—P

os blocos e a superficie. Quando os blocos colidem, a

compressdo da mola ¢ maxima no instante em que os blocos tém
a mesma velocidade.

Calcule a compressdao maxima.

Solucao:

Na direcdo do movimento ndo existe nenhuma forga externa atuando no sistema bloco 1 + (mola + bloco2).
Mesmo durante o instante que os blocos colidem ,a forga elastica de compressdo gerada pela mola e de natureza
interna ao sistema.

Figura 9-5 Referente ao Exemplo 9-3.

Assim

AP=0 - myvy +myv, =(m; +my) v'.
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Pelo uso do teorema trabalho - energia cinética, a variagdo da energia cinética do sistema igual o trabalho
realizado pela mola, ou seja,

1 2 _ (1 2, 1 2 1 2
AK = E(m1+m2)v _<E my vy +Em2v )=§kaax >0

depois da colisdo antes da colisdo

O choque ¢ perfeitamente inelastico.
Apo6s uma pequena manipulagdo algébrica, com o sistema de equagdes acima, obtemos.

X =V\/E
max Kk’

my m;
onde yp=———— e V=V — V.
mq + mjp
Veremos adiante que p ¢ chamada de massa reduzida do sistema e v ¢ a velocidade relativa do bloco 2 em relagdo
ao bloco 1.

Exemplo 9-4: Péndulo balistico

Um péndulo balistico esta mostrado na Figura 9-6. O bloco de
madeira macica de massa M esta pendurado por dois fios
longos verticais. Uma bala de massa m << M ¢ disparada em
direcdo ao bloco atingindo rapidamente o repouso ao penetra-
lo. Como resultado, o sistema bloco + bola se desloca para
cima com o seu CM atingindo uma altura h, onde
momentaneamente, para. Qual ¢ a velocidade da bala
imediatamente antes da colisdo? Considere m= 8 g, M = 6 kg
eh=5cm.

Solucéo:

Neste problema temos duas etapas.

Etapa 1: No momento da colisdo da bala com o bloco,
nenhuma forga externa atua na direcdo X, sobre o sistema m; +
M. Assim, a colisdo ¢ totalmente inelastica e neste intervalo
de tempo, pode ser tratada unidimensionalmente. Ou seja, Figura 9-6 Péndulo balistico usado

AP, =0 - mv=(m+M)Vv para medir velocidades de balas.

Etapa 2: Logo apds o choque, a energia mecanica do sistema (bala +bloco + solo) se conserva desde que se faga a
hipotese de que as perdas por aquecimento devido a penetragdo de m no bloco M ocorra entre a colisdo e o
comeco da subida do bloco M. Assim sendo,

1
E(m+M)v’2 = (m+M)gh.

Neste calculo, a energia mecanica néo ¢ afetada pelas forgas dos fios sobre M, pois elas sdo normais a trajetoria
em cada ponto, e portanto, ndo realizam trabalho. Tomamos o nivel de referéncia da energia potencial
gravitacional igual a zero, o nivel inicial de M. Das duas equagdes acima, podemos eliminar a variavel v’,
obtendo

v=(1+M/m),/2gh,
que ¢ a velocidade da bala.
Para se ter uma ordem de grandeza, usamos os valores numéricos na equago acima, e teremos.

= 1+ﬂ V2(9,8 m/s2) (0,05 m) = 744
v=( 0,008kg) (9,8 m/s?) (0,05m) =744 m/s .
9-7 Colisao bidimensional % '/
._} . b m:. ‘}e:
Se dois corpos colidem e seus movimentos nio estdo ao ™ ] o8 ¥
longo de uma tnica diregdo, a colisdo é nao frontal e deve T,\‘”i

ser tratada bidimensionalmente.

Assim, consideremos uma colisdo bidimensional nao
frontal de um corpo de massa m;, a uma velocidade V;,  Figura 9-7 Choque néo-frontal
paralela ao eixo x, com outro corpo, de massa m,, de dois corpos.
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inicialmente, em repouso na origem, conforme mostrado na Figura 9-7. Este tipo de colisdo ¢
também chamado de colisdo obliqua. A distancia entre os CM dos corpos é representada por
b e é chamada de parametro de impacto (também conhecido por parametro de choque).
Note que b é perpendicular 4 V.

Apds o choque, as novas velocidades de m; e m, sdo V'; eV',, respectivamente. Estas
velocidades finais formam angulos 6'; e 6',, com respeito a dire¢do x. Elas sio mostradas na
Figura 9-7.

Para o tratamento analitico do problema, ¢ conveniente usar o sistema de coordenadas yx
mostrado na figura.

A quantidade de momento linear do sistema ¢ dada por

P=m ¥, +m,¥,,

e ¢ conservada. Projetada ao longo dos eixos x e y, teremos

m, v; = m, v’y cos®’y + m, v', cost’, , (9-16)

0= mq V,]_ Sene,]_ —m, V,2 Sen9'2 . (9 — 17)

Caso a colisdo seja elastica, AK = 0. E assim, temos a relagdo
1 1 1
2 2 2
-—mvy = —myvi+-—myv
> M1Vi 5 M1Vy 5 MyVy
K; K¢

(9 —18)

Precisamos de mais uma equacao para resolver o sistema, j4 que temos quatro incdgnitas,
v’y vy, 0’1 e 0',. Esta quarta equagdo poderia, por exemplo, depender do pardmetro b ou do
tipo de interagdo entre os corpos que colidem.

Para uma colisdo inelastica, usamos a grandeza Q definida por

Q=K Ki#0, (9-19)

onde Kye K; estdo expressos na Equagdo (9-18). Se Q < 0, parte da energia cinética inicial é
perdida, transformando-se, por exemplo, em calor. Se Q > 0, hd um ganho de energia
cinética.

A grandeza Q é chamada de fator Q da colisdo.

Observacao:

Colisoes em trés dimensdes ndo adicionam qualquer novo conhecimento em fisica e trazem
mais dificuldades matematicas. Logo, ndo serdo
discutidas neste livro.

Exemplo 9-5

Considere um choque elastico obliquo entre dois corpos de
mesma massa estando um deles, inicialmente, em repouso.

Mostre que as velocidades finais sd3o vetores, perpendiculares
entre si e os vetores velocidade desta colisio formam um

triangulo retangulo. Figura 9-8 Os  vetores
Solugéo: velocidade numa colisdo n&o-
Neste caso, frontal entre corpos de mesma
massa, formam um tridngulo
m;V; =mv'; +mv, = V; =V +V), (9 —20) retangulo.
A Equagdo

(9-20) implica que os vetores V'y, V', € V; formam um triangulo
Como a colisdo ¢ elastica, AK = 0, o que implica
1

1 1
Emlvf=2mv’f +Emv22 = vi=vi4+v'3 (9 -21)
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Ja a Equac@o (9-21), representa o teorema de Pitagoras.
As equagdes (9-20) e (9-21) geram a Figura 9-8 que prova o que queriamos demonstrar.

Paradinha 9-5

Em um jogo de sinuca, a bola branca com velocidade v colide obliquamente com a bola preta, inicialmente, em
repouso. Ambas tém a mesma massa. A bola branca apés o choque ¢ desviada de 45% de sua dire¢do de
incidéncia. Qual a velocidade da bola preta apos a colisdo?

Exemplo 9-6

Uma esfera de massa m move-se ao longo do eixo positivo dos x com velocidade v, e colide contra outra esfera,
inicialmente, em repouso, de massa duas vezes maior. Apos a colisdo, a esfera menos maciga move-se no sentido
negativo do eixo dos y com velocidade de mddulo v/2.

a) Qual o vetor velocidade da esfera menos macica?

b) Que fragdo de energia cinética inicial é perdida devido a colisdo?

Solugéo:
a) A Figura 9-9 ilustra o problema. A conserva¢do do momento ao longo das diregdes x e y, ddo

Y X > mv=2mv'cosd
>Y - 0=2mv’'send — mv/2,

ou

{mv =2mv’cosd ,
mv/2 = 2m v'send .

Figura 9-9 Referente ao Exemplo 9-6

Dividindo a segunda equagdo pela primeira, obtemos tg =% = 0 =27°
O valor de v’ pode ser dado pela segunda equagio acima, ou seja,
1 v
vVi=——m —.
senf’ 4 ,
(A primeira equagdo fornece o mesmo valor para v’, ja que cos 8’ = 2/+/5).

, tg 0’ 1/2 1
Notando que sen 8" = = = —,
\/1+th9’ Ji+1/4 5
entdo,
, V5
v 7 \

=7 s . . ’ A ! : ~ .
O vetor V' & assim caracterizado pelo seu modulo V5 v/4 e o angulo 8’ = 27°, que fornece sua diregio e sentido,
ou seja,

V' = (V5v/4)cos 8’ & + (V5 v/4) sen 0" § = (v/2) &+ (v/4) §.

b) As energias cinéticas antes e depois da colisdo sdo dadas por

K; = > m v2
1 vy2 1 b 1o, 5m 7 5
e Kf—zm (E) +E(2m)v —gmv + Ev =16 mv< .
O fator Q da colisio 6 Q =K;—K; =— % mv’<0 = perda de energia cinética inicial.
A fragdo perdida ¢ calculada pela relagdo:
= % = 1/8, ouseja, cerca de 12,5% de energia cinética inicial ¢ perdida pela colisdo. Logo, esta ¢ uma

1
colisdo bidimensional obliqua inelastica.

9-8 Coeficiente de restituicdo

Na colisdo de objetos, tais como esferas, é realistico imaginar que os mesmos tenham algum
grau de elasticidade. O tempo durante o qual tais objetos estdo em contacto ¢ composto de
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um tempo de compressdo, durante o qual uma pequena deformagdo toma lugar, € um
tempo de restitui¢ao, durante o qual o formato do objeto ¢ restaurado.

E plausivel admitir, ¢ a experiéncia comprova, que tais objetos sio deformaveis
microscopicamente, tais que as forcas exercidas s6 estdo presentes, ao longo da normal
comum, passando pelo ponto de contacto entre eles (e para esferas, por exemplo, também
passando através de seus centros de massa). Como consequéncia, as velocidades tangenciais,
antes e apos o choque, sdo iguais.

Um conceito empirico, util na solugdo de problemas, é o chamado coeficiente de
restituicao, definido a seguir.

Sejavy, =V, —V, e V';, =V'y —V', as velocidades relativas de dois corpos ao longo
de uma normal comum, antes e depois de uma colisdo. A grandeza &, chamada de
coeficiente de restituicéo, ¢ definida através da relagao,

7,12 = — 8612. (9 - 22)

Ela depende dos materiais dos quais os corpos sdo feitos e € geralmente tomado como uma
constante entre 0 e 1. Se € = 0, a colisdo ¢ dita perfeitamente inelastica. Se € = 1, a colisdo é
dita perfeitamente eléstica, ou simplesmente, elastica.

Paradinha 9-6
Uma bola repica a até¢ 90% de sua altura original
a) Que fragdo de sua energia mecanica ¢ perdida a cada repicada?

b) Qual o valor de € do sistema bola + solo?

Exemplo 9-7

Discuta em termos do coeficiente de restituicdo, as colisdes unidimensionais: a) perfeitamente inelastica; b)
perfeitamente elastica.

Solugéo:
a) Em geral, temos para a colisdo entre dois corpos, que
Vi =V =—8(vy— V),

e ela conservagdo do momento ,

mq V’l + m, V’z =my Vy + m; Vv,

Resolvendo este sistema de equagdes para v’y e v',, obtemos
m; — mp m; — My

!

= + ——— v, , -
YT Tt m, mytm, 2 (9-23)
, my(1+¢€) m, — Mg
vy=——7-—v —_—vV, .
2 mq + m, 1 mq +m2 2 (9 _24')

Inicialmente, fazendo € = 0, teremos

!

m1V1+m2V2
Vi=E——T "

v _m1V1+m2V2
=
m; + m, m; +m,

Assim, ap6s a colisdo, as duas particulas movem-se com a mesma velocidade, o que caracteriza que clas se
movem como se estivessem grudadas como uma unica particula. Isto define um choque perfeitamente inelastico.

b) Ja fazendo € = 1 nas Equagdes (9-23) ¢ (9-24), obtemos

, m; —m, Zmz
Vi=—FT——V"n — QY V2,
m; + m, m; +m,
[§]
; 2m1 m;, —mq
2 = vy,

—V1 + —_—
m; + m, m; +m,

que caracterizam, como ja vimos pelas Equagdes (9-13) e (9-14), um choque eléstico.

Exemplo 9-8

Uma pequena esfera cai verticalmente sobre um plano inclinado fixo, de inclinagdo a em relagdo ao plano
horizontal, com uma velocidade v. O coeficiente de restituicdo ¢ €. Com que velocidade a esfera ¢ repicada?
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Solucéo:

Vamos adotar um sistema de coordenadas onde o eixo x € paralelo ao plano inclinado e o eixo y normal, com
sentido positivo para cima.

Com auxilio da Equagéo (9-22), podemos escrever

V,n - V,n = —S(Vn - n),

onde v\, = v'cos B e v, =-—vcos a,sendo o a inclinagdo do plano inclinado, que também ¢ o angulo
entre V e a normal ao plano inclinado. J4 B é o 4ngulo de V' com a normal. As velocidades do plano inclinado, Ve
V', sdo nulas, pois, o plano inclinado permanece em repouso. E facil verificar que

-

Vv=(-vsena)R+ (—vcosa)§y,

vi=(—v'senB)R+ (v cosB)§.

Assim

v'cosfB = +ecos a .
b (9 —-25)
No choque s6 existe forga atuando ao longo da normal, o que implica dizer que as componentes tangenciais das
velocidades sdo iguais, ou seja,

v'senf =vsen a . (9—-26)

Dividindo a Equagao (9-26) pela (9-25), obtemos
1

tgf = " tg o

Da Equacao (9-26), temos também que

sen a

vi=v
sen 3

tg B
V1+1tg?B '

Com um pouco de manipulagdes algébricas, podemos

onde senf =

finalmente calcular v’, em fun¢do dos dados do
problema, ou seja,

v =vcosa € +tg?a .

Exemplo 9-9  Um caso geral um pouco mais complicado

Figura 9-10. Referente ao Exemplo 9-8.

Duas esferas de massas m; e m,, respectivamente, colidem obliquamente, conforme mostrado na Figura 9-11.
Ache suas velocidades, V'; € V', apds o impacto, em fungio de suas velocidades v, e v, , antes do impacto, e dos
angulos 0, ¢ 0, que elas formam com a normal comum ao longo da direg@o da colisdo:

Solucéo:

O sistema de coordenadas y x mostrado na Figura 9-11 parece adequado ao problema. A dire¢do x coincide com a
normal comum da dire¢do do impacto, e passa pelos CM das duas esferas.

Este problema ¢ mais complexo e exige manipula¢des algébricas mais delicadas.

Conservagdo de momento, fornece

y 7

m171+m272=m16'1+m272 . (9_27)

Com auxilio da figura podemos escrever que

~

w

Vi= vi(cos0; R —senb; §) ,

V= vz(cos®; X —sen6; §), (9-128)

v'y= v'i(cos0'y X —senb’; §),

V,= v'y(cos8’, X —sen@’, §) . Figura 9-11 Referente ao Exemplo 9-9.

Substituindo as Equagdes (9-28) na Equagdo (9-27) e igualando os coeficientes de X e §, temos
m; vy cos0; + m, v,cos0, =m,; v'; cos®’y + m,v',cos0’, , (9 —29)

m, v;sen0; +m, v,senB, =m; v'; cos®’; + m, v',;send’, , (9-30)



CAPITULO 9 - COLISOES

Pela defini¢do de coeficiente de restituigao sabemos também que
V1=V R=V18=V3%) e (Vi—Vp) ' R=V;-R—V, %),
€ consequentemente,

V8=V, 8=—-¢(V;-8=V,%) .

Usando as Equagdes (9-28), obtemos

v'ycosB’; -v', cos®’, = —e(vycosB; —v, cosb’y). (©-3D
Com as velocidades tangenciais antes e depois do choque sdo iguais, teremos
Vi'§=V1'9§ = vysenb, =v'; senb’; , (9-32)
V' §=V,9 = v,senb, =v', senb’, . (9-33)
A Equacdo (9-30) ¢ automaticamente satisfeita se usarmos as Equades (9-32) e (9-33). Verifique!
Das Equacgdes (9-30) e (9-31), podemos obter
1
vicos0'y = — [(m; —em,) vy cosB; + my(1 + €) v, cosO
1 1 m1+m2[( 1 2) V1 1 2( ) vy 2]
1
cos®'y =—[my(1+¢€)vycos0; + (m,; —em cos O
V2 2 m1+m2[ 1( ) vq 1+ (my 1) V2 2]
Agora usando as Equagdes (9-32) e (9-33), finalmente obtemos, apds alguma manipulagio algébrica,
1
V'y =V1(cos®’y X — sen®'; §) = ——[(my —emy) v; cos0; + my(1 +€) v, cos0,]8 —v;sen, §,
m; + m,
1
V', =V'5(cos0’, 8 — sen®’, §) = —— [m; (1 + €) v; cos 0, + (m, — em,) v, cos0,]8 — v, senB, §.
m; + m,

9-9 Referencial do centro de massa

Imaginemos um sistema de duas particulas de
massas m; € m, fechado e isolado. A velocidade
do seu CM ndo varia em uma colisdo porque nao
existe forca externa atuando neste sistema. O
referencial alternativo colocado no CM ¢
chamado de referencial do centro de massa
(RCM). Ele se move com uma velocidade
constante, V¢, em relagdo ao referencial original,
chamado de referencial do laboratorio (RL).
Assim sendo, o referencial do centro de massa ¢
um referencial inercial.

Coqsidere a particula de massa m;. O Vetor  prigra9.12 Duas particulas de massas m; e m,
posi¢do de m; em relagdo a0 CM ¢ dado por ¢ velocidades #, e 7,, respectivamente, em

Af =Tt —Fem- A derivada em relagdo a0 rota de colisdo, visto de um RL. Admitir V> Vy,
tempo desta grandeza AT, fornece a velocidade

de m; em relagdo ao CM. Raciocinio similar

pode ser feito para m, Assim em geral, se V; € a velocidade de uma particula i (i = 1,2) em
relagdo ao RL, sua velocidade U; em relagdo ao RCM ¢ dada por

-

_ -
Uj =Vi —Vem -

(9 — 34)

A quantidade de movimento total do sistema no RCM ¢ zero, ja que neste sistema, 0 CM esta
em repouso. Assim sendo, no RCM, uma colisdo de duas particulas de massas m; e m, geram
. . — — -~ -7 -7 .
quantidades de movimento m;u; ¢ m,lU,, antes da colisdo, € m;u’; € myu',, depois da

colisdo, que obedecem a relagdo
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mlﬁl + mz 1_1)2 - mlﬁll + mzl_l)lz == 0 . (9 — 35)
Das Equagdes (9-35), obtemos que
- — -/ bd (9 - 35),
mlul = _mz u2 e mlu 1= _mzu 2
0 que implica dizer que os momentos i B m, =
, . . my 2 VeMm 2V,
das duas particulas permanecem iguais = @———=------- P~
€ opostos, antes e depois da colisao. e :
p ’ p a) Colisio iminente vista do RL
Not . m;V; + myv,
otequevVey = ———————, m 3 cM 3
my + o N S D gm
e portanto, as velocidades das duas
particulas no RCM sdo respectivamente, Figura 9-13 Duas particulas em rota de
colisdo vistas no RL e no RCM. Considere

u; =vy — VCM , (9 _ 36) vi > v, Admita ndo existir for¢a externa
atuando no sistema, considerado fechado e

U, =V, — VCM , (9 _ 37) isolado.

como ja obtido na Equacao (9-34).
Usando a expressio para Vcy acima, podemos obter os valores de U; e U,, mais
explicitamente, ou seja,

_ !
u;, = m2V/(m1 + mz) , (9 36)

U; = —myV/(my +mjy) , (9 —37)

onde V=V, —V,.
Das Equacgdes de (9-35) a (9-37)',ap0s a colisdo, as velocidades das duas particulas sdo dadas
por

Uy =fimyv/(m; +my) , (9 —-36)"

u'; = —fimyv/(my + my) , 9-37)"

onde i é o versor na nova dire¢do da particula m; apos a colisdo. Podemos afirmar que no
RCM a colisdo simplesmente roda as velocidades U; e U, para uma nova dire¢do, mas que
permanecem iguais em modulo e opostas.

Para retornar ao RL, ndés devemos simplesmente adicionar a estas expressdes a velocidade
vem do centro de massa.

Nenhuma informagao adicional acerca da colisdo pode ser obtida so das leis de conservagdo
do momento e energia. A direcdo do versor fi, por exemplo, depende de mais dados relativos
a colisdo.

Assim sendo, a matematica das colisdes fica muito mais simples quando analisada em um
RCM. Tente entender por qué! Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 9-10

Considere uma particula de massa m; movendo-se em rota de colisdo com outra particula de massa m, e
velocidade V,, sendo v; > v,. Elas interagem via uma energia potencial U(| ¥, — 14 ]).
a) Qual a energia total E do sistema considerado isolado e fechado, se visto do RL?
b) Escreva uma expressao para esta energia no RCM.
Solucao:
a) No RL, a energia total ¢ dada pela expressdo
1

1
E= > m,v? +§ m,v3 + U(| ¥, — F|).
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(9-138)
b) Para o célculo de E no RCM vamos precisar do calculo de Tcy, ou seja,

> - - -

my I‘1+m2 rp N mq V1+m2 \4]

rem= ——"T™"—""" S Ve = ————————
my + m; mq + m;

Vamos usar também a distancia relativa entre as duas particulas

Destas relagdes de Ve € V, podemos obter, apds alguma manipulagdo que

5> o m;_, S o my d _
vy = VCM—WV e Vv, = VCM—WV ,onde M=m; + m,.

Substituindo estes valores na expressdo para E, dada pela Equagao (9-38), obtemos

E= 1M2 L2 U
—[5 VCM] + [z bV + @]' ©
A B

onde p =m; myM, é chamado de massa reduzida do sistema (Ver Exemplo (9-3), onde U (r) = % kr?).

No RCM, verificamos que o problema foi separado em duas partes, A e B. Na parte A tem-se a energia cinética
de um simples corpo de massa M e velocidade vy No termo B, o problema ¢ reduzido a um tnico corpo de
massa L, sofrendo uma interagdo U(r). Tudo fica mais simples. Para passar para o RL, basta adicionar o termo,
1/2 Mv2y, da energia cinética do CM do sistema.

Exemplo 9-11

Um bloco de massa m; desliza ao longo de uma superficie lisa com velocidade v; Na frente, desliza sem atrito, na
mesma dire¢do e sentido, outro bloco de massa m, com velocidade v, < v;. Uma mola esta presa atrds de m,,, com
massa desprezivel e constante eldstica k.

a) Escreva uma expressao para a energia total do sistema durante a colisdo no RL.

b) Qual esta expressdo no RCM?

¢) Calcule a deformag@o méaxima da mola apds o impacto:

Solugio: my oz

OO
- 00010 -
Uvvyuv

a) No RL esta energia é dada por

E=1m1Vf+lm2v§+U(x), .
2 2 Figura 9-14 Referente ao Exemplo 9-11.

1
onde U(x) = 3 Kk |x;— %512 .
b) No RCM, a expressdo para E ¢ dada, de acordo com a Equacdo (9-39), por
1 1 1
E= (E M V(Z:M) + (E nv? +Ekxz),

onde M =m;+m,, p=m my(m; + my), vepy = (M v; + my v,)/(m; + my), X = |X;— X,|, e finalmente, a
velocidade relativa v = v, — v,.

¢) Apos os blocos colidirem, a compressdo da mola é maxima no instante em que tém a mesma velocidade.
No instante antes do impacto, a energia do sistema no RCM ¢é dada por

%uﬂ' (9 — 40)

e apds o impacto até a compressdo maxima ocorrer, a energia passa a ser

1 12 1 2 1 2
EUV +§kxmax=5kxmax-
e (9 -41)

Igualando as Equagdes (9-40) e (9-41), obtemos
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1 1 u
2 nv? ZE KXtax = Xmax ZVJ%:

que € o valor pedido.

9-10 Pausa para descontracao:
Alguns casos interessantes de transferéncia de momento numa coliséo

Na nossa vida cotidiana nos deparamos com varias formas da utilizagdo da lei de conservacdo do momento. A
seguir, vamos ilustrar isto com alguns casos interessantes.

Possivelmente, vocé ja notou que gatos caindo de grandes alturas em geral sobrevivem a queda? Estudos
publicados* mostram que quedas de alturas maiores que seis andares ddo maiores chances disto acontecer. Na
queda, o gato, instintivamente, reorienta o corpo colocando as patas embaixo dele. Como o homem, o gato se
sente altamente inseguro e nervoso com o efeito da acelerag@o gravitacional durante a parte inicial da queda.
Despencando de uma altura maior, a resisténcia do ar comega a aumentar devido ao gato tornar seu corpo mais
espichado e ndo mais curvado, de tal modo que sua érea util, perpendicular a velocidade de queda, aumenta. No
limite, a resisténcia do ar podera se tornar igual ao seu peso. Nesta situagdo, o gato passara a cair sem aceleracao,
alcangando a velocidade terminal, entdo, suas chances de sobrevivéncia aumentardo bastante.

Newton em sua obra propds um modelo aplicavel a situagdes similares ao caso tratado, onde o ar pode ser tratado
como um fluido formado de um grande ntimero de
particulas por unidade de volume. Cada particula ¢é
considerada como tendo uma massa muito pequena, se
comparada, por exemplo, com a massa do gato. A area
util mencionada acima ao se deslocar para baixo vai
colidindo com tais particulas, transferindo momenta. Mas
se o fato for observado de um referencial preso ao gato, a
area ¢ considerada como em repouso e atingida pelas
particulas. Com este raciocinio se pode calcular a forca
de arrasto. Isto sera motivo do problema 6 deste capitulo.
Outro exemplo ¢ o caso de lagartos que escapam de
perseguicdo correndo sobre a dgua. Como um lagarto-
basilisco consegue correr sobre a dgua sem se afundar?
Nao apenas os lagartos jovens e leves escapam dos
predadores dessa maneira, mas os adultos, mais velhos e
mais pesados, fazem o mesmo. A uma distancia
adequada do inimigo, o basilisco pode sair nadando,  Figura 9-15. Basilisco correndo sobre a 4gua.
mergulhar ou ficar submerso por até dois minutos - uma

tatica util na hipotese de o predador ser uma ave de rapina.Suas pernas longas e fortes e seus pés com dedos
longos e escamados lhe permite correr sobre a agua.

Durante uma corrida, cada passo ocorre quando o lagarto bate a pata na agua. O impacto produz uma forg¢a reag@o
de sustentagdo para cima produzida pela 4gua. Mas como a agua ¢ um fluido de baixa viscosidade (pouco atrito
interno das moléculas), o pé logo comeca a afundar na dgua. Ao afundar, a pata cria um bolsdo de ar, bolsdo este
gerado por duas forcas: uma para baixo combinada com outra para tras. O empurrdo para tras exerce no lagarto
um momento para frente, que possibilita que ele corra. Como o lagarto ndo deve lutar contra o arrasto da agua,
puxa a perna imediatamente, para fora da cavidade antes que a agua a invada e envolva a pata e a perna. Nesse
instante, a outra perna comega a dar um passo seguinte, batendo na dgua. Embora o lagarto realmente afunde um
pouco, a for¢a média para cima que ele experimenta com a
sequéncia de batidas com os pés € suficiente para sustenta-lo
compensando a forga gravitacional.

Grandes bailarinas experientes parecem flutuar no palco
durante um salto conhecido como grand jeté. E dbvio que
ninguém pode desligar a gravitagdo durante um salto. Qual é
entdo a explica¢do para esse caso de aparente flutuagdo no
ar?

A flutuaco no ar, ndo passa de ilusdo. Esta ilusdo vem do
resultado de uma mudanga da posi¢cdo dos bragos e das
pernas da bailarina, logo ap6s, um impulso vertical aplicado
nos pés para o salto que se combina com o movimento

horizontal antes iniciado. Conforme visto na Figura 9- 16,
ela levanta os bragos e estica as pernas horizontalmente, vH e
assim que os pés deixam o chdo. bailarina.

Figura 9-16. Grand jet¢ dado por uma

*W. O. Whitney e C. J. Mehlhaff, “High —Rise Syndrome in Cats”, The Journal of the American Veterinary Medical Association, 1987
Essas a¢des elevam o centro de massa relativamente ao corpo, embora o movimento do centro de massa em
relagdo ao palco siga rigorosamente uma trajetoria parabdlica. Numa situagdo relaxada, o CM de uma pessoa se
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situa um pouco abaixo do umbigo. Com as novas posi¢des da bailarina, o seu CM passa a se situar em relagdo ao
resto do corpo, um pouco acima do umbigo, deslocando assim, neste processo, o torso e a cabeca para cima. Para
compensar tal elevacgo, a bailarina dobra, na parte mais alta da trajetoria, sua cabeca para tras de modo a dar uma
impressdo a plateia de que sua cabeca seguiu uma trajetoria horizontal.

Assim tem-se a impressdo de que a bailarina flutuou graciosamente no grande salto!

Alguns jogadores experientes de basquete também parecem flutuar no ar durante um salto em diregdo a cesta, o
que lhes confere mais tempo para trocar a bola de mio antes de encesta-la. Seguem uma trajetoria praticamente,
horizontal.

Um jogador pode retificar, da mesma forma, o trajeto percorrido por sua cabega, durante um salto, se levantar as
pernas, erguer os bracos e a bola. Ainda que erga os bragos e a bola em diregdo a cesta durante um salto proximo
a cesta, o jogador raramente levanta as pernas, e a ligeira retificacdo do trajeto sofrida pela cabega dificilmente
vai confundir um jogador da defesa que salta ao lado do jogador e que tenta um arremesso.

Certamente, outros esportes utilizam as técnicas descritas acima. Vocé poderia pensar em outros exemplos
interessantes?

Material extra curricular sugerido

“O Circo Voador da Fisica”, Jearl Walker, LTC, 2008

Resumo
Impulso

(T ©-3)
7—ft F(t) dt

i
Teorema do impulso-momento

A =P-pi=7 ©—4)

Forca média atuando numa colisdo hum pequeno intervalo

<F>=7/At -5
Forga média para um fluxo constante de particulas colidindo com um alvo fixo

= Am -,
<F>=—(E)AV, (9—7)
onde Am/At é a taxa de colisio da massa com o alvo e Av é varia¢do na velocidade de cada projétil.

Colisdo elastica unidimensional

Para um sistema fechado e isolado, o momento total na colisdo é conservado. Também é conservada a energia
cinética total, AK = 0.

Ap0s a colisdo, as velocidades finais para as massas m; e m, sdo respectivamente,

m; —m 2m
P LL L 0-13
m; +m, m; + m, ,
2m;, m, —my
Vy=(———| v + (7)V —
2 (m1 + mz) 1 mq + m, 2 ’ (9 14)

onde v, e v, sdo as velocidades antes da colisdo para a massa m; e m,, respectivamente

Colisao inelastica unidimensional
Nesta colis@o de dois corpos a energia cinética do sistema nio é conservada, ou seja, AK # 0. Se o sistema for
fechado e isolado, o momento total se conserva.

Colisdo bidimensional
Se o choque entre dois corpos ndo ¢ frontal, ele ¢ dito ser bidimensional.
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Para um sistema fechado e isolado, o momento total se conserva, AP = 0.
Se ha conservagdo de energia cinética, AK = 0, o choque ¢ eldstico.
Caso AK # 0, o choque ¢ inelastico.

Questdes conceituais

1) Uma granada ¢ langada onde sua velocidade inicial V, forma um
angulo 6, com a horizontal. A granada explode no ponto de altura
maxima de sua trajetoria. Os vetores representados por a, b, ¢, d, e,
f seriam velocidades iniciais dos fragmentos da explosdo. De cada
alternativa na coluna a esquerda, escolha na coluna a direita, a
opc¢ao mais adequada:

i) A granada explode em duas partes. i)’ a,d

ii) A granada explode em trés partes ii)" e, f,d X

iif) A granada ndo explode ilvl)) E £ Figura 9-17 Figura Referente a questédo 1.
V)" b,

vi)” Nenhuma das direcdes mostradas
2) Duas bolas de bilhar de massas m; e m,, t€ém velocidades v, e v, = 0, respectivamente. Apds uma colisdo
frontal elastica unidimensional, eles se movem com velocidades v'; e v, , respectivamente.
De cada afirmativa na coluna a esquerda, escolha a afirmativa correspondente na coluna a direita que mais se

adeque:

i) m;=m, ) vi=v,=0

i) m; << m, i)’ vy=vy , vy=2v,.
iii) m; >>m, i) vy =0 , vy =v;.

iV), V’l =—-Vvy , V’z =0.

v)' vi=(my/my)vy , V= (

1
V1.
m1+m2) 1

3) Deixa-se cair uma esfera maciga de uma altura H sobre uma superficie plana. Seja € o coeficiente de restituicdo
entre a esfera e a superficie e h a altura que a esfera atinge ap6s o choque. De cada afirmativa da coluna a
esquerda, escolha a afirmativa que mais se adeque na coluna a direita.

ye=0 iyh=H
ms=1& i) h#0,h< H
iii)e=1 iii)y h > H

iv)’ Choque perfeitamente inelastico.

4) Duas particulas de massas m; e m, estdo em rota de uma colisdo unidimensional em um plano sem atrito. Antes
da colisdo, a particula m, estd em repouso e apos a colisdo, a particula m; passa a ficar em repouso.

O coeficiente de restitui¢do, €, nesta colisdo ¢ dado por:

a)e=1; b)e=1+my/my); c)e=1—(m/my) ; d)e=my/m, ; e)e=m,/m,.

5) Uma bola de bilhar de massa m; se choca com outra de massa m, estacionaria. Das condi¢des de massa
abaixo, qual a condigdo para a segunda bola receber o maximo de energia cinética?
aym; <m, ; bym; >m, ; ¢)m; =m, ; d)nenhuma dascondi¢des menciodas.

6) Nas mesmas condi¢des da questdo 5, em que condi¢do a segunda esfera recebe o maximo de velocidade
possivel?

7) Quais sdo as respostas das questdes 5 e 6 se a bola se choca com uma série de outras bolas, inicialmente, todas
em repouso?

8) Um brinquedo popular utiliza o esquema mostrado na Figura 9-18, onde uma série de bolinhas podem balancar
como péndulos. As bolinhas s@o idénticas e podem realizar choques elasticos frontais. Imagine levantar a bolinha
da extremidade a esquerda e¢ depois soltd-la. O que acontece com o movimento subsequente das demais
bolinhas?

o
7
X0
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Figura 9-18 Referente a questdo 8. Figura 9-19 Referente & questo 11.

9) Uma particula de massa m; = 1kg e velocidade 2 m/s colide frontalmente com outra particula de massa
m, = 2kg, em choque inteiramente inelastico. As energias cinéticas do sistema, antes da colis@o, nos sistemas
laboratorio e CM, sdo iguais? Justifique sua resposta.

10) Um bate-estacas tem uma massa m= 2 ton e estd a uma altura inicial de h = 4 m. O impulso transmitido a
estaca pela queda é

a) 17,7 ton x m/s;

b) —17,7 ton x m/s;

¢) insignificante, face a sua altura;

d) nenhuma das alternativas acima.

11) Dois corpos sofrem uma colisdo elastica unidimensional ao longo de um eixo x. A Figura 9-19 mostra o
grafico das posi¢des dos corpos e do centro de massa (CM) dos mesmos, como fungdes do tempo t. Olhando o
grafico, escolha a op¢do correta:

a) Inicialmente, os dois corpos estavam se movendo ou um deles estava em repouso.

b) A linha 1 corresponde ao movimento do CM antes da colisdo e a linha 4 depois da colis@o.

¢) A massa do corpo que estava se movendo antes da colisdo ¢ igual a do outro corpo.

Problemas
* o kkk O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Uma bola de 200g com velocidade de 8 m/s atinge perpendicularmente uma parede e ¢ rebatida em sentido
oposto com velocidade de mesmo modulo. A colisdo dura 3 ms.

a) Qual o impulso da parede sobre a bola?

b) Qual a for¢a média da bola sobre a parede?

2)* Num jogo de futebol uma bola de 400g ¢ chutada e sai do pé do jogador com uma velocidade de 20 m/s.

a) Qual o médulo do impulso sobre a bola?

b) Se o pé do jogador mantém um contacto com a bola durante 10 ms, qual o0 modulo da forga média de seu pé
sobre a bola?

3)* Um vagdo de massa m; = 5 ton move-se a uma velocidade v; = 6 m/s e choca-se com outro de massa m, =3
ton que se move em sentido contrario a uma velocidade v, =2 m/s. O choque ¢é perfeitamente inelastico. Qual a
perda de energia cinética na colisdo?

4)* Duas esferas perfeitamente elasticas, de massas m; = 1 kg e m, = 2kg, movem-se em sentidos contrarios, com
velocidades respectivas, de vi =5 m/s e v,=4 m/s. Quais suas velocidades ap6s o choque?

5)* Duas esferas, de massas m; = 1 kg e m, = 2 kg, movem-se na mesma direcao e sentido, com velocidades
vi=5m/s e v, =4 m/s, respectivamente.

a) Quais suas velocidades apds o choque, se o coeficiente de restitui¢do é &€ = 0,57

b) Quais seriam estas velocidades, se antes do choque elas tivessem sentidos opostos?

6)** Tomando como referéncia a secdo 9-10, sabemos que qualquer gato ao cair de seis ou mais andares,
geralmente, se salva. Ele, rapido e instintivamente, reorienta o corpo esticando-o, ficando com suas pernas
abaixo, aumentando assim a area A da secdo transversal efetiva do corpo, tomada perpendicularmente a
velocidade de queda. Nesta situagdo a for¢a de resisténcia do ar podera se tornar igual ao seu peso e o gato
passara a cair com uma velocidade de arrasto terminal constante.

Seguindo um modelo proposto por Newton, para fluidos, o ar poderia ser pensado como composto de um grande
numero n de particulas por unidade de volume, cada uma com uma massa m muito pequena. O gato de massa

M >> m caindo com velocidade v vai colidindo com as particulas do ar assim transferindo momento. Calcule a
forga de arrasto usando este modelo.
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7)** Trés esferas A, B e C estdo em repouso, em linha reta num plano horizontal. Langa-se A contra B com
velocidade v, = 20 m/s. Determinar as velocidades das trés esferas depois de A se chocar com B, em seguida B
com C e finalmente, A com B pela segunda vez. O coeficiente de
restituigdo ¢ € = 0,5. Havera outras colisdes?

8)** Dois péndulos, cada um de comprimento I, estdo inicialmente
posicionados como mostra a Figura 9-20. O pendulo mais a esquerda ¢
solto e atinge o outro. Suponha uma colis@o perfeitamente inelastica. Os
fios sdo inextensiveis e de massas despreziveis e as esferas tém dimensdes
despreziveis. Calcule a altura que o CM do conjunto alcanca apds a
colisdo.

9)** Um objeto de massa m, move-se com velocidade v e colide com " S,
outro idéntico, inicialmente, em repouso. Os dois objetos se unem ! U=0_"
formando um sistema ligado.

a) Qual ¢ a energia cinética do sistema antes da colisdo?

b) Qual ¢ a energia cinética do sistema apés a colisdo?

¢) Que fragdo da energia cinética original foi convertida em calor?

mj

Figura 9-20 Referente ao problema 8.

d) Calcule os itens anteriores no referencial CM.
e) A energia mecanica transformada em calor ¢ a mesma nos dois referenciais?

10)** Uma particula de massa m colide com outra particula idéntica em repouso. Mostre que apds a colisdo, o
angulo formado entre as duas particulas emergentes

a) € 90° ,se a colisdo for elastica;

b) difere de 90°, se a colisdo for inelastica?

11)** Um préton (p) com velocidade v = 400 m/s colide elasticamente com outro préton, inicialmente, em
repouso. Apds o choque, eles se movem em trajetorias perpendiculares. O préton incidente move-se apos o
choque, a 60° em relagdo a trajetoria inicial.

a) Quais as velocidades dos protons apos a colisdo?

b) Quais estas velocidades se calculadas no RCM?

(Sugestéo: releia o Exemplo 9-5).

12)** Um fluxo de contas de vidro sai de um tubo horizontal, a taxa de n contas por segundo, e atinge o prato
esquerdo da balanga, conforme a figura abaixo. A altura de queda até o prato da balanga ¢é h e elas sdo refletidas,
atingindo a mesma altura. Cada conta tem massa m.

a) Qual a expressao da componente vertical da velocidade de cada conta ao atingir o prato da balanga?

b) Qual a for¢a média que ¢é aplicada no prato esquerdo da balanga?

¢) Que massa m” devera ser colocada no outro prato da balanga para equilibra-la?

;.’{m\k\ X_.-»—o-_‘\‘. .
Figura 9-21 Referente ao problema 11. Figura 9-22 Referente ao problema 13.

13)** A Figura 9-22 mostra uma colisdo entre dois corpos de massas m; e m, =+/7 m; estando a massa m,,
inicialmente, em repouso. A velocidade inicial de m; é v.
a) Qual o valorde 0, s¢ 0",=60" e v'; = 3v,?

b) Determine a velocidade do corpo de massa m, apds o choque.

c) Esta colisao ¢ elastica? Justifique.
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14)** Um bate-estaca tem massa M = 3 ton, e cai de uma altura h = 2 m sobre uma estaca de massa m = % ton,
enterrando-a 10 cm. Supondo que a colis@o seja completamente ineldstica, calcule o modulo da forga média do
terreno sobre a estaca no seu enterramento de 10 cm.

15)** O bloco de massa m, = 1,0 kg estd em repouso sobre uma superficie plana lisa e tocando uma
extremidade de uma mola relaxada de constante elastica k = 100 N/m. A outra extremidade da mola esta presa a
uma parede. Um bloco de massa m;= 2,0 kg se desloca com velocidade v; = 5,0 m/s, em rota de colisdo com my.
Ao se chocarem verifica-se que a colisdo é perfeitamente inelastica com os blocos parando momentaneamente.
De quanto a mola foi comprimida?

Bln o m; k
Figura 9-23 Figura Referente ao problema 15. Figura 9-24 Figura Referente ao problema 16.

16)*** Uma bola cai verticalmente sobre um plano inclinado de inclina¢do o de uma altura h sobre o ponto de
incidéncia conforme mostrado na Figura 9-24. O coeficiente de restituicdo ¢ €. Calcular a que distancia d do
primeiro ponto O de incidéncia voltara a bola a cair de novo sobre o plano inclinado?

17)* Uma bala de massa 20 g atirada horizontalmente com uma velocidade de 500 m/s perfura um bloco maci¢o
de 15 kg, inicialmente, em repouso, sobre uma superficie horizontal. O projétil sai a uma velocidade de 100 m/s e
0 bloco escorrega uma distancia de 10 cm até parar. Qual o coeficiente de atrito p entre o bloco e a superficie?

18)** Uma particula de massa m; colide com uma outra inicialmente estacionaria de massa m, < m; . A colisdo ¢
elastica. Qual o angulo maximo de que a particula incidente ¢ desviada?

19)** Uma particula de massa m; colide elasticamente com outra de massa m,, inicialmente em repouso. Calcule
a fragdo da energia cinética que a particula incidente perde, em duas situagdes distintas:

a) a particula incidente emerge a 90° da dire¢ao original;

b) a colisdo ¢ frontal.

20)** Uma particula com velocidade de 100 m/s colide frontalmente com outra
idéntica, inicialmente, em repouso. Da colis@o, a energia cinética do sistema
decresce de 1%. Qual a velocidade da particula incidente apos a colisdo?

21)*** Um péndulo ¢ formado por uma pequena esfera suspensa por um fio
inextensivel e de peso desprezivel. A esfera toca levemente uma parede vertical
ao lado esquerdo do péndulo. A esfera ¢ puxada para a direita da parede de tal
maneira que o fio forma um angulo 6 = 90° com a vertical. Desta posi¢do ela é
solta e atinge a parede, sendo o coeficiente de restituicdo de 90%. Qual é o Figura 9-25 Figura

namero minimo de colisdes depois do qual o dngulo 0 torna-se menor que 60°? Referente ao problema 21.




CAPITULO 10
CONSERVAQAO DO MOMENTO ANGULAR

O movimento de rotagdo foi introduzido preliminarmente no capitulo 3, sem preocupagao de
identificar os agentes causadores deste fato. Aquela altura, estuddvamos somente a
cinematica dos movimentos linear ¢ de rotagdo. Neste capitulo, vamos dar um salto maior,
com o estudo das rotagdes, onde os referidos agentes responsaveis por este movimento terdo
o papel preponderante.

Comegamos este estudo com a definigdo de corpo rigido, de grande importincia na
dindmica de rotagdo. Nesta trajetoria, vamos introduzir um novo conceito na mecanica,
conhecido por momento angular, que correspondentemente ao momento no movimento
linear, tem um papel fundamental na dindmica das rotag¢des. Era o elemento que faltava para
completar a trilogia da mecanica: energia, momento ¢ momento angular. Esta trilogia ¢
muito importante na solugdo de problemas. De alguma maneira, € uma alternativa ao uso das
leis de Newton, nada praticas em situagdes mais complexas na fisica.

10-1 Corpos rigidos

Objetos envolvidos em nosso estudo serdo considerados como formados de sistemas de
particulas.

Tais sistemas tanto podem ser discretos como continuos, dependendo se as particulas
podem ser consideradas como separadas entre si ou ndo.

Forgas aplicadas a objetos podem mudar a distancia entre particulas individuais. Nestes
casos 0s objetos sdo corpos elasticos (ou deformaveis). Em alguns casos, estas deformagdes
sd0 minimas, tornando os corpos na pratica indeformaveis.

Um sistema de particulas no qual a distancia entre duas particulas quaisquer ndo muda pela
aplicagdo de forgas ¢ chamado de corpo rigido. Neste volume, daqui por diante, vamos nos
deter s6 em corpos rigidos.

Um deslocamento de um corpo rigido é uma mudan¢a de uma posigdo para outra. No
deslocamento de um corpo sao fundamentais os movimentos de translagéo e de rotagéo.

Translacéo

Imagine um corpo rigido se deslocando de uma posi¢do para outra. Se durante tal
deslocamento todos os pontos do corpo rigido movem-se em linhas paralelas ente si, teremos
uma translacio. Assim sendo, para estudar o movimento de translagdo de um corpo rigido,
basta considerar qualquer ponto do corpo.

Um ponto, em particular, de especial interesse ¢ seu centro de massa.

Paradinha 10-1

Uma bola de futebol americano tem formato de um elipsoide com seu CM conhecido. Em um jogo, ela ¢ lancada
com velocidade inicial V. Mostre que o0 movimento da bola podera ser determinado completamente. (Reveja o
movimento de projéteis).

Rotacéo

Teremos uma rotagdo do corpo se todas as particulas descrevem circunferéncias concéntricas
ao eixo, girando de um mesmo angulo no mesmo intervalo de tempo. Tal eixo é chamado
eixo de rotagcdo. Basta considerar uma unica coordenada angular para configurar tal
movimento de rotagao.
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Muitas vezes o movimento de rotacdo pode ocorrer s6 em torno de um tnico ponto fixo O.
Isto ¢ equivalente a uma rotagdo em torno de um eixo que passa em O. Um ponto P situado a
uma distancia r de O terd que se mover sobre uma esfera de raio r. Seu movimento podera
ser assim descrito com o uso de dois angulos 6 e ¢, das coordenadas esféricas, ja que r é fixo
(reveja a digressd@o matematica 1-1).

Paradinha 10-2

Certifique-se que o movimento de um ponto num pido que gira em torno de um ponto fixo pode ser descrito com
o uso de duas coordenadas angulares. Escolha tais coordenadas.

Teorema de Chasles

O fisico-matematico francés Michael Chasles (1793-1880) provou o teorema fundamental
para o movimento mais geral de um corpo rigido. Neste movimento geral, nenhum ponto do
corpo ¢ considerado fixo.

Teorema: “O movimento mais geral de um corpo rigido se compée de uma translagio
seguida de uma rotacdo em torno de um ponto conveniente, o qual poderia ser até o seu
CM”.

Prova B" ¢
Consideremos um ponto O sobre um dos L 7.3 :
lados de um triangulo ABC contido em um /
dado corpo rigido 7, conforme mostrado //

/

na Figura 10-1. Para chegar a posi¢do ¢’
deste corpo, podemos imaginar uma
translacdo para a posicdo O' tal que o
triangulo ABC ocupara a nova posicao A'
B' C'. Com uma rotag¢do 6 em torno de um
eixo passando por O' e normal a pagina do
livro, o corpo rigido ' vai para a posi¢do
7" e consequentemente, o tridngulo A' B'
C' para a posicio A"B"C". Assim o
movimento pode ser considerado como
composto de uma translagio mais uma

Figura 10-1. O corpo rigido ~ através de uma
translacdo ocupa a posicdo ~'e depois através de
rotacdao, CQD. uma rotagio 6 ocupa a posicdo ~ ' Sobre
Graus de liberdade considera-se trés pontos A, B, e C formando um
triangulo. No processo A — A'— A", B— B'— B" e

O numero de coordenadas necessario para Cs C's O

especificar a posicdo de um sistema
constituido de particulas ¢ chamado de
graus de liberdade.

Vejamos um exemplo:

Quantos sdo os graus de liberdade para
especificar um corpo rigido de se
movimentar  livremente no  espago
tridimensional?

Para responder isto, imagine um ponto
Py(x1, y1, z1 ) nele contido. Este ponto
requer 3 coordenadas. Por outro lado, um _
eixo passando por P; e por outro ponto %
Pa(x2,y2,22) pode ser especificado se
conhecermos 2 de seus cossenos diretores,
digamos cos o = (x,— X1)/d € cos B = (y,— y1)/d, onde d ¢ a distancia entre P; e P,, dada por

d=+/(x2 = %)%+ (y2 —y1)? + (2, — 21)?%.

Py (%, Y2 72)

.\I________

Figura 10-2. Cossenos diretores do eixo P, P,
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Uma ilustragdo pode ser vista na Figura 10-2. Uma rotacdo deste corpo rigido em torno do
eixo P, P, pode entdo, finalmente, ser especificada por uma coordenada angular. Como
resultado, o nimero de graus de liberdade é dado por

3+2+1=6.

Caso o corpo rigido tivesse um ponto fixo, em torno do qual pudesse mover-se no espago,
este numero seria reduzido para 3, ja que P, ¢ fixado.

Outro exemplo € o de uma particula movendo-se ao longo de uma dada curva, x=(s), y=y(s)
e z=7(s), onde s € um parametro. A posi¢do da particula na curva é determinada ao se
especificar uma coordenada. Entdo s6 temos um grau de liberdade.

Paradinha 10-3

Mostre que o numero de graus de liberdade para que cinco particulas movam-se livremente em um plano é 10.

10-2 Rotac0es finitas e infinitesimais

Nesta se¢do, vamos nos deter um pouco mais sobre a rotagido
de um corpo rigido. Para isto, é necessario que o leitor reveja
o capitulo 3, mas precisamente a se¢do 3-6.

O movimento de rotagdo de um corpo rigido, digamos, por
exemplo, em torno do eixo (fix0) dos z, ¢ 0 movimento mais
simples que se pode imaginar para este corpo. J4 vimos que
ele pode ser descrito através de um tnico grau de liberdade, o
angulo ¢, mostrado na Figura 10-3. No movimento de um
pido, o eixo de rotagdo nao ¢ fixo, e seu movimento ¢
caracterizado ndo s6 por um angulo, mas também por uma
direcdo (eixo de rotacdo) e um sentido deste eixo.

No caso de rotagdes finitas, ¢ ¢ uma grandeza escalar. Isto
decorre do fato que a operagdo de adigdo de duas rotagdes

Figura 10-3. Movimento de
rotagao mais simples de um

sucessivas finitas ndo é comutativa.
Entretanto, ja vimos anteriormente (capitulo 3) que para
rotagdes infinitesimais, estas opera¢des sdo comutativas. E

Z

Figura 10-4. Regra da méo direita
para uma rotacdo infinitesimal,
Mg, de natureza vetorial. Para uma
rotacdo anti-horaria, a convencdo é
A seja dirigida para cima, enquanto
para uma rotacdo horaria, seja para
baixo.

uteis neste assunto.

corpo rigido em torno de
um eixo fixo Oz, estando P
situado no plano xy.

assim para angulos muito

pequenos, A@ passa a ter

um carater vetorial. Através de uma convenc¢do, adotada
na matematica, e conhecida como regra da mao direita
(Figura 10-4), o vetor A@ € caracterizado por um moédulo,
Ag (angulo infinitesimal de rotagdo), uma dire¢do (eixo
de rotagdo) e um sentido (positivo, se A@ apontar para
“cima” correspondendo a uma rotagdo anti-horaria, e
negativa, se A@ apontar para “baixo” correspondendo a
uma rotacao horaria. Esta convencdo ¢ a adotada neste
livro.

O leitor pode verificar que tal convengdo decorre da
escolha arbitraria, do sentido da flecha A, tomando como
positivo, se correspondendo a uma rotacdo anti-horaria,
(embora pudéssemos, igualmente bem, ter escolhido a
oposta).

Antes de continuar, vamos fazer uma rapida revisdo
matematica de alguns novos produtos envolvendo vetores,
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Digressao matematica 10-1

Produtos vetorial, triplo e misto de vetores

Produto vetorial

Definicéo

O produto vetorial de dois vetores &eg, ¢ um terceiro setor ¢, cuja
operagdo ¢ representada por ¢ = d X E, onde x ¢ o simbolo da operagao,
e ¢ assim definido:

0l

-

Médulo: ¢ =|¢| = absen @, sendo @ o menor angulo entre deb e 4

a=|dleb=]b|. b -
Diregdo: o eixo perpendicular ao plano formado por d e B; t '\\
Sentido: convencionado como positivo, se da ponta da_)seta do versor fi \\
dirigido ao longo do eixo, se vé d indo ao encontro de b no sentido anti- 3 \\
horario. :
Resumidamente, podemos escreverque = TTTommmmsssemses 3
¢=dxb=absenoh A0=D Figura 105, Produto

~ e vetorial  =d x b
Interpretacdo geométrica

O seu modulo representa a area do paralelogramo formado pelos dois vetores, como mostrado a Figura 10-5. Por
outro lado d@ X b ¢ um vetor que além de medir a area do paralelogramo definido por d e E, tem o vetor area,
normal ao plano do paralelogramo.

Concluséo

Isto sugere que a area pode ser tratada como uma grandeza vetorial.
Propriedades do produto vetorial

Pode-se provar através do calculo vetorial, as seguintes propriedades:

i)d xb=—Db X d (anti-comutativo)
ii)d#0eb#0, gerandodxb=0 & d||b.
i) gx§ = 2=—9x%,

§XZ=R%=—-2x9,

IXX =§=—XXZ.

ivydx(b+¢)=dxb+dx¢e
v) lixb= &XXB=X(HXE),X= um escalar.

R 9 2 . S
viyaxB=lax ay a= (ay b, — a by) 2+ Figura 10-6. O Produto vetona! feito
b. b na ordem das setas curvas (sentido-
X Z - ;o z -
Y (10 —1)" anti-horario) & convencionado como
+(a, by —a, b)) ¥+ (ax by —ay bx) 5 positivo (X X y = Z). Na ordem
inversa, é negativo (y X X = —2). Os
versores X y e Z formam na origem O
Observagao:

. . , um triedro com orientacdo dextrogira.
No produto escalar de dois vetores ortogonais, o resultado ¢ um escalar

zero. Para o produto vetorial de dois vetores colineares, o resultado é

também zero. A pergunta é: O zero do produto escalar ¢ o mesmo do

produto vetorial? Cada um deles ¢ gerado de forma diferente. No entanto, matematicamente, sio manipulados da
mesma maneira. Para distingui-los, alguns textos usam a notacdo 0 para o zero do produto vetorial. Como,
operacionalmente, ambos sdo iguais, vamos assim manter a rotagao 0 (zero) para os dois produtos.

Produto triplo

dx(bx¢)=(d.9b —(d.b)¢ (10 -2)

O paréntese deve ser mantido, haja visto o caso especial

IX@EXP) =8%x2=-7,

enquanto,

ExR)xy=0.

Observe que (@ X b) X & = — & x (@ x b) e dai usarmos a Equagéio (10-2).
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Produto misto

—.

d-(bxe)=b-@xd) =¢-(d xb). (10-3)

Nao faz sentido a operagdo (& X B) X €. O leitor pode facilmente verificar.
Uma representacdo conveniente da Equacdo (10-3) ¢ dada pelo determinante

ay ay a,
by by byl
Cx Cy G

d.(bx?c) = (10 — 4)

Voltando a Figura 10-3, um ponto P situado no plano xy, da secdo transversal do corpo
rigido, a uma distancia r de O, descreve uma circunferéncia de raio r. E facil verificar que As
= A@.r. Como a rotagdo ¢ infinitesimal, a grandeza A@ é um vetor, A@, como ji visto no
capitulo 3. As outras duas grandezas, r ¢ As, sdo também vetores, neste caso, mutuamente
perpendiculares, como pode ser visto na Figura 10-4, e que se postas juntas, com origem em
O, formam um triedro dextrogiro, com a sequéncia AS —» Ap — z
I > AS Essas grandezas se relacionam, através de um produto
vetorial,

AS =A@ XT. (10 — 5)

No caso mais geral, onde o ponto P ndo estd mais contido no
plano y O x, como mostrado na Figura 10-7, teremos

As=A@r',

onde r'=sen 0, sendo 0 o angulo entre T e A@. Figura 10-7. Caso em que o

Assim a relagdo vetorial (10-5) se mantém, mas agora o angulo ~ Ponto P de um corpo rigido néo
estd contido no plano xOy. Para

ndo sobrecarregar a figura, o
desenho do corpo rigido foi
omitido.

entre Z(p e I ndo ¢ mais 90°, ¢ sim 0.
Da Equagao (10-5), podemos escrever

(A (8
V= a0\ ar) T Ao\ ac xT

ou simplesmente,

V=aGxt |, (10 — 6)

onde AS = AF, mas que no limite, As — Ar, dando, ~ = dr/dt e w = dg/dt.
10-3 Classificacdo de grandezas escalares e vetoriais

Considere um ponto P com vetor posi¢do I = x X +y § + z Z. Uma operagdo de inversdo em
P com relagdo a origem O, equivale a trocar suas coordenadas, na forma x — —x,y — — vy,

z — —z, gerando um novo vetor posi¢do ' = —F = —xX— y§—zZ. Ja a operacdo de
reflexdo, equivale a refletir o vetor T, sobre um “espelho”, imaginario, podendo este espelho
ser, por exemplo, um dos planos xy, yz ou zx do triedro dextrogiro xyz. Se a reflexdo for, por
exemplo, sobre um espelho no plano zx, a coordenada y troca em — y, € o vetor posi¢ao passa
asert' =xX—yy+z2

O vetor posi¢do T e todos os outros vetores cujas componentes se comportam das formas
acima sdo chamadas de vetores polares. Verifique, por exemplo, que V e d sdo vetores
polares.

Uma questdo que pode ser colocada a esta altura é em que aspecto vetores como d@ € @
diferem dos vetores polares?
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Os vetores d@ e @ tém modulos e dire¢cdes bem definidos, mas seus sentidos sdo definidos,
como ja vimos, através de uma convengdo. Para uma rotacdo anti-horaria, por exemplo, no
plano xy e centrada na origem O, a conven¢do ¢ que o sentido ¢ dado pela flecha de um
vetor normal a este plano e na diregdo positiva do eixo dos z. A regra da mio direita se
presta bem para esta convengao. Pela associacao destes vetores, com um eixo, eles diferem
dos vetores polares, ¢ sdo assim chamados de vetores axiais. Sdo também chamados de
pseudo-vetores (o termo pseudo equivale a falso)

A distingdo entre os vetores polares e axiais pode ser ilustrada através de uma reflexdo. Por
exemplo, um vetor T perpendicular ao espelho troca de sinal por reflexdo, ou seja, ' = —T,
conforme pode ser visto na Figura 10-8.

espelho __ espelho

T

@ (b)

Figura 10-8. a)Reflexdo especular para t; b) reflexdo especular para o

Ja para @ correspondendo a uma rotag¢do anti-horéria no plano x y, a sua imagem especular é
uma rotagdo horéria @ = —w. Se a rotagdo fosse paralela ao plano xz, @ seria ao longo de §
e a imagem especular daria ®' = . Sdo comportamentos distintos daqueles para vetores
polares. Convém mencionar que o produto vetorial de dois vetores polares d e E, ¢ um vetor
axial. Com efeito, na sua definicdo foi usada a convengdo para caracterizar o seu sentido
através do sentido da operagdo de d indo a encontro de b. Ainda com o espelho da Figura 10-
8 e usando a Equagdo (10-1)’, verificamos que as componentes z ¢ x de d X b trocam de
sinal. J4 a componente y N&0 troca. Assim d X b comporta-se como um vetor axial.

Em geral sabemos que grandezas escalares sdo invariantes sob a acdo de rotagdes, inversdes
ou reflexdes. Mas no caso de um produto misto d - (B x ¢), tem-se um falso escalar. A razio
disto é que associando d,b e ¢ aos lados de um paralelogramo, o calculo do produto misto
fornece seu volume. Porém, trocando @ = —d, b - —b, € > —¢& o produto misto dos
trés vetores serd negativo. A grandeza escala mudou de sinal! O produto misto ¢ na realidade
um pseudo-escalar.

Convém aqui fazer um pequeno resumo. As grandezas até entdo estudadas podem assim ser
classificadas segundo o quadro abaixo:

Natureza Exemplo

Escalar Massa; carga elétrica; produto escalar de dois vetores polares.
Pseudo-escalar Produto misto de trés vetores polares.

Vetor polar 73,48, F

Pseudo-vetor ou vetor | Produto vetorial de dois vetores polares; w; d¢.

axial

Na fisica de particulas elementares os conceitos de vetores polares e axiais t€m um papel
fundamental.



CAPITULO 10 - CONSERVACAO DO MOMENTO ANGULAR

Paradinha 10-4

Mostre as seguintes afirmagoes:

a) P e F sdo vetores polares.
b) O produto vetorial de um vetor axial por um vetor polar ¢ um vetor polar. D€ um exemplo.

10-4 Torque

Provavelmente, vocé ja teve o infortinio de ter que y
trocar um pneu baixo de seu carro. Para retirar a '
roda do carro vocé deve usar uma chave de roda
para desparafusar cada parafuso. Esta chave ndo
deve ser muito curta para vocé€ poder aplicar na sua
extremidade uma for¢ca menor para torcer a chave.
Assim o parafuso que prende a roda ao carro sai
com mais facilidade. Este processo ¢ de alguma 2)
maneira similar ao de uma alavanca com um ponto
de apoio, usada para levantar cargas pesadas. Ja
dizia o grande filésofo Arquimedes: “Da-me uma
alavanca e um ponto de apoio que eu levantarei o
mundo”.

Como matematizar estas operagdes? Tomemos o

caso da chave de roda. Uma forga F ¢ aplicada
numa extremidade da chave. Na outra extremidade,
ela se encaixa ao parafuso que passa a conter um
ponto fixo O no processo de torcer a chave. A

b) Alavanca

25 Figura 10-9. a) Chave de roda aplicada ao
distancia do ponto onde F ¢ aplicada na chave ao  parafuso de roda de um carro. O ponto ( .)

ponto O é representada por £. O angulo entre F e © E;’ Aalngltgr?c'and'ca ser elereto (30°)

¢ representado por ¢. Para compatibilizar estas '

operagdes ¢ plausivel criar uma grandeza chamada torque, representada por 7, e definida
como

T=rFsenq. (10-7)

A palavra torgue tem sinénimo, de tor¢ao, e vem do verbo em latim torquere, que significa
torcer.

Na literatura mais antiga se usava em vez de torque a expressao momento de uma forga em
relacdo a um ponto. Certamente, ¢ uma expressao longa, porém mais precisa.

Duas maneiras de calcular t sdo
r=(r)(Fsen(p)=rFl, (10 -18)
e t=r(rsen@)(F)=r, F, (10-9)

onde r; ¢ a distincia perpendicular entre o eixo de rotagdo em O e a linha estendida ao longo
do vetor F. Esta linha estendida ¢ chamada de linha de acéo de F, enquanto r; € o brago de
alavanca de F (ver Figura 10-9).

Uma forma mais geral de definir o torque ¢ generalizar a Equagdo (10-7), ja que T tem um
modulo, uma direc¢do, através do eixo perpendicular ao plano xy e que passa em O, ¢ um
sentido, caso a chave gire no sentido anti-horario (positivo) ou no horario (negativo). Em
resumo, podemos escrever que o torque ¢ uma grandeza vetorial definido por

T=FxF : (10 — 10)
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Como T e F sdo vetores polares, T é vetor axial.

Unidade

No SI a unidade de torque é o newton-metro (N.m). Observa que esta unidade é a mesma
para o trabalho. No entanto, torque e trabalho sdo conceitos bem distintos e ndo devem ser
confundidos. O trabalho pode também ser expresso em joules (1 j = 1 N.m), mas o torque
jamais.

Paradinha 10-5
Mostre que se mudarmos o ponto O do eixo, o torque em geral também mudara

Exemplo 10-1

Uma particula de massa m cai, partindo do repouso, ao longo da vertical,
Calcule o torque apds um tempo t, da forca que atua sobre m, em relagdo a y
um ponto distante d na horizontal de onde m partiu.
Solugao: 0 d o
i
1
1
1
1

O torque ¢ dado por
T=¢xF,
onde

—

F=-mgy e rF=dR—yJ.

12

Logo, o [P
T=(dR—y9) x (—mg§) = —mgd(XX§) + mgy (§ X §) = —mgd 2.

O torque ¢ normal e entrante a pagina deste livro. E 0 mesmo ao longo da

vertical.

Figura 10-10. Referente ao
Exemplo 10-1

10-5 Momento angular

No movimento retilineo tivemos como
protagonista importante o momento linear P.
Através dele estudamos, por exemplo, a teoria A
das colisdes. Nesta se¢do vamos iniciar uma
discussdo sobre a grandeza correspondente a p
para rotacdes. Chamaremos esta grandeza de
momento angular.

Com efeito, seja uma particula P de massa m,
com e momento linear p = mv, situada no plano

xy e movendo-se em relacdo ao ponto O, X
conforme ilustrado na Figura 10-11. Vamos

definir, por conveniéncia a ser explicitado  Figura 10-11. Definicdo de momento angular
de P em relagdo a O. O ponto () num dangulo
significa ser ele um angulo reto.

~

"
adiante, o movimento angular, [, de P em
relacdo a O, como a relagdo vetorial

T:Fxf)’ ‘ ) (10 — 11)

onde T ¢ o vetor posi¢do de P em relagdo a O. A particula poderia até estar em movimento
retilineo no plano xy (mas girando quando vista de O). Comparando a Equagdo (10-11) com
a defini¢do de torque e verificamos as correspondéncias entre as grandezas

[ , ©->F
Unidades
No SI a unidade de momento angular é o kg.m’ /s equivalente a J.s.
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Natureza vetorial do momento angular

Como T e p sdo vetores polares, [ & como o torque, um
vetor axial (ou pseudo-vetor). Este vetor tem um
modulo (I =r p sen o)), uma dire¢éo (eixo passando por
O e perpendicular ao plano onde T e p estdo situados) e
um sentido (pela regra da mao direita, ao longo do
sentido positivo do eixo, se correspondendo a uma
rotagdo anti-horaria).

E facil verificar pela Figura 10-11 que

l=rp, = r(mv,) = (r)(p sen a), (10 — 12)

l=r,p=r; mv=(rsena) (p). (10 — 13)
O célculo de [ pressupoe a especificacdo de O. Pela
Figura 10-11, T e p estdo situados no plano x y. Se ndo
estivessem neste plano, certamente, [ seria

perpendicular ao novo plano de ¥ comp, € ndo mais
coincidiria com o eixo dos z.

Relacdo entre o torque e 0 momento angular
Sabemos que

VA

A i
i P
0

-

Figura 10-12. Na figura o vetor  foi
redesenhado com a origem no ponto

0. O triedro (7,3, [ ) ¢ tal que os
vetores satisfazem a relagéo [ = 7 x p.

F=—,
dt
que multiplicando vetorialmente a esquerda por ' X, fornece
- = - dI_)) — - dI_))
XF=°FXx— =T X—.
r PX—r 00 T=rX—
Usando a Equagédo (10-11), podemos escrever
d_d e s Pl oun 4
—=—(Xp)=— X X —= X
TR TR ST A T ad

= 0,pois p =mvV

Comparando as Equagoes (10-14) e (10-15), concluimos que

(10 — 14)

b __ d

at (10 — 15)
(10 — 16)

que ¢ a relagdo existente entre o torque € o momento angular.

Paradinha 10-6

No Exemplo 10-1, calcule o momento angular lem relagd@o a O, apos decorrido um tempo t do inicio da queda da

particula de massa m.

Exemplo 10-2

Um foguete junino ¢ langado verticalmente a uma distancia d = 2,0 m de um

observador O.

a) Quais os valores do momento angular e do torque, calculados em relagdo
a O, quando o foguete alcanca uma altura maxima h = 20,0 m apés acabar
todo o seu combustivel, restando uma massa m = 0,10 kg e sobre ele s

atuando a forga gravitacional?
b) Quais estes valores na metade do caminho de volta ao solo?

Figura 10-13. Referente
ao Exemplo 10-2.
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Solucéo:

a) No ponto onde o foguete alcanga a altura maxima y = h ele momentaneamente para e comeca a cair. Logo,
l=—(rsena)(m ) =0,jdquev = 0. Ja o torque é dado por

T=—(rsena)F = —r,F, sendo F=mg e r, =d.

Note que o = g + ¢ edai sena=cos ¢. O sinal negativo vem da regra da mao direita. Assim
t=—dmg= — (2,0m) (0,10 kg) (9,81 m/s?>) = — 1,96 N\.m

b) A velocidade do foguete na queda a uma altura y ¢ dado pela equacdo de Torricelli

vi=2gy

Paray = ypa.x/2 = 2= gh.

Logo, o momento angular é dado por

l=—(rsena)mv=—(rcos®) m\/g— = —dm,/gh = —(2,0m) x (0,10 kg) x

x (9,81m/s? x 20m)~/2 = —2,80 kgm?/s.

Note que o torque ¢ o mesmo do item (a), ja que F =mg e r; =d nio mudam, qualquer que seja a posi¢do do
foguete na sua descida.

10-6 Momento angular de um sistema de particulas

Consideremos um sistema constituido por N particulas. Seja m; a massa da i-ésima particula
(i=1,2, ..., N) no instante t. Visto do ponto O de um sistema de coordenadas inercial, o
momento angular total deste sistema ¢ dado por

N N N
L:lez Fixl_))i: ;miFiXVi. (10_17)

Momento angular medido em relacdo ao CM do sistema
Se T eV sdo os vetores posi¢do e velocidade, respectivamente, da i-ésima particula em
relacdo ao CM, entdo podemos escrever

-

2 > = _ =2 —
=1 +TIcm = Vi = Vi +Vem, (10 — 18)
conforme ja vimos, na se¢do 8-3. Logo, 0 momento angular total é dado por
L= my G+ Fow) X () +Vow) = ) (miF{ x T +Fow x | ) mi¥ | +
i i i
>7 — - —
+ zmiri XVem + Zmi (Fem X Vem)
i i
onde omitimos os limites de variagdes nos somatorios (i =1, ...,N), para tornar a notacao
mais leve.

Notemos que o segundo somatodrio é nulo, pela Equagéo (8-23). O terceiro somatorio
também ¢ nulo, pela Equagao (8-22). Resta finalmente,

L=L+fcyxP (10 — 19)

onde P = MV, € 0 momento total do sistema, e
U= mix %= ) #xp. (10 - 20)
i i
O termo Fey X P ¢ 0 momento angular do CM em relagdo a O.

1 . g o - - -
Se o sistema, como um todo, estiver em repouso (P = 0), entdo L = L', ndo dependendo
assim de O para sua medida.
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O momento linear relativo ao CM sempre se anula, ou seja,

ZmiVi’=Zﬁ’=0.
i i

J4 o momento angular total correspondente aos momentos angulares internos, L' # 0.

Em fisica atdmica e subatomica, L’ corresponderia a soma dos momentos angulares internos,
ou simplesmente, os Spins das particulas que compdem o sistema. No entanto, o leitor ndo
deve confundir conceitos. Nesta 4rea da fisica se utiliza a mecéanica quantica cuja concepg¢ao
¢ totalmente diferente da mecénica classica utilizada neste livro.

Paradinha 10-7
A Terra gira em torno do Sol. Ela por sua vez gira em torno do seu CM (spin). Qual é o momento angular total da
Terra em relagdo ao Sol?

Relacdo geral entre torque e momento angular

Vamos generalizar a Equacao (10-16) para um sistema de particulas. Para isto vamos derivar
em relacdo ao tempo a Equagao (10-17):

dl d - dFix_)_I_ ﬁxdv’i

—_—=— Em-r- Vi = Em-— Vi Em-r- —.

dt dt L 't ~ dt Tt 4T de
1 1 1

O termo do primeiro somatério € nulo, pois dr;/dt = V;. Ja no segundo somatdrio,
dv;/dt = d@;. Assim

dL I
E=Zmiri><ai. (10—21)
i

Admitindo o referencial ser inercial, podemos usar a segunda lei de Newton, para a i-ésima
particula,

m; @ = F© + Zﬁ” , (10 — 21)’
j#i
ondeiej#i ariamde1aN.Note que F)i(e) é a forca externa atuando sobre a i-ésima

particula, enquanto Fj; € a forga interna entre a i-ésima a j-ésima particulas. Pela terceira lei

de Newton l_fi]- = —ﬁji.

Consequentemente, a Equagdo (10-21) fica

di - —)(e) - -
EZZFiXFi +ZriXFi]', (10—22)

i i, j#i
onde para facilitar vamos usar a notagao,

Z ZFiXﬁijEZFiXﬁij-

i j#i Lj#i

O primeiro somatério ¢é o torque externo total T(®), que atua sobre o sistema, em relagio a O.
O segundo somatorio pode ainda ser trabalhado. Como os indices i € j sdo mudos (ou seja,
logo depois de terminado as somas, elas ndo mais aparecem), podemos intercambia-los e
assim usar a identidade

- - 1 = — - —
ZriXFi]—= E z[riXFi]'-l_rjXFji]'

1,j=#i i, j#i
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e a equagdo acima fica
z I X F Z (¥ — 1) x F]1 . (10 - 23)
i, j#i i, j#i

As forgas encontradas na fisica classica t€ém linha de acdo segundo a linha que une as duas
particulas, ou seja,

Fij |1 (F; — ),
o que implica que (f; — ;) X Fj; =0,

e assim a Equagao (10-23) da contribui¢do nula na Equagdo (10-22). O resultado importante
disto é que

% =

at ' (10 — 24)

Esta ¢ a lei fundamental da dindmica das rotagdes para um sistema de particulas.

Duas observagdes sdo importantes:

i) Situacdo onde o referencial do CM néo ¢é inercial

A Equacdo (10-21) vale para qualquer referencial. Caso este referencial seja o CM, podemos

escrevé-la
dL’ .
2 m; T X 4 (10 — 25)

Entretanto, da Equagdo (10-18), podemos ainda escrever que
ai = C-l)ll + &CM.
Assim, a Equagdo (10-25), torna-se

di, >/ =3 >/ =
EzZrix(miai)— Zmiri X dcy -
i

1

O ultimo termo desta equagdo ¢ nulo, pois pela Equagdo (8-22), Y;;m; i = 0.
Logo, usando a Equagdo (10-21)', teremos,

drf Zr x(ma)—z F(e)+z ! Fig
dt . i ij -

i i, j#i

O ultimo termo desta equacdo se anula pelos mesmos argumentos ja discutidos acima para

analisar a Equagdo (10-23). Como F{ — ¥j = ; — T}, entdo,

' _,
i (10 — 26)

onde T'(® ¢ a resultante do torques externos em relagdo ao CM. Assim podemos concluir que
a Equacdo (10-24) continua valida com respeito ao CM mesmo que este referencial esteja
acelerado.

ii) Equacdes da dinamica do corpo rigido

Vimos pelo teorema de Chasles, que 0 movimento mais geral de um corpo rigido se compde
de uma translag@o e uma rota¢do em torno de um ponto conveniente escolhido.
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Se o ponto escolhido for o CM, a Equagio (8-24) se aplica ao movimento de translagdo,
enquanto a Equacdo (10-26) ao movimento de rotagdo. Estas duas equagdes representam as
leis fundamentais da dindmica do corpo rigido.

Exemplo 10-3 Binario (ou conjugado) f
. - 0 g2 I /

Um sistema de duas forgas iguais, e opostas, mas que ndo tém a sy rmy

mesma linha de a¢do é chamado de binario (ou conjugado). —F / B,

a) Para um binario mostre que o torque ¢ independente do ponto em

relagiio ao qual ¢ calculado. ry=b"w o/

b) Para um binario mostre que este torque ¢ T =Fb, onde b ¢ a
distancia entre as linhas de a¢do das duas forgas.

Solugéo:

a) Seja O inicialmente escolhido no CM do sistema. Tomemos outro ponto qualquer de referéncia, 0’ # O.
Teremos

k=t +00 , i=12

¢ o torque em relagdo a O, ¢ dado por

?ZZFiXEZZ(F'i+m’)XFi=ZF{><E+&5'XZE .
i i

i i

Figura 10-14. Binario

Como Zﬁi —F-F=0 = ?:2?; xF =7, vO.
i i
b) O ponto escolhido pode ser qualquer. Escolhendo O de acordo com a Figura 10-14, teremos que

T=txF, onde t=[f=r,F=bF.
A grandeza b ¢ chamada de brago do binério.

Exemplo 10-4

Prove que uma for¢a atuando em um dado ponto de um corpo rigido pode ser
equivalentemente substituida por uma unica forca atuando em outro ponto
escolhido junto com um binario apropriado.

Solucgéo:

Seja Fa for¢a atuando no ponto P de um corpo rigido. Se P” é o outro ponto
do corpo rigido, ¢ facil de ver que o efeito de F ndo muda se aplicarmos duas
forcas ' e —F' em P'.

Em particular, escolhendo F = —F, teremos que o efeito de F sozinho ¢ o

Figura 10-15. Referente mesmo, que o efeito do binario, formado por FeF=-F (com momento

a0 Exemplo 10-4 angular T X 1_5) junto com a forca — F=F

10-7 Conservacao do momento angular

O procedimento para chegarmos a lei de conservagdo do momento angular é similar ao
utilizado para a lei de conservagdo do momento linear. Vamos partir da Equagao (10-24),

% =z

dt _
que diz que a taxa de variagdo, em relagdo ao tempo, do momento angular de um sistema de

particulas, em relagdo a um ponto fixo em um referencial inercial (ou em relagdo ao CM), é
igual & soma dos torques externos que atuam sobre o sistema.
Se considerarmos que T(® = 0, entio,

dL
dt

- (10 - 27)
0 < L = etorconstante .

Isto equivale a dizer: “Se a resultante dos torques externos tomados em relacio a um dado
ponto fixo em um referencial inercial (ou em relagdo ao CM) se anula, 0 momento
angular do sistema em relacdo a esse ponto se conserva”.
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Esta ¢é a lei fundamental de conservacdo do momento angular, expressa matematicamente,
pela Equagdo (10-27).

Sistemas parcialmente isolados

As Equagoes (10-24) e (10-27) sdo equagdes vetoriais. Tém, portanto, cada uma, trés
componentes, ao longo dos trés eixos cartesianos X, y, € z, respectivamente. Dependendo do
caso, um sistema poderia ndo ter torques externos atuando, por exemplo, em uma, ou até
mesmo, em duas direcdes. Isto equivaleria a dizer que nestas dire¢cdes, 0 momento angular
poderia ter suas componentes conservadas.

Dois exemplos ilustram bem a lei de conservacao do momento angular.

i) Estudante sentado em um banco girante segurando uma roda de bicicleta.

Este tipo de experimento se encontra na maioria dos laboratorios de fisica.

Um estudante inicialmente em repouso, segura uma roda de bicicleta que pode girar
livremente em torno de um eixo vertical, conforme a Figura 10-16 (a). Ao inverter o eixo de
rotagdo da roda, ele mesmo se pde a girar no

banco em sentido anti-horario por causa da L
conservacdo do momento angular do sistema
(estudante + banco + roda).

Em outras palavras, o momento inicial (i) do
sistema deve ser igual ao seu momento final (),
ou seja,

[=L-1 (10 — 28)

onde L ¢ o momento angular do estudante +

banco e [ ¢ o momento angular da roda (o
sistema e;studante + banco estd inicialmente em Figura 10-16. (a) Um estudante segura uma
repouso, L; = 0). roda de bicicleta girando em torno de um eixo

Da Equagio (10-28) podemos finalmente obter vertical. (b) O estudante inverte o eixo de
rotacdo da roda e ele mesmo se pde em

N rotacdo, devido & conservagdo do momento
L = 21L. (10 —29) angular no processo.

ii) Orientacdo de uma espagonave

Avides e embarcacdes tém em seus exteriores meios fluidos (ar e agua, respectivamente)
utilizados para mudangas de suas orientacdes. No caso de uma espagonave, temos 0 vacuo ¢
o problema ¢ mais complexo. Para tal, se utiliza um volante, conforme mostrado na Figura
10-17. A espagonave+tvolante forma um sistema isolado. Se, inicialmente, a espagonave e o
volante n3o estiverem rodando, o momento angular do sistema ¢ nulo. Para mudar a
orientacao da espagonave, basta o volante ser posto a girar, por exemplo, no sentido horario.
Pela conservagdo do momento angular do sistema, a nave deverd girar no sentido anti-
horario. Eis entdo, o método utilizando pelas espagonaves para as mudangas de orientagao.

Figura 10-17. Espagonave contendo um volante para mudancas de sua orientacéo.
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10-8 Simetrias e leis de conservacéo

As leis de conservagdo até aqui estudadas (energia, momento e momento angular) t€ém
validade na mecanica, mas como veremos na continuagdo do estudo da fisica, se aplicam a
todas as areas, da astrofisica ao microcosmo. Sdo todas elas fundamentais ¢ de uma
simplicidade e elegancia dificeis de acreditar. Sdo elas trés, uma contrapartida as trés leis de
Newton, igualmente fundamentais, mas de dificil manuseio em sistemas mais complexos.
Um ponto importante a mencionar ¢ que tais leis de conservagio, em geral, estdo associadas
a operagdes de simetria. Por simetria, entendemos a propriedade de que dispde um sistema
de ser transformado, apds uma dada operacdo, num sistema indistinguivel do original.
Exemplos de operagdes de simetrias sdo mostradas na Figura 10-8 para a operagdo de
reflexdo especular do vetor posi¢do T e da velocidade angular .

Passemos, pois, a demonstrar que as trés leis de conservacdo j& discutidas estdo ligadas a
operagoes de simetrias de sistemas fisicos.

Homogeneidade temporal e conservagdo da energia

Imaginemos a operacdo de repetir uma dada experiéncia em outro horario com as mesmas
condi¢des iniciais. Se as forgas envolvidas no processo, atuando sobre o sistema forem
conservativas e nao dependentes do tempo, as duas experiéncias serdo equivalentes. Assim
sendo, o referido sistema passou por uma operagdo de simetria através de uma translacao
temporal. Na situacdo descrita, consideremos um sistema isolado onde exista, para facilitar,
uma so particula e uma forca conservativa nela atuando. Logo, conforme a se¢ao 7-6,

F=-VU, (10 — 30)

onde U ¢ a energia potencial ndo dependente explicitamente do tempo. Podemos escrever
para o trabalho elementar sobre a particula
F -df = —VU-df = —dU. (10 — 31)

A variagdo no tempo deste trabalho ¢ obtida derivando ambos os membros desta equacdo em
relacdo a t,

5 dF__dU 5.o__du
a  ac M VT a
dv

ComoF =m —, entdo,
dt

v d(l qz)_dK -
m v 5 mV* ) =—— 0 que implica

dc | dt

d
G K+ =0 = E=K+U,

que ¢ a lei de conservagdo de energia total, obtida como consequéncia da Equagédo (10-30),
onde U ¢é conservativa e ndo depende de t.

Paradinha 10-8
Generalize a discussdo acima para um sistema isolado contendo N particulas e sujeito a um potencial
conservativo U (%, Ty, ..., Ty)

A segunda lei de conservacao do momento resulta da homogeneidade espacial. Em virtude
desta homogeneidade, as propriedades mecanicas de um sistema fechado e isolado sdo
invariantes por qualquer deslocamento de todo o sistema no espago. Com efeito,
r, o T +ALT, o T, + AL, ... Ty o Iy + Af tal que
N
AU = U(Fy + AR T, + AR ..., Py + AR) — U (B By, o) Byy) = —AF - (ZE) =0,V AF.

i=1
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Isto implica dizer que na equagao acima Z| e
- - dﬁl FN
F=)F=) g =0 g —
' i i Wl S s
ou seja, 0
- y
dp; d Z_) dP 0
- = pi=—=0.
- dt  dt - S X Figura 10-18. Todas as particulas do

sistema foram igualmente deslocadas de Ar.
Ora, isto ¢ a lei de conservacdo do momento.

Paradinha 10-9
Como o campo gravitacional proximo a Terra ndo muda para translagdes horizontais, mostre que isto implica que
as componentes horizontais do momento se conservam.

Isotropia espacial e a conservacdo do momento angular

Semelhante, ao caso anterior, mostraremos que a lei de A
conservagdo do momento angular resulta da isotropia
espacial. Por isotropia entendemos que as propriedades
mecénicas de um sistema isolado e fechado ndo variam
quando o mesmo ¢ girado como um todo e de qualquer
modo no espaco. Isto significa dizer que sua energia U
permanece inalterada. Com efeito, seja AF; o
deslocamento da i-ésima particula, com vetor posi¢do T,
depois de uma rotagao A@, o que equivale a dizer que

AF =A@ X Ty, (10 — 32) Vg ae o

conforme ilustrado na Figura 10-19. Para que U seja invariante por rota¢do, devemos ter

AU = U( %, + APy, ..., By + ATy) — U (T, ..., By) = —Zﬁi- AF; =
i

L (10 — 33)
=—ZF1'(A(PX1‘1),
i

onde usamos a Equagdo (10-32) para o valor de AF; . Utilizando a propriedade do produto
misto, dado pelas Equagdes (10-30), podemos reescrever a Equacao (10-33) como
— - =1 — - —_ o - df
AU = - Agp - ZrixFi =—A(p'ZTi=—A(p'T=O=>T=E=O,
i i

Esta ¢ a lei de conservacdo do momento angular que resulta da isotropia espacial.

Exemplo 10-5

Considere uma particula sujeita a forgas centrais.

a) Qual o torque em relagdo ao centro de forgas?

b) Mostre que 0 momento angular em relagdo ao centro de forgas se conserva
¢) Mostre que a orbita da particula deve permanecer sempre no mesmo plano.

Solucao:

a) A forca que atua sobre a particula tem a forma
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HOESON
medida a partir da origem O. O torque que atua sobre a particula é dado por

T=txF@®) =@x D)) =0.

b) Como

Lodl ,

T=—=0 . [ seconserva.
dt

5
¢) Sejam T e P o vetor posi¢do e 0 momento da particula, respectivamente, num certo instante, e [ =T X P 0 seu

momento angular. Da expressdo de [ se observa que [ ¢ perpendicular ao plano de ¥ com P. Como [ se conserva,
entdo, I e p devem permanecer sempre num mesmo plano.

Exemplo 10-6

Uma particula de massa m move-se com velocidade V numa semi-regido do espago no qual sua energia potencial
¢ conservativa e ¢ uma constante U. Ela subitamente entra noutra regido cuja energia potencial ¢ também
constante e igual a U” # U.

Determine a mudanga na dire¢cdo do movimento da particula, sabendo que 0 ¢ o angulo entre normal ao plano
separando os semi-espagos ¢ a velocidade V.

Solucéo: .
X | Plano de. separagdo entre
A Figura 10-20 ilustra o problema. O potencial U varia ao longo de ys ZECeT L
U z<0,
z ¢ ¢ dado por U(z) =
U,z =0. ol ¥ ,
Logo, n 0
o\ Ty “
0U(z) dp, 7
=", ¢ T ac - 4
A primeira expressdo para F, decorre de fato de F ser conservativa, U u’

enquanto a outra expressdo se deve a segunda lei de Newton. Para

. =1 I3
as demais componentes de F, de modo andlogo, podemos

. Figura 10-20. Referente ao Exemplo 10-5.
concluir que

dpy au
F e e =
Rh=g="x =%
dpy au
*hTw Ty T

o0 que implica dizer que py € py se conservam no plano que divide as duas regides U.
Como consequéncia, quando a particula atravessa o plano de separacdo entre as duas regides, a componente
tangencial do momento varia de tal modo que

Apy =m (vsen® —v'sen8’) =0, ou

sen® = ’sen®’, (10-34)

sendo 6’ o Angulo entre a normal ao plano e a velocidade v’ da particula depois de atravessar o plano.
Por conservagdo da energia, temos

1 1
—mv? +U=Emv2 +U’,

e usando a Equacédo (10-34) obtemos finalmente,

sen6 = |ig 2 U —u"
senf’ mv? '
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10-9 O Problema classico de dois corpos

Para diferenciar do problema equivalente na mecénica quéantica, usa-se a palavra classico,
neste tipo de problema.

Consideremos o movimento de duas particulas de massas m; € m, num campo de forgas cuja
energia potencial depende somente do modulo da diferenca de seus vetores posicao, isto &,
U(¥,T,) = U(|F; — I’5|). Vamos mostrar que o problema é formalmente idéntico ao de uma
unica particula de massa 4 = m; m,/(m;+m,),chamada de massa reduzida, movendo-se
em um campo externo conservativo, U(r), onde r= |F; — I, |, 0 qual é simétrico em torno do
centro de forcas.

A energia total do sistema ¢ dada por

E=my i 42 m, 3+ UG ), (10 - 35)
onde

s dfy s _d,

r1=E=v1 e r2=E=v2.
Usando

I=T; — Iy,

e colocando a origem O no CM do sistema, m; ¥; + m, 1, = 0.
Estas duas ultimas equacdes fornecem

Fl =m, F/(ml + mz) e FZ = — mlF/(ml + mz) .
Substituindo na Equagao (10-35), temos, entdo

1 _
E= 5 nv2 +U(r) , (10— 36)

onde p = m; m, /(m; + my), € V=V; — V,, como velocidade relativa da particula 2 em
relacdo a 1. Este resultado é o que queriamos demonstrar.

Paradinha 10-10
No Exemplo 10-7, caso a origem O nao fosse escolhida no CM do sistema, mostre que

1 ., 1
E = [E (m; + m,) VCM] + [E pVve+ U(r)],
equivalente ao resultado do Exemplo 9-10.

Exemplo 10-7
a) Em coordenadas polares, mostre que E, dado pela Equagdo (10-36), pode ser expresso como
1
E=> RVE+ Uer ()
onde v, = dr/dt, e o termo U (r), chamado de energia potencial efetiva, é dada por
lZ
Uef (r) = U(I') + W .

b) Identifique fisicamente o segundo termo de U¢(r).
Solucao:
a) Em coordenadas polares

r=xX+y §=rcos 0RX+rsenb § .

Derivando em relagdo o tempo,

_)_dF_(dr 0 ede)A+(dr o+ d9>A
V= d = dtCOS r sen at X at sen I cos dt y,

j& que R e § sdo versores constantes, N30 dependentes de t.
Chamando
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dr e
LT C A T

e recordando pela Equacgdo (3-22), que
f=cos6&+senby ,
{é= — senB® X+cosby
ou inversamente,
R=cosOFf —senBd ,
{ =sen® f+cosOH

Note que cada versor e 8 tem modulo 1, mas se movimentam no espago. Substituindo estes valores na Equagio
(10-37), obtemos apds uma pequena manipulacdo algébrica,

V= v, T+vgh.

Levando este valor na Equagdo (10-36), chegamos, finalmente, a expressdo pedida

1
E=§pv§+Uef(r), (10 —37)
onde
12 10 — 38
Uer () = U +3 5 . (10=38)

sendo | = r(m g), identificado como o momento angular da “particula” de massa reduzida p.

b) O termo 12/2ur? ¢ a parte do potencial efetivo, identificado como “potencial centrifugo”, e associado a
energia cinética de rotacdo da “particula” de massa p em torno de seu centro.

Note que a energia potencial é central e assim | se conserva, bem como E. O problema, pois se reduz ao de um
movimento unidimensional de uma “particula” de massa reduzida p na presenga do potencial central efetivo

Uef (I‘)

10-10 Movimento em um campo central

O movimento de uma particula de massa m em um campo central ¢ obtido facilmente das
leis de conservagdo. Ja mostramos no Exemplo 10-5 que sua trajetdria ocorre sempre em um
plano.

Ja vimos da expressdo da conservagdo da energia, dada pela Equagdo 10-37, que

1
E= Emvr2 + U (r) = constante, (10 — 37)’
onde Ugs(r) é dado pela Equagdo (10-38). Desta equagio, podemos obter

dr 2 1/2
== [E (E - U() — (l/mr)z] ,

ou tirando o valor de dt, teremos
dr

dt = —

[% (E - U(r)) — l/erZ] (10 — 39)
Como pela conservagdo do momento angular

de
| = mr? ¢ = constante, (10 — 40)
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entdo, o valor de dO pode ser calculado pela relagdo

_ l _ l dr/rz (10 _ 4_1)
O =7 = OmE=um) = 2

Integrando as Equagdes (10-39) e (10-41), obtemos

t= f dr/ \/(Z/m)(E ~U@)) ~ (I/mr)? +A, (10 — 42)

[dr/r?
0= +
y2m (E—U() — (I/r)?

A, (10 — 43)

onde A e A’ sdo constantes de integracdo que dependem
das condig¢des de contorno do problema. As duas ultimas
equagdes fornecem a solugdo geral do problema. A
primeira equagdo relaciona r e t, enquanto que a segunda
relacionar e 0.

Da Equagdo (10-41) vé-se que d6/dt nunca muda de
sinal, e assim 6 varia monotonicamente com o tempo.

A Equagdo (10-37)" mostra que a parte radial do
movimento se comporta similarmente como em um
problema unidimensional, que estudamos no capitulo 7.
Aqui, no entanto, a particula estd em um campo efetivo
onde a energia potencial ¢ dada pela Equacao (10-38).
Os pontos de retorno ocorrem quando v, = dr/dt = 0,  Figura 10-21. Movimento finito
indicando que r(t) comegca a decrescer, em vez de  ocorrendo numa regido limitada por
crescer, ou vice-versa. Nestes pontos v, = 0, enquanto circunferéncias de raios max € rin.

vy = dO/dt # 0. Os pontos de retorno sdo obtidos da

Equacdo (10-37)" pondo v,= 0, ou seja,

U(r) + 1?/2mr? =E .

(10 — 44)
Se o intervalo de r ocorre entre dois limites Iy, € I'max, © movimento ¢ finito e a trajetoria
ocorre inteiramente numa regido limitada por circunferéncias de raios Iy € Tiypn, COMO
mostrado na Figura 10-21.

A condig¢do para a trajetoria ser fechada pode ser obtida da integral definida

A= 2 Tmax ldr/r?
B f [2m (E — U(r)) — (I/r)2]*/2 (10 — 45)

min

obtida da Equacdo (10-43), quando dois limites de integracdo sao usados. Ela dever ser uma
fragdo racional de 2m, isto é, A0 = 2w o/B, onde o ¢  sdo inteiros. Existem somente duas
classes de campos centrais nos quais os movimentos finitos ocorrem em trajetorias fechadas.
Tais campos tém energia potencial U(r) que variam como 1/r ou como r*. O primeiro inclui o
campo gravitacional newtoniano (atrativo), as interacdes eletrostaticas coulombianas
(atrativa ou repulsiva) e o segundo, o oscilador harmdnico (tipo mola).
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Exemplo 10-8

Considere duas particulas interagindo através de um campo dado por U(r) = — C/r, onde C é uma constante
positiva.

Calcule as possiveis trajetorias de uma das particulas colocando a origem O no CM do sistema.

Solucéo:

Substituindo o valor de U(r) = — C/r na Equag@o (10-43), obtemos

3 dr
0= lf\/(ZuE)rz + (2uCr —1?

Esta integral ¢ de facil calculo (ver digressdo matematica abaixo ou em tabelas de integrais indefinidas).
Por simples manipulagio algébrica, e notando que x — r >0, a =2y, b = puC e ¢ = I*, obtemos

l/r-uC/l
/Tt ] + constante .

v 2HE + (uC/r)?

A constante acima engloba a constante A" (Equacéo (10-43)) e mais n/2 da transformacédo de arc sen ( ) para arc
cos () dando origem a Equacao (10-46).
Por outro lado, vamos tomar a origem de 0 tal que a constante acima seja zero. Definindo agora

p=1%/u e e=.1+QEl?/uc?) , (10 — 47)

chegaremos a equag@o das possiveis trajetorias da particula

. p
"= TTecos 0 (10 - 48)

0 = arc cos [
(10 — 46)

Na geometria analitica esta ¢ a equagdo em coordenadas polares de uma conica com um foco na origem. As
grandezas p e e sdo o parametro da conica e sua excentricidade, respectivamente.

Note que 6 = 0 corresponde ao ponto mais proximo a origem (periélio), conforme pode ser visto pela Equagido
(10-48). Abaixo vamos dar um resumo sobre as conicas.

Elipse

Da equagio para e em (10-47), se E <0 = e < 1. Tem-se entdo uma elipse para a érbita. E o tipo de 6rbita para
todos os planetas do sistema solar (C = — GMm, sendo G a constante gravitacional universal).
Da geometria analitica sabemos que

a=p/(1-e?)=C/2|E| e b=p/J1—e? = I/ 2ulEl
No caso onde e = 0, a elipse torna-se uma circunferéncia.
Hipérbole
ParaE>0 = e>1,e tem-se entdo uma hipérbole, onde a = p/(e* — 1) = C/2E.
Parébola

SeE=0 = e=1,e¢tem-se entdo uma parabola.

As orbitas dos cometas e satélites podem ser elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas. As Orbitas parabolicas e
hiperbolicas resultam de perturbagdes planetarias. Quando um cometa (ou satélite) passa ao lado de um grande
planeta, Jupiter, por exemplo, sua trajetdria é originalmente eliptica, mas pode ser infletida tal que sua orbita pode
tornar-se uma parabola, ou uma hipérbole. Neste caso, o cometa, depois de ter passado em volta do Sol, se afasta
e sai do sistema solar, jamais a ele retornando.

Digressdo matematica
Integral e cdnicas

Integral

J dx 1 ( bx + 2¢ )
——————=—arcsen| ————|,
xVax? +bx+c V-—c |x|Vb? — 4ac

Propriedades trigonométricas Uteis
arc sen x + arc cos x = /2 , Diretriz/~
arc sen (—x) = —arc sen X. i

Conicas

~ . . ~ . Figura 10-22. Coni
Sdo curvas obtidas da intersec¢do de um plano com um cone a diferentes gura 10 Conica
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¥i
B
5 &
AI' L c =
“\r 0 FjA x
\ B a
a) Elipse

Figura 10-23 Tipos de conicas

b) Parabola

= 1+ecos 0

T 1-—ecos @’

¢) Hipérbole
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10-11 Pausa para descontracéao:
Euler

Leonhard Euler nasceu na Basileia, Suica, em 1707 e morreu em Sdo Petesburgo, Russia em 1783. E considerado
um dos maiores matematicos e fisicos da humanidade. Euler foi um dos mais prolificos criadores na sua area,
tendo contribuido com mais de oito centenas de publicacdes em matematica
(desde a elementar a superior), mecanica, eletricidade, dptica e magnetismo.
Era dono de uma prodigiosa memoria, tinha incomum facilidade para
linguas, e mesmo cego (em 1735, perdeu a visdo do olho direito, e em 1766,
a do olho esquerdo), continuou produtivo, passando a ditar seus trabalhos.
Algumas de suas maiores contribui¢des foram na matematica. Ele mostrou
que a base do logaritmo natural é um ntimero irracional e introduziu o
simbolo e para denota-lo. Mostrou também que uma poténcia complexa de
um nimero complexo é, por sua vez, um numero complexo e introduziu o \ & ’

simbolo do numero imaginério, i =+v/—1. No seu livro Introductio in W7 |
analysin infinitorum desenvolveu o conceito de infinitésimos e de fungdes, \Y/ 3

propondo a notagdo f(x), bem como os simbolos de somatorio (¥), logaritimo ‘ aetd- - & &p

(log x), e tantos outros. Euler introduziu também as fungdes beta ¢ a gama ¢ Figura 10-24. Leonhard

z computou para niimeros impares a

funcdo zeta de Riemann. Nenhum outro cientista foi tdo grandemente
responsavel pela forma da matematica superior atual. Foi ele o criador
de uma notagdo mais bem sucedida de todos os tempos. Os trés

Euler.

simbolos e, 7, i, onde Euler teve grande responsabilidade, podem ser
combinados com os dois inteiros mais importantes, 0 e 1, na célebre
igualdade e™+1=0, que contém os cinco nimeros mais
significativos em toda a matematica. Seu livro Mechanica, publicado
em 1737, além de outros artigos, foi a primeira exposi¢do da mecanica
newtoniana numa forma matematica: A esta obra varias outras ideias

Linha de{‘:d"s se sucederam, especialmente, uma solugdo particular do problema dos
trés corpos. Euler se formou no ano de 1726 na Universidade da
Basiléia. Em 1727, conseguiu o segundo lugar numa premiacdo da
Academia de Ciéncias de Paris com um trabalho sobre o melhor

Figura 10-25 Os angulos de Euler.

posicionamento de mastros numa embarcagdo. Em 1730, tornou-se professor da Academia de Ciéncias de Sdo
Petesburgo, da qual trés anos mais tarde, tornou-se um membro permanente. Entre 1759 e 1766, assumiu a
Academia de Berlim, retornando em seguida a Sdo Petesburgo. Durante quase meio século ap6s a sua morte a
Academia de S&o Petesburgo continuou a publica¢do de seus trabalhos inéditos.

Foi Euler quem introduziu em seu livro Mechanica, o conceito rigoroso de momento angular e a lei de sua
conservagdo, fundamentais na fisica. Coube a ele também na criagdo do processo matematico de descri¢ao de
qualquer rotagdo de um corpo rigido, em relagdo a um dado ponto. Segundo ilustrado na Figura 10-25, a
passagem de um sistema de coordenadas xyz, atrelado ao corpo, para qualquer outro sistema x'y’z’, deste corpo,
com origem comum O, pode ser feito através de trés rotagdes anti-horarias sucessivas o,,y, conhecidas como
angulos de Euler. Ainda foi dele, a criagdo das equagdes do movimento de um corpo rigido em relagdo a um
sistema de coordenadas a ele atrelado e com ele girando.

Estas importantes equagdes sdo conhecidas na mecéanica como equagdes de Euler do movimento.

Vale a pena mencionar que juntamente, com Lagrange e Hamilton, ajudou na criagdo da mecanica analitica.

Sdo assim muitas as contribui¢des de Euler a fisica. E por isto que ele é merecidamente considerado um dos
maiores cientistas da historia da ciéncia.

Resumo

Torque

T=FxF (10 — 10)
Momento angular para uma particula

[=rxp (10 — 11)

Momento angular para um sistema de particula
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N
L=Zli- (10 — 17)

L=T +tcy X P, (10-19)
onde i’:ZF; X B! (10 - 20)

Segunda lei de Newton na forma angular

2@ = TS onde 7 é o torque externo resultante para uma particula. (10 — 16)

Para um sistema de particulas

dL
200) = 2 10 — 24
t dt ( )

Conservagdo do momento angular

dr

dt
Nesta situagdo L = constante = fi = ff para um sistema isolado. Esta ¢ uma das leis fundamentais de
conservagao na fisica.

= 0 & T®=p

Questdes conceituais

1) Verdadeiro ou falso:
E possivel dizer que o torque em relagdo a um ponto ¢ equivalente ao torque em relagdo a um eixo? Justifique a
resposta.

2) O vetor posi¢do de uma particula em relagdo a origem O de um referencial é I = % + §, em metro, e sobre ela
5 .
atua uma for¢a F = & — §, em newtons. Qual ¢ o angulo entre ¥ e F ?

3) Um carrossel tem o modulo do seu momento angular, durante um certo intervalo de tempo, dado pela Figura
10-26. Considerando os trés intervalos de tempo (0, t;) , (t;,t2) e (tot3), ordene o0 modulo do torque que atua sobre
o carrossel em ordem decrescente.

A

l

o (R
v

o
P o [ ——
ey

Figura 10-26

4) Mostre a 2% lei de Kepler: “No movimento de um corpo sob a a¢éo de forgas centrais, o vetor posicdo que liga
o corpo ao centro de forgas, descreve areas iguais em tempos iguais”.

5) Mostre que no movimento eliptico da Terra em torno do Sol, este situado num dos focos da elipse, a
velocidade é maxima quando a Terra esta mais proxima do Sol (periélio) e minima quando esta mais afastada do
Sol (afélio).

6) No movimento da Terra em torno do Sol, o qual é tomado como centro de um referencial, a Terra tem um
vetor posigdo I € um momento P. A Terra gira, por sua vez, em torno de seu eixo, com spin S.

Enquanto [=tx p € perpendicular ao plano de orbita (ecliptica), escolha a opgdo correta:

a) S também ¢é normal & ecliptica;
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=143, sendo S normal & ecliptica;

b) O momento angular total do movimento combinado ¢é L S
¢L=1+ §, com S formando um angulo de 23,5° com a

¢) O momento angular total do movimento combinado
diregdo de [.

7) Considere o movimento de uma particula em um campo de forgcas numa regido plana homogénea e situada no
plano xy.

Assinale a opgo correta para as componentes do momento, p, € do momento angular, [, que sdo conservadas:

a)px’py’ Iz:
b)p,, k., ly;
€) Px> Py Pz -

8) Como na questdo anterior, considere agora um campo de forga atuando ao longo de uma linha ligando dois
pontos do eixo dos z. Assinale a opcdo correta:

a)ps, s
b)pxapyalz;
c)l,.

9) Como na questdo anterior, mas considere um campo de forgas de um semi-plano infinito homogéneo, onde sua
borda ¢é o eixo dos y. Assinale a op¢do correta:

a) py;
b) py;
ol, .

10) Reveja a segcdo 6-10 e de cada assunto na coluna a esquerda, escolha na coluna a direita, a op¢do mais
adequada:

i) [luminismo. i") Estabelecido rigorosamente por Euler.

i1) Conceito de momento. ii") Durante a Revolug¢@o industrial.

ii1) Conceito de momento angular. iii") Surgiu na Franca, durante a revolugao industrial.
iv) Revolugao industrial. iv") Introduzido por Descartes.

v) Criado os conceitos de trabalho e energia. v’) Inicio na Inglaterra.

Problemas

* o kwk O nimero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Em um dado instante uma forca F=x+ ¥, em newtons, atua em um objeto de 0,25 kg que possui vetor
posi¢do ¥ = 2,0 & — Z, em metros, e velocidade V. = —2,0 & + 3,0 Z, m/s. Em torno da origem calcule:

a) Qual o momento angular do objeto?

b) Qual o torque que atua sobre ele?

2)* Num certo instante t qualquer, o vetor posi¢cdo de um objeto, de massa de 1,0 kg , em relagdo a origem, €
dado por ¥ (t) = 2,0t? ® — (2t + t?) §, em metro. Em relagdo a origem:

a) Qual o torque atuando sobre o objeto?

b) Qual o momento angular do objeto?

3)* Uma for¢a F = & — 29 — 2, em newtons, atua sobre um corpo com vetor posigdo I = 28 — §, em metros, em
relagdo a origem.

a) Qual o torque em relagdo a origem?

b) Mesma questao, mas em relagdo ao ponto O' (1., -2., 0) em metro.

4)* a) Qual o moédulo do momento angular da Terra devido a sua revolugdo em torno do Sol, sendo a massa da
Terra My = 5,98 x 10** kg e sua distancia média do Sol Ry =150 x 10° m?

b) Que fragdo deste valor se compara com o do planeta Jupiter? Tome a massa de Jupiter My = 318 My, sua
distancia média do Sol R; = 778 x 10° m e seu periodo de revolugdo 11,9 anos.

5)* Um avido de 2000 kg estd voando na dire¢do Sul em linha reta a 500 km/h, a uma altitude de 1000 m. Qual
seu momento angular em relagdo ao aeroporto do Recife diretamente abaixo de sua trajetoria?

6)* Uma pessoa de 70 kg esta sobre o equador o qual passa sobre a cidade de Macapd. Qual ¢ o modulo do seu
momento angular em torno do centro da Terra devido a rotagdo da Terra? Considere a Terra como uma esfera d
raio R =6,37 x 10°m.

7)* Estrelas de néutrons sdo corpos celestes com altissimas densidades. Suponha que uma dessas estrelas de raio
de 30 km tenha uma aceleragdo centripeta da ordem de 1,2 x 10° m/s. Qual deve ser o seu periodo?
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8)* Considere o movimento de uma particula em um campo de forca tal que U = C(x* + y?).,V z, C é uma
constante dimensional, atuando dentro de um cilindro homogéneo infinito. Tome o eixo do cilindro como o eixo
dos z. Quais sdo as componentes do momento ¢ do momento angular que sdo conservadas? Justifique sua
resposta.

9)** Ache a razéo dos tempos gastos por duas particulas de massa m ¢ m’, respectivamente, para percorrerem
uma mesma trajetoria, sujeitas neste percurso, a uma mesma energia potencial.

10)** Um bloco de massa m desliza em uma circunferéncia de raio r sobre uma mesa em atrito, enquanto
permanece ligado a um cilindro de massa M pendurado por um fio inextensivel e massa desprezivel que passa por
um furo no centro da mesa, conforme a figura abaixo.

Que momento angular do disco mantém o cilindro em repouso?

Figura 10-27 Referente ao problema 10. Figura 10-28 Referente ao problema 11.

11)** O fio da Figura 10-28 com comprimento S, possui uma bolinha de massa m presa em uma de suas
extremidades e esta fixo na outra extremidade. Um pino esta fixado no ponto P, a uma distancia d do ponto fixo.
Quando a bolinha, inicialmente em repouso, ¢ solta com o fio na posi¢ao horizontal, conforme mostrado, ela ira
oscilar ao longo do arco tracejado.

a) Qual seu momento angular lem relagdo a O quando cla alcanga o ponto mais baixo?

b) Se a bolinha fizer uma volta (completa) em torno do pino P, qual o menor valor para a distancia d? (Sugestao:
a bolinha deve ainda estar se movendo no ponto mais alto de sua oscilagao).

¢) Qual o momento angular da bolinha em relagdo ao pino, quando ela estiver no ponto mais alto da
circunferéncia menor?

12)* Considere uma energia potencial U(r) = — C/r, onde C > 0 ¢ constante, atuando entre uma particula de massa
m ¢ outra de massa M >> m. A particula M pode ser tratada como centro das forgas fixo em O. Esboce o grafico
de Ugg (7).

13)* A excentricidade da orbita da Terra ¢ e = 0,0167. Qual a razdo entre as velocidades maxima e minima em
sua oOrbita em torno do Sol?

14)* a) Mostre que o menor valor da energia para uma particula sujeita a um campo central U(r) = — C/r, ¢ dado
por —u C% 2P, onde p é a massa da particula.
b) Mostre que a orbita da particula é uma circunferéncia.

15)* No sistema solar cada planeta esta sujeito a um campo de forga central dado pela equagdo U (r) = — GM m/r,
onde G ¢ a constante gravitacional universal, M a massa do Sol e m << M, a massa do planeta.

a) Calcule a expressdo para o periodo T da drbita deste planeta. b) Obtenha a 3" lei de Kepler sob a forma

T?/a’ = 4n’/ GM.

16)** Mercurio ¢ o planeta mais proximo ao Sol e também o mais proximo a Terra que possui uma oOrbita eliptica
acentuada. O seu periélio e afélio sdo, respectivamente, de 4,59 x 10’km e 6,97 x 10’ km, ¢ a massa do Sol é
1,99 x 10**kg. Calcule o periodo de sua orbita.

17)** Uma particula de massa m estd em um campo central U = % kr2, com energia total E. Como para qualquer
campo central, a trajetoria esta situada num plano, tome este campo no plano xy.

a) Quais os valores das forcas nas dire¢des X,y € z?

b) Num mesmo gréfico, esboce as curvas para U(r), I/2mr® e Uy (r). Verifique que o movimento da particula
ocorre para todas as energias fisicamente possiveis mas limitadas a regido de for¢a ndo passando através do seu
centro.
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18)** Uma particula de massa m do repouso de uma distdncia M >> m, atraidas por um campo de forga central,
representado pro U (r) = — C/r, onde C>0 ¢ constante. Se a particula m segue uma trajetoria parabdlica, mostre
que seu periélio € dado por rp = ryin = p/2.

19)** Admitindo o momento angular | conservado, mostre que para campos do tipo U(r) = C/r , onde C é uma
constante, a grandeza vetorial G = ¥ X [ + C #/r & invariante com o tempo.

20)*** No espago exterior imagine existir um certo sistema “solar” formado por uma estrela de massa M e um
planeta de massa m << M, movendo-se em Orbita circular, em torno de M, a uma distancia muito grande dele.
Uma explosao nuclear na estrela faz com que metade de sua massa seja expelida, sem, no entanto, danificar o
planeta nem afetar a distancia dele a massa M. Qual a sua nova orbita, logo apds a explosdo?



CAPITULO 11
DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS

No capitulo anterior foi definido o que se entende por um corpo rigido. Tal corpo estando
sob o efeito de um movimento, o mais geral possivel, onde nenhum dos seus pontos do corpo
¢ admitido estar fixo, obedece ao teorema de Chasles. Ou seja, este movimento geral se
compde de uma translacdo e uma rotagdo em torno de algum ponto conveniente. Novos
conceitos foram ent@o introduzidos, como o de torque € momento angular, resultando na lei
de conservagdo do momento angular, fundamental na mecénica. Neste capitulo, vamos
aprofundar ainda mais nosso estudo introduzindo o conceito de rolamento. Neste conceito
um corpo rigido se move, como resultado de um movimento combinado de translacdo e
rotagdo, mas sem deslizamento.

Na sociedade moderna, ou até mesmo na natureza, a rotagdo estd presente em praticamente
tudo o que ocorre. Dai a importancia destes ultimos capitulos.

11-1 Velocidade angular revisitada

No que se segue, vamos imaginar um corpo rigido como formado por um conjunto discreto
de particulas. Em algumas situagdes, podemos tratd-lo como continuo, com sua estrutura
interna levada em consideragdo. A passagem de situa¢des que envolvem somatorios sobre
distribui¢des discretas de particulas para distribuigdes continuas ¢ efetuada na forma usual,
adotada anteriormente em muitas situagdes. Ou seja, simplesmente isto ¢ feito substituindo a
massa de cada particula por p d’r, onde p é a densidade de massa, ¢ o somatorio pela
integracao sobre todo o volume do corpo.

A descri¢do do movimento de um corpo rigido pode ser feita com a auxilio de um sistema
inercial fixo xyz, e de mais um outro sistema mével xy’z’, atrelado ao corpo. A origem do
sistema moével, conforme veremos neste capitulo, pode ser convenientemente tomada a
coincidir com o CM do corpo. A exata

posicdo do corpo com respeito ao sistema z! P

fixo ¢é primeiramente determinada pelo

conhecimento do vetor 00, (ou ¢y, se O
de xy'z" coincidir com o CM do corpo) e
segundo pelo conhecimento da orientagdo y
dos eixos de x'y'z" com respeito ao sistema
fixo xyz. Esta segunda parte ¢ feita por trés
angulos independentes, (a,B,y), conhecidos
por angulos de Euler. Ao todo, o corpo
rigido € um sistema mecdnico com seis
graus de liberdade. O estudo completo do % X

problema estd acima do nivel deste curso.

No entanto, vamos nos deter em casos mais Figura 11-1. Corpo rigido estudado de
simples de seu movimento. dois referenciais, xyz e X'y'z’

Nesta secdo, estamos interessados em

calcular as velocidades angulares do corpo rigido quando observado de seus diferentes
pontos.

Para este proposito, consideremos um deslocamento infinitesimal arbitrario do corpo. Pelo
teorema de Chasles, tal deslocamento, pode ser representado pela soma de duas partes. A
primeira delas é uma translagdo infinitesimal do corpo através do seu CM, onde a orientagdo

r_r_r 1

dos eixos xy'z” é inalterada. A outra é uma rotacdo infinitesimal em torno do seu CM.

—1
Q

0 Iem y
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Seja P um ponto qualquer do corpo rigido com vetores posi¢des, I', em relagdo a xyz, e ' em
relagdo a x'y'z’. Um deslocamento dr de P consiste de uma translagdo drcy, seguido de uma
rotagdo infinitesimal d@ X T em torno do CM. Logo, combinando os dois movimentos,

dF = dFCM + da X F,.

Dividindo a equagio acima por dt, teremos para cada termo, d/dt = ¥, d00"/dt = dEcy/dt =
= Vceum € dg/dt = @', e finalmente,

V=V + & XT (11— 1)

O vetor @' é chamado de velocidade angular do corpo e sua dire¢do é ao longo do eixo de
rotagdo. Note que na obtencdo da Equacdo (11-1), em nenhum momento foi utilizado o fato
de que O" deveria ser o CM do corpo rigido. Considere agora outro sistema movel de
coordenadas x"'y"'z"’, com origem 0" # O’. Representemos por '’ o vetor posi¢do de P em

relagdo a 0. Assim sendo, temos a relagdo
P'=00"+ "
Substituindo este valor na Equagdo (11-1), obtemos
7 = VCM + E)), X (OIO” + F”) = (VCM + (._0)’ X 0,0”) + E)), X F” (11 _ 2)

E 6bvio que P quando observado de 0" deve obedecer a uma relagio equivalente 4 Equagio
(11-1), ou seja

22 L (o) ar i,

que comparada com a Equacdo (11-2), deve fornecer as relagdes

%(W’) =Vew + @' x 007,

(11-3)

. ) (11-4)

e o' =ow.

Esta ultima relagao € muito importante, pois revela que a velocidade angular do corpo em
qualquer instante, medida de um sistema de coordenadas atrelado ao corpo, é independente
da sua escolha.

Conclusédo: Todos os sistemas de coordenadas fixos em um corpo rigido giram com as
mesmas velocidades angulares, iguais em maddulo e paralelas em diregéo.

11-2 Dinamica do movimento de um corpo rigido

Calculo da energia cinética

Vamos calcular a energia cinética de um corpo rigido admitindo ele formado por um sistema
discreto de particulas. Nestas circuntancias,

1 0y
K=ZE Am; v{,
i

onde a soma ¢ sobre todas as particulas no corpo. Usando a Equagdo (11-1) para V;, obtemos

1 1
KZZE Ay (Fow + B X )2 = 5 T ZAmi+ZAmiVCM-(U)’{ X )+
i i i
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1
+ ?Z Am,; (@ X )2, (11-5)
i

As velocidades Viy e @; sdo as mesmas para cada ponto do corpo. Por outro lado,
YiAm; = m ¢ a massa do corpo.

O primeiro terno da Equagdo (11-5) torna-se igual a %m VZy, que ¢ a energia cinética do
movimento de translacdo da massa total m do corpo como se ela estivesse toda concentrada
em seu CM.

O segundo termo pode ser um pouco mais trabalhado e reescrito como (reveja a digressao
matematica 10-1).

D am; Tow - @ XF) = ) Amy - (ou XB) = Fom X ) (Z Am, F;) .
i i i

Como a origem do sistema foi tomada no CM do corpo, este termo € zero, pois

ZAmiFi’:O.

O resultado € que

K=—mVCM+ E:Am1 (@ x B)?.
(11-16)
Para o segundo termo, Vamos usar a identidade vetorial

(@xb) =a’?—(i-b)"
Sua prova ¢ simples. Com efeito,
(c'ixg)z = (@ xDb)-(dxb) = (absen 6 7) - (absen 6 f) = a?b? sen? 6.
Por outro lado,
—(a- B)Z = a’b? — a?b? cos? B = a’b? sen? 0,

o que demonstra a veracidade da identidade acima. Consequentemente,

1 1
K=omiy +5 zAmi [w?2 2 — (@ -i)7] .
i

(11—7)

O segundo termo da Equagdo (11-7) representa a energia cinética de rotagcdo na sua forma
mais geral possivel. Esta energia tem velocidade angular o’ em torno de um eixo passando
pelo CM. A separagdo de K em duas partes s6 foi possivel porque a origem do sistema de
coordenadas fixo no corpo coincide com seu CM. Estudos mais aprofundados de aplicagoes
deste resultado estdo acima do nivel deste curso.

Rotac&o em torno de um eixo fixo

Em grande parte das aplicacdes podemos simplificar a Equacdo (11-7) considerando a
rotagdo em torno de um eixo fixo. A Figura 11-2 ilustra bem uma possivel situagdo deste
tipo. Nestas circunstancias, o sistema de coordenadas movel, que normalmente é escolhido a
passar pelo CM do corpo pode vir agora a coincidir com o seu sistema de coordenadas fixo
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Xyz. Assim, o termo entre paréntesis na Equag¢do (11-7) tornar-se-a simples, ja que @' = wZ,

e além do mais,

o? i = (@' 1)? = 0 (x{+yf +27) -0’ 2 = 0¥ +y]) =w’r],

sendo r; agora escrito numa nova paginacdo da

2

z' =z notacdo, que representa a distdncia do ponto P ao eixo
o de rotagdo (antes a notagdo Fi' representava o vetor
. posicdo de P em relacdo ao xyz), conforme visto na
Figura 11-2.
- Se o corpo for considerado como continuo, o somatorio
i & P na Equacdo (11-7) modificada tornar-se-a uma integral
P sobre o volume do corpo, e teremos
z|6 [
I",'
0= =CM/ y = K=1m72 + - w? frzdm =1m72 +11w
= = = 5 ¥ = 2 CM 2 2 CM 2 Z
R
X =%
onde
Figura 11-2. Rotacdo de um corpo
rigido em torno do eixo dos z. I, = f r’dm = f r? pd3r,
2 2 (11-8)

definido como o momento de inércia do corpo rigido em relagdo ao eixo dos z, tomado
aqui como o eixo de rotacdo. Ele é calculado multiplicando cada elemento de massa dm do
corpo, por r?, onde r ¢ a distancia de dm ao eixo de rotagdo, integrando sobre todo o corpo
rigido ®,

E claro que tanto o eixo dos x, como o dos y, poderiam ter sido igualmente escolhidos, e ai,
entdo, teriamos diferentes momentos de inércia calculados para cada um destes eixos e eles
seriam representados por I e 1.

Como veremos, o momento de inércia tem um papel z
fundamental no estudo da rotacdo de um corpo rigido, como
tem a massa no restante da mecanica.

A
w

Paradinha 11-1

Escreva as expressoes I, e I, caso o eixo dos X, ou dos y, fossem tomados
igualmente como eixos de rotagdo do corpo rigido.

Célculo do momento angular

No uso da lei fundamental da dinamica das rotagdes, expressa 0 y
pela Equagdo (10-24), é importante o conhecimento da <

componente do momento angular ao longo do eixo de rotacao.

Conforme vimos acima, L, passa a ser esta componente. )

Pela Figura 11-3, o moédulo do momento angular, "'9ura 11-3. Elemento de

massa Am; de um corpo rigido
(ndo desenhado aqui para nédo
sobrecarregar a figura) com
velocidade angular @ mostrado
no instante em que# é
paralelo ao eixo x. Note que

correspondente a particula de massa Am;, tomado em relagdo
ao ponto O, ¢ dado por

l; = r{p; sen 90° = r'; (Am; v;),

I; L# e [; forma um dngulo 6
com #.
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onde p; e v; s30 o momento linear ¢ a velocidade linear de Am; respectivamente, sendo 90° o
angulo entre { e p; . A componente ao longo dos eixos dos z ¢ dada por

li, = lisen 0 = (r sen 0) (Am; v;) = r';(Am; v;).

Para as varias particulas que compdem o corpo, o momento angular resultante sera

LZ :Zliz :ZAmiVi Iy =2Amivi r.
i i i

Como v; = orj, entdo

L, = <Z Am; rlz) .
i

Para uma distribuicdo continua, o somatorio se transforma numa integral definida sobre o
volume do corpo e teremos

L, = jrzdm w=Iw ' (11-9)
R

A Equacao (10-24) se escreve

dL, d -
= (Iw) =, (11 - 10)
onde Tge) ¢ a componente ao longo do eixo dos z da resultante dos torques externos tomados

em relacdo ao ponto fixo O do eixo. Como I, e w ndo dependem da escolha do ponto O, o

e
mesmo dever ocorrer para Tg )

Paradinha 11-2

Mostre explicitamente que ao mudarmos a origem O para outro ponto qualquer do eixo, esta mudanga nao afetara
a componente z do torque resultante.

Segunda lei de Newton para rotacdes

A Equacao (11-10) pode ser reescrita como

@

= La, (11 -11)

onde o = w = § € a aceleracdo angular. Ela, como ®, é uma grandeza vetorial, neste caso,
dirigida ao longo do eixo z de rotagdo. Na obtengdo da equacdo acima, note que I, ndo
depende do tempo t.

A Equacgdo (11-11) € a analoga a 2% lei de Newton F = ma para o movimento unidimensional.
Assim, nas rotagdes, 0 momento de inércia desempenha um papel analogo ao da massa.

Trabalho

Consideremos o trabalho realizado por forgas aplicadas a um sistema discreto de particulas,
numa rotacdo de um angulo A,

Aw=Zﬁi -AF{:Zﬁi-(AaxF;)=Z(F; x ) AG =7+ A,
i i i

1
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onde T € o torque resultante sobre o sistema. No caso de um eixo fixo de rotagio ao longo do

eixo dos z,

T=7® e AG=ApZ,
0 que nos possibilita a calcular o trabalho total, numa rotagéo finita de ¢; a ¢ dada por

Wo, - ¢f = f
@i

or
. do

Usando a Equagao (11-11), podemos escrever que

d
Tge)d(p = tge)(p dt=1,¢ pdt=

o que resulta, finalmente

1
W‘Pi"‘Pf:E

2

1
I, (pz)dtz dK,

2 1 2
IZ(Df ——IZ(,Oi = Kf— K1=AK

(11 -12)

O trabalho realizado ¢ igual a varia¢do da energia cinética de rotacdo. Algo similar ocorre no
movimento unidimensional, visto na se¢ao 6-8.
A tabela 11-1 resume as equacdes que se aplicam a rotagdo de um corpo rigido em torno de
um eixo fixo e as equagdes correspondentes para o movimento de translagao.

Tabela 11-1

Correspondéncias entre movimentos de translacéo e rotacio

Translacional Rotacional

Forca F Torque (=t xF)

Momento linear P Momento angular L(=txP)

Segunda lei de Newton F_ — ﬁ Segunda lei de Newton A %
res dt res dt

Lei de conservacao P = uma constante Lei de conservagao L = uma constante

Posicao X Posi¢do angular C]

Velocidade v =dx/dt Velocidade angular w =de/dt

Aceleracao a =dv/dt Aceleracdo angular a = dw/dt

Massa m Momento de inércia [

Segunda lei de Newton F..s = ma Segunda lei de Newton Tres = Lot

Trabalho W= fF dx Trabalho W= ft dé

C

Energia cinética K= Emvz Energia cinética K==1w2

Poténcia (forga P=Fv Poténcia (torque constante) P=1tw

constante)

Teorema trabalho- W = AK Teorema trabalho-energia W = AK

energia cinética

cinética

Conservacdo de momento angular

Para um corpo rigido girando em torno de um eixo fixo, com auséncia de torque externo,
temos pela Equacdo (10-27), que

19 =0 = L,= I,ow=constante. ‘

(11 -13)

Alguns exemplos abaixo ilustram esta lei de conservagao, (reveja a se¢do 10-7).
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i) Estudante em uma cadeira girante

Imagine um estudante sentado em uma cadeira girante, segurando em cada mao, halteres

idénticos. Inicialmente, ele gira com velocidade angular moderada. O momento angular L
esta dirigido ao longo do eixo de rotagdo vertical (eixo do z) no sentido apontando para cima.
Vamos desprezar atrito de rolamento na cadeira. A Figura 11-4 indica duas configuracdes de
rotagdo. Na situagdo (a), a velocidade angular ¢ moderada. Ja na situagdo (b), o estudante
encolhe os bragos, diminuindo I, Como ndo ha torque externo, L., é conservado e assim sua
velocidade angular é aumentada, para compensar a redugdo do momento de inércia.

Situagdo similar ocorre com um bailarino girando no gelo, admitindo desprezivel o atrito do
patim com o gelo. Na direcdo z ndo ha torque. Assim L, = [; w; = If w¢, onde I¢ diminui,
por exemplo, e w¢ aumenta para manter L, conservado.

(a) (b)

Figura 11-4. Na situacdo (a), o estudante gira com velocidade angular moderada. Na situacdo (b), o
estudante diminui I, aumentando w; para conservar L,

ii) Salto em piscina

O momento angular do saltador ¢ constante, pois 0 nesmo -~
esta isolado, e ¢é perpendicular a figura nas diversas . N
posicdes. Nestas posicdes, ora [ aumenta e ® diminui, ou i ( ! N
vice-versa, de modo a manter L = Io = constante. A

trajetoria do CM do saltador descreve uma parabola, como /

vimos no capitulo 3. 1 \\ %

L
iii) Pulsar ® &

Fontes de ondas de radio estelar sdo emissoras de impulsos \

de duragdo média de 35 milésimos de segundo e que se i (\
repetem em intervalos extremamente regulares da ordem de W

1,4 s, aproximadamente. Tal emissdao deve ser produzida P\
por uma estrela de néutrons, formada de matéria k'
extremamente densa de néutrons. No seu colapso, devido a Figura 11-5. Salto em piscina
alta pressdo gravitacional no seu interior, ela atinge um raio

de uns poucos quilometros e comeca a girar emitindo um

feixe de ondas de radio a semelhanga de clardes emitidos por um farol. Como ¢ um sistema
isolado, seu momento angular ndo varia. Com a diminui¢cdo do momento de inércia, I, sua
velocidade angular, w, aumenta extremamente, atingindo valores acima de 500 revolugdes
por segundo. Para efeito de comparagdo, o Sol, gira com uma velocidade angular de uma
revolugdo por més!
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11-3 Calculo de momentos de inércia

Uma grandeza de grande importancia na discuss@o do movimento de um corpo rigido é&,
como vimos, o seu momento de inércia. Um resumo deste conceito pode agora ser feito.
Comecemos com o momento de inércia de uma particula de massa m em relagdo a um dado
eixo, que ¢ definido como.

I = mr? (11 -14)

onde r ¢ a distdncia da massa ao eixo.
O momento de inércia para um sistema discreto de particulas com massas m;, i = 1,...,N em
relacdo a um certo eixo, ¢ definido como

N
I:Zmiriz : (11 —15)
i=1

1

onde cada r; ¢ a respectiva distancia de m; ao eixo.
Para uma distribuicdo continua de massa, o momento de inércia ¢ definido como uma
integral

— | 2
I—fr dm ) (11 - 16)
R

onde r ¢ distancia do elemento de massa dm ao eixo, € ® representa o corpo rigido, onde
seus limites geométricos devem ser usados na integragao.
Dimensionalmente, o0 momento de inércia ¢ ML?, ou seja, a massa do corpo vezes o
quadrado de um comprimento. Esse comprimento k chama-se, por conveniéncia, raio de
giro de um corpo em relagdo ao eixo considerado. Assim,

I = mk? (11 -17)

A seguir vamos ilustrar com o calculo do momento de inércia para varios corpos
homogéneos mais simples e de grande importancia nas aplicagdes.

i) Barra delgada em torno do seu CM
i Vamos supor Oz o eixo de rotagdo da

7 | barra, onde O = CM. Admitindo
E constante a densidade linear de massa,
| temos,
; dm
[ 7 T Jessmssarsosmsens dm m
i A = — = — = constante,
0! X dx
Figura 11-6. Calculo de momento de inércia
de uma barra delgada
sendo m a massa da barra de comprimento |.
Assim
+/, 2 x3 |t / 1
1=f xzdm=xf x*dx == |, =—=ml? (11— 18)
_l/2 _l/2 3 - /2 12
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Para ndo sobrecarregar a notagdo, omitimos o indice z do I.
ii) cilindro anular em torno do eixo central

Uma secdo de um cilindro anular de altura h, normal ao eixo dos z é visto na Figura 11-7.
Vamos subdividir esta secdo reta em anéis concéntricos cada um de espessura infinitesimal
hachurada. O volume deste elemento ¢ dado por (area) x (espessura) = (2w r dr) (h), e o
elemento de massa, dm = (2n r dr h) (p), onde p ¢ a densidade
volumétrica constante. O momento de inércia em torno do eixo
dos z € entdo,

R, 1
I=pf 21tr3hdr=§ mhp (R} —R}).
Ry

Como

R3 —R? = (R3 —Ri) (R§+RY),

m Figura 11-7. Secdo normal ao

e p=————o , entio obtemos eixo dos z de um cilindro anular
m(RZ —R%) h de raios interno R, e externo R,
= 1 m (R? + R%)
) 1 2) (11-19)

Se Ry = 0, temos o caso de um cilindro macico:

l=2 mR2 | - (11 - 20)

Se R; = R, = R temos o caso de um aro:

[ = mR?

(11 —21)

Observe que nas dedugdes acima, os resultados independem de h. E facil entender dai que o
momento de inércia de um disco circular em torno de um eixo passando perpendicularmente
pelo seu centro é também dado pela Equagao (11-20)

iii) Esfera maciga em torno de um didametro qualquer

Consideremos a esfera macica de massa m e raio R,
da Figura 11-8, onde seu momento de inércia sera
calculado em torno do eixo Oz.

Dividamos a esfera em discos perpendiculares a
Oz, cada um de espessura dz e raio r. O momento
de inércia de cada disco em torno de Oz é dado pela
Equagdo (11-20)

12
) . dl = =r° dm.
Figura 11-8. Vista de metade de uma esfera 2

macica tendo Oz como eixo para o calculo . ) . . .
do seu momento de inércia. Além disso, a densidade volumétrica da esfera ¢

dada por
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m dm tant
= ——— = —— = constante
P= 2R ~ mr2dz
3
Assim sendo, o momento de inércia da figura sera
R R
1 g1
[= | =r?pmrédz=—- fr‘*dz,
f 2" P 2P
-R -R

onde r? = R? — 72,

Usando a expressdo de r? na equagio acima, obtemos

_mpR® 16

I X —
2 15

m
Como p = W ,obtemos finalmente

= ZmR? :
—ghm (11 - 22)

iv) Esfera oca

Este caso exige mais atengdo na matematica.

Inicialmente, vamos dividir a superficie da esfera oca em tiras de larguras infinitesimais,
como uma mostrada na Figura 11-9 (a). Cada tira tem massa dm. De acordo com a digressdo
matematica de se¢éo 10-12, o elemento de area dS mostrado naquela figura, ¢ uma grandeza
vetorial ¢ é normal a superficie da esfera no ponto P. A densidade superficial é entdo
definida como

_dm_ m
~dS ~ 4mR2

o

O calculo matematico do momento de inércia fica mais simples se em vez de considerarmos
tiras infinitesimais, considerarmos aros infinitesimais, como mostrado na Figura 11-9 (b).
Isto resultaria em integrais simples, em vez de duplas. Como efeito, nesta situagdo a relacdo

entre os modulos de dS e dS’ ¢é dado pela expressao
dS =dS'/sen 9,

ds .

dz

(a) (b)
Fiaura 11-9 Esfera oca tratada em (a) tiras infinitesimais e em (b) como aros infinitesimais
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jé que dS' ¢ também a projecao de ds ao longo de T e assim normal a superficie do aro
infinitesimal. Note que dS’ = 21 r dz.
Cada aro tem momento de inércia dado pela Equacdo (11-21), ou seja,

dl =r? dm.

Dai, também, se pode escrever

dl =r%0dS = or? dS’/sen 0

2Tr
dz

R
I=of r?
-R

sen 0

Para z =+ R corresponde a § = 0 e para z=— R corresponde a6 =m. Como z=Rcos0 ¢

r = R sen 0, teremos

0 R3sen®0 ™
1= —21T6f ———— Rsen0d6 = 21‘[R40'f sen3 0 d6
x senb 0
Note que
[sen® 8d6 = —cos 0 + gcos 30 + constante,

e usando o valor 6 = m/4nR?, chegamos finalmente a

2
—mR?

[ =
3

(11 —23)

A Tabela 11-2 fornece um resumo dos momentos de inércia de figuras geométricas mais

utilizadas nas aplicagdes.

Tabela 10-2 Alguns casos de momentos inércia

Eixo £ Eixo
//
/'\
Aro em tomo C(lcl:l?i;oela)n:ﬁr /1 \/ I™ Cilindro macigo
do eixo central Pt R (ou disco) em
I 1 &+ R cented . tomo do eixo
=-m(R;+ RS )
. > m(Ry 3 (o = mR central
) Eixo
Eixo Eixo Esferamacica em
tomo de um
didmetro qualquer
Cllmdro macico Haste fina em
l (ou disco) em tormo de um
R torno de um didmetro central
S | didmetro central 1 perpendicular ao 5
I=-mR*+—mi* I=—m seu comprimento I==-mR?
4 12 12 P! = 5 m
Eixo Placa retangular
- ’ Eixo em torno de um
Eix Aro em ; 2
Esfe;a oca i relacio a um eixo perpendicular
em relagio a diameto central
um didmetro
qualquer ‘\ /,\
1 _,_, 1 5 \‘/{/
I=§mR- I=EmR~ ——(a +5b3)

Paradinha 11-3

Das figuras geométricas na Tabela 10-2, calcule seus respectivos raios de giro.
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11-4 Teoremas importantes para o calculo do momento de inércia

Dois teoremas a seguir sdo de grande importancia para o calculo de momentos de inércia
i) Teorema dos eixos paralelos

Seja | o momento de inércia de um sistema em relacao a
um eixo qualquer e seja Icv 0 seu momento de inércia em
relacdo a um eixo passando através do CM do sistema e
paralelo aquele eixo qualquer. Se h for a disténcia entre os
eixos e m for a massa total do sistema, entdo temos

[ =Icy +mh?.

Prova

O momento de inércia I em relagcdo ao eixo qualquer que
passa por O" (a, b, ¢) e é paralelo a Oz, sendo O o CM do Figura 11-10
sistema, ¢ dado por

I= Zmi |Fl —le,
i
OndeFi :Xi§+Yi§,+Ziii
e h=ag+ by + cZ. Mais explicitamente, teremos

':zmi [(xi —a)® + (yi —b)* + (z1 — 0)?] =
=Zmi(XiZ+Yi2+Zi2)_

—2a E m; x; — 2b E m;y; — 2¢ E m; z; + (a? + b? + c?) E m; .
D
i i i h2 i
m

O primeiro termo ¢ Igy. Os termos negativos sdo todos nulos de acordo com a Equagao
(8-22). Consequentemente,

Este teorema é também conhecido como teorema de Steiner.

ii) Teorema dos eixos perpendiculares

Considere uma distribui¢cdo de massa localizada no plano xy de um sistema de
coordenadas xyz.

Sejam Iy, 1, 1,05 seus momentos de inércia em relacéo aos eixos X, y e z respectivamente.
Entdo, é verdadeira a relacao

L=+ 1y
Prova
Seja r; o vetor posicao da particula de massa m; no plano xy

Ii =X X+VVy.
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O momento de inércia de m; em relacdo ao eixo z é m;|F;|?.

O momento de inércia em relagdo ao eixo z, considerando todas as particulas, ¢ dado por

L= m P =) mi(F+y?) = Y md 4 Y myF =+, CQD,
i i i i

O resultado se estende facilmente a sistemas continuos. Em resumo,

L=L+1, |. (11 — 25)

Exemplo 11-1

Calcular o momento de inércia de uma barra de massa homogénea delgada de comprimento | € de massa m em
torno de uma extremidade.

Solugéo:
Vamos utilizar o teorema dos eixos paralelos. Sabemos que Icy = % ml?, logo, em relagdo a uma extremidade
ol s (l)z_ 1 24 2 1 2

= lcm m 2 = 12 m m 2 = 3 mi=.

Note que I > Iy, 0 que indica que é mais dificil fazer uma barra girar em torno de uma extremidade do que em
torno de seu centro.

Exemplo 11-2

L

Calcule a) o momento de inércia, e b) o raio de giro, de uma placa
—»f l—dx retangular homogénea de massa m e lados a e b, em torno de um
7, lado. ¢) Qual seu momento de inércia em torno de um eixo passando
por O e normal a placa?
Solucgéo:
a) A densidade superficial de massa da placa ¢ dada por

m

Ole—o —»]

A

Q

¥
A

m dm

@b bdx
em torno do eixo y ¢ expresso por dly = (o b dx )x%.

c = constante, e o momento de inércia infinitesimal

Figura 11-11 Placa homogénea
Consequentemente,

a 1
I =J0bx2dx=—0ba3.
o 3

Usando a definigdo de o acima, temos

1 1
b)k2=1y/m=§ a? = k=§a\/§.

¢) Podemos usar o teorema dos eixos perpendiculares:

I, =k+],
onde Iy, € dado pelo item a).

O célculo de I, € similar ao de Iy, s6 que o €ixo € o dos x. E facil ver que

1
I, = = mb?
X 3m )

€ consequentemente,

1
I, = 3m (a? + b?).
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Exemplo 11-3

Calcular o momento de inércia de uma placa homogénea de massa m e lados a ¢ b em torno de um eixo normal a
ela e passando por seu CM.

Solucéo:

Vamos utilizar o teorema dos eixos paralelos, pois conhecemos I, em torno de O e o Iy € obtido da expressio

IZ=ICM+mh2,

onde h ¢ a distancia entre O e o0 CM da placa.
Assim

v+ Q) -

€ consequentemente,

1 1 1
ICM=IZ—mh2=§m(a2+b2)—Z(a2+b2)=ﬁm(a2+b2).

Exemplo 11-4 Magquina de Atwood

Uma polia de massa m e raio r pode girar em torno de seu centro ¢ através dela
passa, sem atrito, um fio inextensivel e de massa desprezivel que sustenta na
vertical, dois blocos de massas m; e m, > m;. Admitindo que o fio ndo
escorrega na polia, calcule: a) A aceleragdo angular da polia. b) A razdo das
tensdes T, /T, no fio nos respectivos pontos que sustentam os blocos.

Solucéo:
a) De acordo com a Figura 11-12, as equagdes do movimento dos dois blocos
sdo

T, -mg=ma, (11 - 26)

myg—T, =m,a, (11 -27) K

ja que my > m,, sendo a a aceleragdo linear dos blocos.
Para a polia ¢ vélida a relagdo s

aL  d Figura 11-12 Polia
@=—"=—(Uw=Ia, sustentando dois blocos na
dt dt . h ,
vertical. Este sistema é
chamado de maquina de
sendo o a aceleragdio angular da polia, I o momento de inércia da polia em  Atwood. E um dispositivo
relagio ao eixo normal a ela que passa em seu centro O, e T®o torque externo usado para o estudo do
resultante nela atuando. movimento retilineo

Assim uniformemente acelerado.

Tor —Tir = la.

1
Notandoquea =ar e I=-m r? temos que

1
T2 — T1 =—ma.
2 (11 - 28)
Somando as Equacdes (11-26), (11-27), e (11-28), obtemos
_ (m; —my)g
(m; +my) + m/2 °
O calculo de a = a/r ¢ assim trivial.

b) Conhecido a se pode obter T; da Equacdo (11-26) e T, da Equagado (11-27). Com um pouco de manipulagdo
algébrica simples, pode-se chegar ao resultado pedido

a

T, m;(4m; +m)
T, my(4m; +m)
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11-5 Relacionando o0 momento angular e a velocidade angular

Na Equagao (11-9) vimos que havia uma relagdo entre L, e a
velocidade angular o dirigida ao longo do eixo dos z, sendo este,
tomado como o eixo de rotagdo. A uma primeira vista somos

induzidos a imaginar que Lel® sio vetores paralelos. Mas como
veremos a seguir, nem sempre isto ¢ verdadeiro. Com este
proposito vamos considerar trés sistemas

i) Sistema de uma particula

Com efeito, consideremos uma particula de massa m presa a um fio
inextensivel e de massa desprezivel, que gira em uma
circunferéncia em torno do eixo Oz do sistema inercial xyz,

% mostrado na Figura 11-13. Os seus vetores @ , e p = mv sido
Figura 11-13 Particula mostrados na figura. O vetor [=¢ x p ¢ perpendicular ao plano
de massa m girando em formado por T e B, o que resulta que [ ndo é paralelo a @’! Alias [
torno de Oz. s6 seria paralelo a ‘@’ se a origem O fosse escolhida no plano da

trajetoria da particula. Este resultado de imediato pode parecer inesperado. Vamos entendé-
lo melhor.

Para isto vamos utilizar o caso da Figura 11-13 e calcular separadamente os valores
respectivos para cada membro da equacao fundamental da dindmica

-

a
—=T.

dt

Com efeito, sabemos que T=TX F, onde F ¢é a forca
centripeta atuando em m cujo modulo ¢

F=mw’r. (11-29)
Por outro lado, o momento angular de m relativo a O ¢ dado
por

[=txpP = Il=mowrr (11 — 30)
O angulo entre ' e Féo+ 1t/2,de modo que Figura 11-14
T= |Fxﬁ| =rFsen (0 +m/2) =rFcos®=mw?r'rcos0, (11 - 31)

de acordo com o uso da Equagdo (11-29) para F. O angulo entre as dire¢des de w e T, de
acordo com a Figura 11-14 é t/2 — 6. Comparando a Equagdo (11-31) com a Equacao
(11-30) podemos concluir que

T=wlsen (n/2—-0) = |H))XT|
Como EXF e @ x [ tém a mesma direcdo e sentido (apontando na direcdo Ox), podemos
afirmar que a lei fundamental da dindmica das rotagdes € verificada. Assim sendo,

a . -
ar o LT exd (11— 32)

que indica que Zgira em torno da dire¢do de @ com velocidade angular .

Paradinha 11-3

a) Mostre que o vetor [ da Figura 11-14 pode também ser escrito como constituido de duas
componentes entre-colchetes | = [£' X ] + [(® — £) X P], onde a primeira componente é
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um vetor constante, perpendicular ao plano de rotagdo, enquanto a segunda esta contida no
plano de rotag@o.

b) Mostre também que a segunda componente ¢ um vetor ndo constante que gira com
velocidade angular w e o valor médio de suas proje¢des no plano xy sdo nulas (sugestéo:
integre no periodo T = 21/ w).

¢) Finalmente, mostre que a segunda componente varia também com a separagéo entre O e
0’, enquanto a primeira, ¥’ X p, tem um valor fixo.

ii) Sistema axial
Consideremos um ponto O"’, simétrico de O, como respeito a O’. O momento angular do ponto P
em relagio a 0" é dado por ' = [ xP] — [ —F) X B]. Isto significa dizer que a
contribui¢do no plano de rotagdo ¢ igual e oposta aquela obtida em relagdo a O'. Para tanto,
as componetes neste plano se cancelam se se tomam quaisquer pares de pontos ‘e Q"
simétricos com respeito O'. De acordo com o que foi visto na se¢do 10-3 isto tem a haver
com o fato de que o movimento do sistema considerado tem Simetria axial de rotagéo. Isto
se manifesta em cada rotagdo em que o corpo que gira

vai ocupando, sucessivamente, posi¢des simétricas de -
outras anteriores.

A

iii) Sistema simétrico de duas particulas

Consideremos agora o caso de um sistema de duas
particulas, similar ao descrito acima, mas em que a
segunda particula seja colocada na mesma Orbita da
primeira, se mova com a mesma velocidade angular,

N .

mas localizada diametralmente oposta a primeira. A
Figura 11-15 mostra os momentos angulares, ! criado

N
r

pela primeira particula, € I pela segunda particula

- -
simétrica a primeira. Note que | = | l | =l = | lg |
Assim sendo, as componentes paralelas ao eixo de  Figyra 11-15 Contribuigdes a0 momento
rotagdo (Oz) se somam, enquanto, as componentes angular total para um sistema de massas
perpendlculares ao eixo sao 1guais ¢ opostas e dai se iguais colocadas diametralmente

- - . , . ~ . .
cancelam. Ao se somar as contribuicdes de [ e [ ao  simétricas. A notagdo & indica um vetor
entrante apontando perpendicularmente
para dentro da péagina, enquanto ©
L=Iyua. indica um vetor saliente.

(11 — 33)

momento angular total, i, do sistema, temos

iv) Corpo rigido simétrico

A

|

! Por extensdo, a equagdo acima continua
i valida para a rotagdo de um corpo rigido
|
i
I
f

et
2L

simétrico em rela¢do a um eixo de simetria.
Este eixo ndo precisa inclusive permanecer
fixo no espago. A Figura 11-16 mostra
alguns corpos rigidos em rotacdo em torno
de um eixo de simetria.

o
-
)
o v
</
90
T

-
o
9

(13

=.
- A

5
O

L
an
!
S
SO

e
N

N

i
\

Figura 11-16 Exemplos de corpos rigidos simétricos v) Caso geral

girando em torno de um eixo vertical de simetria. A esta altura o leitor pode estar um pouco
confuso para entender a relagéo entre L e @

numa rotacdo. Vamos tentar resumir a discussdo acima.
Quando a rotacdo de um sistema rigido (discreto ou continuo) N0 ocorrer em torno de um
eixo de simetria, é preciso ter alguns cuidados ao se tentar relacionar L com . Certamente,
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a lei fundamental da dindmica de rotagdo, dada pela Equagdo (10-24) ¢ sempre valida. Mas
o uso da Equacao (11-33) exige cuidados e um comentério adicional se faz necessario. Para
tal, devemos retornar a Equagdo (11-33) . Sabemos que para corpos rigidos simétricos
girando em torno de um eixo a relag@o L =13 se verifica.

O momento de inércia I se comporta como uma grandeza escalar. No entanto, no caso de
corpos rigidos quaisquer girando em torno de um eixo que ndo seja um eixo de simetria, a
expressdo para I deveria ser recalculada partindo da Equagao (11-7).

Pode ser mostrado, em estudos matematicos mais avangados, que I ndo se comporta em geral
como uma grandeza escalar, mas sim, como um tensor, Esta grandeza matematica funciona
como um operador tal que transforma @ em L de maneira que elas ndo mais serdo paralelas.
No caso mais geral possivel pode-se mostrar que mesmo assim ¢ possivel se achar um
sistema de coordenadas com eixos mutuamente ortogonais, passando pelo CM do corpo, tal

que neste novo sistema L voltaria a ser paralelo a . Tais eixos sdo chamados de eixos
principais e os momentos de inércia I, I, e I;, relativos aos trés eixos principais, chamam-se
momentos de inércia principais. Nesta situagdo, quando um corpo esta girando em torno de
um eixo principal

Em muitos casos, por uma simples inspegdo, ¢ possivel se determinar os eixos principais de
um corpo rigido.

E facil entender que um eixo de simetria de um corpo rigido, é um eixo principal.
Certamente, esta discussdo € mais informativa do que rigorosa, pois este assunto exige uma
matematica que esta bem acima do nivel deste livro.

Exemplo 11-5 Haltere

O haltere ¢ um sistema assimétrico cujo eixo forma um angulo 6 com o eixo Mancal —~n
de rotagdo, conforme mostrado na Figura 11-17. O sistema gira com «—
velocidade angular constante ® em torno deste eixo e dois mancais o

suportam. SIS
Mostre que para o haltere, L e & ndo sdo paralelos. m
Solucéo: .

O momento angular f, de cada uma das duas particulas em relagdo ao CM se

obtém usando o mesmo procedimento discutido acima. Elas tém momentos 70/
angulares iguais, pois tanto ¥comoV tém sentidos opostos para as duas

particulas. Consequenteme, o0 momento angular total ¢ dado por CM

L=2l
onde, como ¢ facil de verificar, L e & ndo sio paralelos.
A Equagdo (11-32) permanece valida neste caso, ou seja

%= BxL (11-35)

dt

i >, —F U~— pancal
s6 que oL é o total.

O torque T ¢ oriundo da presenga das forcas centripetas F e — F que atuam
sobre as duas particulas, respectivamente, formando elas um binario. Forgas
de reagdo aparecem sobre o eixo nos dois mancais e sdo responsaveis pelo desgaste que com o tempo 14 aparece.

Figura 11-17 Haltere

O momento angular L de médulo constante, descreve um cone em torno de ®. Esta rotagio de f, ¢é chamada de
precessdo. Tal movimento ocorrre com frequéncia em muitos planetas do sistema solar, inclusive com a Terra,
com seus eixos de rotagdo.

O pido ¢ outro exemplo no nosso dia a dia. A precessdo ¢ um fendmeno mais comum do que se pensa.
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11-6 Movimento plano de um corpo rigido

O movimento de um corpo rigido é simplificado consideravelmente quando todos os seus
pontos movem-se paralelamente a um dado plano fixo. Este movimento é chamado de
movimento plano.

Dois tipos de movimentos podem ocorrer neste processo:

1) Rotagdo em torno de um eixo fixo;

ii) Movimento plano geral.

No caso i) o corpo rigido gira em torno de um eixo fixo perpendicular ao plano fixo,
normalmente chamado de plano de movimento. Um exemplo é o movimento de rotagdo
puro em torno de um eixo fixo. O plano de movimento neste caso ¢ perpendicular ao eixo. O
sistema tem somente um grau de liberdade (ver capitulo 3) e assim somente uma coordenada
¢ requerida para descrever o movimento.

No caso ii) 0 movimento pode ser considerado como uma translacdo, paralela ao plano de
movimento, mais uma rotacdo em torno de um eixo escolhido adequadamente e
perpendicular ao plano. Muitas vezes, o eixo € escolhido a passar pelo CM do corpo.

Um bom exemplo deste movimento plano geral ¢ o de um cilindro rolando sem deslizar
sobre uma superficie plana horizontal. A rotacdo se did em torno de um eixo passando pelo
seu CM, normal ao plano de movimento. A transla¢ao se da com o movimento de translacdo
horizontal do CM.

O nimero de graus de liberdade para tal movimento passa agora a ser 3: duas coordenadas
para descrever a translacdo e uma para descrever a rotacdo.

Paradinha 11-5
Um ciclista sobe uma serra através de uma estrada suave mas com curvas. Cada roda da bicicleta do ciclista pode
ser tratada como descrevendo um movimento plano geral? Justifique sua resposta.

Equacéo do movimento
Duas sdo as equagdes para o0 movimento de um corpo rigido. Para a translagdo de CM (ver
secdo 8-4)

dF
dt

FO© = ma | - (11 — 36)

e para a rotagdo, tomada em torno do CM,

b ze

dt (11 — 37)

de acordo com a Equacao (10-26).
Tomando o plano xy como o plano do movimento, teremos

—

e o0 eixo de rotagdo sera ao longo do eixo z, 0 que
implica que ® = w Z.

Se o corpo rigido for simétrico em relagdao ao eixo
de rotacao, de acordo com o que vimos na se¢do 8-

5, teremos

U=l . | (11-38)

Figura 11-18 Roda em movimento de
rolamento.

Derivando em relagdo ao tempo a Equacao
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(11-38), obtemos

T =lend (11 — 39)

onde o = aZ ¢ a aceleragdo angular e 7'(€) ¢ a resultante dos torques externos em relacao ao
CM.

As Equagoes (11-36) e (11-39) sdo as relagdes basicas para a descrigdo do movimento plano
geral para um corpo rigido simétrico em relagdo ao eixo de rotacao.

Rolamento

Considere uma roda rolando em posi¢do vertical com seu CM movendo-se com velocidade
constante em direcdo reta numa pista horizontal, conforme mostrado na Figura 11-18. Neste
seu deslocamento vamos admitir que ele se dar sem deslizamento ou trepidagdo sobre a
pista, num processo suave. Se a roda se mover para frente percorrendo um distancia s, num
tempo t, equivale a dizer que seu CM (ponto O) percorreu esta distancia. Isto equivale
também a dizer que a roda girou de um angulo ¢ em torno do seu eixo , gerando um arco s,
dado por

SEIe (11 — 40)
onde r € o raio da roda. Derivando em relagdo ao tempo esta relagdo, obtemos

VCM =rw (11—41)

onde vgy = ds/dt. A Equagdo (11-41) da a condigdo de um rolamento suave para a roda.

A Figura 11-19 fornece uma imagem mostrando que o movimento de rolamento de uma roda
pode ser interpretado como uma combinagdo de uma translagdo pura com uma rotagao pura.
Um ponto P qualquer na borda da roda que rola ao longo do eixo x descreve uma curva

chamada cicldide, ilustrada na Figura 11-20.

V= Vem V= Viem
+ —
Vem
P \7 = _VCM P
Translag&o pura Rotagao pura Movimento de rolamento
(a) (b) ()

Figura 11-19. Movimento de rolamento de uma roda interpretado como uma combinag¢do de um
movimento de translagdo pura e de um movimento de rotacdo pura. (a) No movimento de translacéo
pura todos os pontos da roda se movem para a direita com a mesma velocidade Vcy. (b) No
movimento de rota¢do pura todos os pontos da roda se movem com a mesma velocidade angular .
Nas suas bordas os pontos se movem com velocidade linear v¢y (c) Movimento de rolamento.

Eixo instantaneo de rotacéo

Na secao 11-1 foi visto que se um corpo rigido girar em torno do um eixo passando pelo seu
CM com velocidade angular , girard com esta mesma velocidade se observado de outros
eixos paralelos ao primeiro. Assim sendo, muitas vezes é conveniente descrever o
movimento de rolamento da roda em torno de um eixo que sempre passa pelo ponto P de
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contacto entre a roda e a pista horizontal. Este eixo ¢
perpendicular ao plano da Figura 11-19 (c) e ¢ chamado de
eixo instantaneo de rotacéo. Deste eixo e do ponto P se

2r

observa uma rotagdo pura da roda com velocidade angular Lpﬁ |
. 0 2mr x

Paradinha 11-6

Usando a Figura 11-19 (c) qual ¢ a velocidade linear de um ponto na
parte superior da roda de raio r, se calculada do eixo instantaneo que
passa pelo ponto P? A velocidade angular da roda é o se observada
do CM.

Figura 11-20. Curva chamada
cicloide gerada pelo ponto P na borda
da roda que rola na direcéo do eixo x.

Atrito e rolamento
Se uma roda rola com velocidade constante, num rolamento como mostrado na Figura 11-18,
nenhuma for¢a de atrito atua no ponto P. No entanto, se uma
forga resultante atuar sobre ela de modo que no seu CM uma
aceleracdo dcy se faga presente, esta aceleragdo causara na
roda uma aceleracdo angular a, como visto na Figura 11-21.
Duas situagdes poderiam ocorrer:

i) A roda ndo desliza

Neste caso, uma forga de atrito estatico, Ke, estaria presente e
o movimento seria de rolamento suave. As aceleragdes acy € o
podem se relacionar se nds derivarmos a Equacdo (11-41) em P
relacdo ao tempo, dando

Figura 11-21. Roda rolando
para a direita sujeita a uma
aceleragdo dcy, com atrito

i) A roda desliza estatico presente, gerando
uma aceleragéo angular &.

dcm = AT, (11 — 42)
0 que caracterizaria um movimento de rolamento suave.

Neste caso a for¢a de atrito que atuaria seria de atrito cinético,
A.. O rolamento neste caso ndo mais seria do tipo suave.

Paradinha 11-7
Se aroda da Figura 11-21 fosse desacelerando, quais seriam os sentidos de dcy; € de Ke?

Energia cinética de rolamento

A energia cinética de uma roda em rolamento calculada a partir de seu eixo instantineo €
dada por
1

Kzzlpmz (11 — 43)

onde ® ¢é a velocidade angular da roda e Ipé o momento de inércia da roda em relagdo ao
eixo instantaneo que passa por P. Pelo teorema dos eixos paralelos, aplicado a este caso,

Ip = ICM + mrz,

onde m é a massa da roda.
Notando que v¢y = wr, obtemos

K—l 2 1I )
_EmVCM-l_ > cM W” . (11 — 44)
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O Primeiro termo da energia cinética esta associado ao movimento de translagdo do CM da
roda e o segundo termo esta associado a rotacdo da roda em torno de um eixo que passa pelo
seu CM.

Exemplo 11-6 Rolando plano inclinado abaixo

Considere um corpo uniforme de se¢do transversal
circular de raio r que rola para baixo, sem deslizar, num
plano inclinado de angulo 0 e altura h. a) Calcular suas
aceleracoes linear e angular. b) Calcular o angulo
maximo do plano inclinado para o qual é possivel o
rolamento sem deslizamento. ¢) Mostrar que a energia
mecéanica total se conserva. Como interpretar este
resultado se existe atrito no processo?

Solucéo:

a) Na Figura 11-22 podemos visualizar o corpo de
secdo transversal circular (roda, cilindro, esfera, etc.)
rolando suavemente para baixo no plano inclinado. O Figura 11-22. Corpo de secdo transversal

sistema yx estd também representado. As forcas de circular rolando sem deslizar para baixo em um
acdo estdo desenhadas na figura. plano inclinado.

Usando a segunda lei de Newton para as componentes

ao longo do eixo x, temos

A, —mgsen 6 = —macy (11 — 45)

onde acy ¢ a aceleragdo linear do corpo, descendo o plano inclinado. Nao conhecemos A,, o atrito estético, e
acu- A segunda lei de Newton, na forma angular, aplicada em torno de um eixo Oz passando pelo CM pode ser

escrita
(11 - 46)
onde a ¢ a acelera A,r=Icy a, Ho. Temos duas equacdes a duas incognitas, que podem facilmente ser
resolvidas, fornecenuo
_ gsen® _ gsenb
G = T Tew/mr2 1+ (k/r)2 (11— 47)
sendo k o raio de giro. Note que dcy € um vetor dirigido ao longo do eixo negativo dos x.
A forga de atrito, por outro lado, tem o valor
glcm sen B/r? k? _
A, = acm lem/r? = T+ Tog/mrZ = mgsen o el (11 —-48)
Usando a Equagdo (11-46), podemos finalmente calcular o :
(g/r) senb (11 — 49)
=1/ Ilcm = —————.
a=rh/lem = T 02
Ja o > O pois, o corpo rola no sentido anti-horario
b) De acordo com a segdo 5-3, se . for o coeficiente de atrito estatico, entdo
Ae < Agmax = He N = e mgcos 8. (11 -50)
Comparando com a Equagéo (11-48), obtemos
tg0 < tg Omax = K [1 + (r/K)?]. (11 -51)

Na auséncia de rolamento, o corpo comega a deslizar para 6 > 0 ax.
¢) Imagine que o corpo ¢ solto o topo do plano inclinado e rola sem deslizar todo o comprimento | do plano, onde
| =h/sen 6. Na base do plano sua velocidade é dada por

vém = 2acm L= 2gh/[1 + (k/r)?].
(11 -52)
A energia cinética correspondente ¢

1 2 1 2_1 2
K=§chM‘|'§ICM0( =3 Mvowm [1+ (k/r)“].
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Usando a Equagao (11-52), obtemos, finalmente,

K=mgh,
que e a energia potencial. Consequentemente, a energia mecénica total é conservada. Mas como isto foi possivel
se havia for¢a de atrito presente? A razdo para que isto fosse possivel é que no ponto P de aplicacdo da forga de
atrito estd também o eixo instantdneo de rotacdo. Ele estd em repouso a cada instante em que um ponto P da
borda do corpo toca a superficie do plano inclinado. Consequentemente, a forga de atrito néo realiza trabalho.

Paradinha 11-8
O papel da forga de atrito ¢ freiar um corpo. Mostre que o fator de freiamento no Exemplo 11-6 é
[1+ (k/r)*]~".

Exemplo 11-7 O loid

O i0i6 ¢ um brinquedo popular rico em fisica. Tem o formato de um carretel o qual é constituido por dois discos
idénticos de raio R, paralelos e ligados ortogonalmente por um eixo cilindrico curto de raio r << R. No eixo, se
enrola um fio flexivel, inextensivel e de massa desprezivel, o qual deve ser mantido esticado. Prendendo na méo a
extremidade do fio e soltando o i0i0, ele rola

para baixo, até desenrolar o fio, que entdo y y
passa de um lado do eixo para o outro ¢ se
reenrola a medida que o sistema volta a subir.
Admita desprezivel o atrito no processo

=]
=]

descrito. a o

a) Calcular a aceleragdo linear do i0i0 / /
b) Calcular sua energia cinética.

c¢) Estimar o tempo At entre a descida e a D
subida do i0i6.

Solucéo:

a) Para que o fio possa se manter sempre na 3 3
vertical é necessério que r << R. Observando =~ CM e CM e
as for¢as que atuam no i0id na Figura 11-23,

podemos escrever para a situagdo (a), as

equagdes do movimento; (a) loid descendo (b) I0i6 subindo

T—mg = —macy , (11 -53) Figura 11-23. Ioié em movimento. Nos dois casos o = ¢, €

anti-horario. O raio do disco maior é R e o raio do disco menor
(11 -54) é r <<R, condi¢do para manter o fio na vertical. A tensdo no

fioéT.

T=Tr=Igya ,

onde acy e a = @ estdo relacionados pela
equagdo acy =ra, e sdo a aceleragdo linear ao longo da vertical (eixo y) e a aceleragdo angular,
respectivamente. A grandeza Icy € 0 momento de inércia do i0i6 em relagdo ao seu CM. Resolvendo o sistema
acima, encontramos,

8

- 1+ Igy/mr? ° (11-55)

acm
Como agy ¢ constante temos aqui um movimento de translagdo (descida) uniformemente acelerado. A tensdo
pode também ser calculada e tem o seguinte valor
mg

T:— < .
1+mr2/ICM me

No caso da Figura 11-23 (b), 0 101 passa a subir. O sentido de rotagdo permanece o mesmo, mas o fio passa para
o outro lado do eixo. Nesta situacdo, o torque € negativo, gerando a relagdo

—Tr = ICM o,

a qual indica uma desaceleragdo angular na subida (a < 0). A Equagdo (11-53) se mantém ja que também vai
haver uma desaceleragdo na aceleragdo linear. Em resumo, o valor de acy, dado pela Equagdo (11-55),
permanece 0 mesmo.

b) O valor da energia cinética é calculado pela expressdao

1 ) 1 5
K== mvgy +z Iem @

3 5 (11 - 56)

Como vgy = r¢ = rw, entdo,
1

1
K= 5 (Iem + mr3)w? = 5 Iw?
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Pelo teorema dos eixos paralelos, I ¢ momento de inércia em relagdo ao eixo que passa pelo ponto de contacto
entre o fio e o eixo, ou seja, 0 €ix0 instantaneo de rotacao.

A expressdo para K indica que o movimento em relagdo ao eixo instantdneo € uma rotagdo pura, como esperado.
¢) No curto intervalo de tempo At entre a descida e a subida do i0i0, tivemos a presenca de um impulso linear (ver
secdo 9-2) cuja agdo se manifestou como um subito puxdo no fio. A forga correspondente a este puxdo ¢ dada por

Ap
At’
onde Ap € a variagdo do momento linear quando a velocidade linear troca de sinal entre a descida e a subida. O

calculo da velocidade ¢ feito por conservacdo da energia mecanica. Usando a Equagdo (11-56), e tomando a
origem ao longo dos eixos dos y, na posicdo inicial do 1016 (y = 0), temos

F =

1 ., 1.,
E=0= —mgy+(EmVCM +3 VCM/I‘Z) ,

¢ dai obtemos
1/2
N 2mrgy /
vem =t [——— ,
M= = Iem + mr2
onde o sinal ( +) — descida, e (— ) — subida. Esta equaciio estd compativel com a equacio v = 2a y vista na
cinematica, no movimento retilineo uniformemente acelerado.
Logo, podemos calcular Ap, ou seja,
1/2
Ap = m [vey — (— vew)] = 2 o[ 20 L ]
=m[vey — (—V =2mvey = 2m|————| ,
p cM cM cM low + m 2
onde y=1 ¢é o comprimento do fio ao atingir o ponto mais baixo. Por outro lado, podemos estimar o tempo At,
como sendo o necessario para se ter uma rotagdo 7 rd na etapa de transi¢ao do percurso do i0i6. Isto implica dizer
que
At =1t/¢p =mr/vey -

Paradinha 11-9
Mostre que o movimento de um i0i6 € equivalente ao de ele descer um plano inclinado formando um angulo de
6 =90° com a horizontal.

11-7 Impulso angular

Em analogia com impulso linear (ver se¢do 9-2), imagine um corpo rigido sob a a¢do de um

torque externo T® (t) que esta relacionado com a variagdo do seu momento angular, L,
através da segunda lei de Newton para rotagdes, num intervalo de tempo muito pequeno.
Assim sendo

dL = 2@ (¢) dt.

Para uma variag¢do finita,
N tr N tr
AL =f dL =f 7 (t) dt. (11-57)
t

o]
A segunda integral da equagdo acima é chamada de impulso angular, J, para o processo
acima. Ou seja,

i

tr
J=1| T®@®dt (11 —-58)

ti

Disto resulta que

AL=J (11 — 59)

Como para o impulso linear, também ¢ valida a relagao
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J=AL=<7® > AL (11 — 60)

Exemplo 11-9

Uma barra delgada, homogénea de massa m e comprimento | esté inicialmente em repouso sobre um assoalho
polido sem atrito. Subitamente, ela ¢ atingida em uma das extremidades por um pequeno objeto de massa
aderente m e de dimensdes despreziveis, tendo ele uma velocidade v, em direcao perpendicular a barra. Esta
pequena massa logo se adere a barra com o impacto.

a) Qual a velocidade angular ® do sistema barra + objeto, imediatamente, apos o impacto?

b) Calcular a energia cinética deste sistema em funcdo dos dados

Solugéo:

a) Com o choque, o pequeno objeto de massa m se adere a extremidade da barra, também de massa m. E um
choque perfeitamente inelastico. Imediatamente, antes de choque até imediatamente apds o choque, ndo deve
haver nenhum torque externo atuando no sistema

(barra + objeto). Logo AL =0,0 que implica, y

mv(l/4) = Igyo

L antes L depois F .
.‘\\ e Trajetéria do CM do
onde % sistema batra + objeto
m | 44 =| O' v
l 2 mlz l 2 AT RIS
O 1 X
I =m<—) +—+m<—) = (5/24)ml?. “
M 2 1 2 (5/24) | i
‘\J‘ v/2 i
1
M
Logo, v
6 CM do sistema Ny

b) Note que AP = 0, pois nfo ha forgas externas

atuando nas dire¢des x e y. Assim o movimento do  Figura 11-24. Barra livre num assoalho atingida
CM do sistema ¢ conservado. A velocidade linear do por um objeto. O ponto O é o CM da barra e 0" é o

CM do sistema antes do choque ¢ CM do sistema (barra + objeto).

Xm+vXm VvV
vV, = =
M 2m 2
e ela se mantém apos o choque, ao longo do eixo dos y. Em torno do CM do y

sistema gira a barra com o material aderente, com velocidade o,
indefinidamente, ja que ndo ha atrito no processo.
A energia cinética pedida ¢ dada por

K=1 (m+m)v%M+1 Iey w? = —mv?
2 2 5

m
apos usar os valores de vey, Icy € w ja calculados.

(m +m')mg

Exemplo 11-10

Uma barra delgada uniforme de comprimento | ¢ massa m gira num plano
vertical, conforme visto na figura abaixo, em torno de um eixo que passa
pela extremidade superior. Quando a barra passa por sua posi¢do mais Figura 11-25. Barra delgada
baixa, colide com uma pequena massa m’< m, de material aderente, que fica sustenta O, ao girar atinge o
grudada em sua extremidade. A velocidade angular da barra imediatamente
antes da colis@o é w,.

a) Qual a velocidade angular do sistema (m + m’"), imediatamente, apds a

pequeno objeto de massa m, que

se adere a barra e juntos

colisdo? continuam no giro um pouco
b) Admitindo pequenas oscilagdes, qual o dngulo maximo alcangado pelo mais.

sistema?

Solucao:

a) Trés observagdes devem ser feitas nesta colisdo de m com m’.
1) A energia cinética ndo se conserva, pois o choque ¢ perfeitamente ineléstico.
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ii) O momento linear P ndo se conserva, pois ha uma forga externa atuando em O, além da gravidade que atua na
barraeemm’.

iii) O momento angular total L s6 se conserva no instante do impacto, pois nesta ocasido o torque externo que
atua em O tem brago nulo. As for¢as que atuam durante o choque de m’ com m sdo internas e ddo torque nulo.
Assim podemos escrever

AL=0 = o=l = o=

onde

’ ! 1 I
I'=lp+ m'l? = §(m+3m)lz,
m
@ = (m+3m') @o -

b) A partir da colisdo, L ndio mais se conserva, pois T®) # 0. Assim
@ =Py x (m+m)gsend ,

onde

ml/2+m'l [ m+2m’
m + m'

fem = T 12m+m)|

Pela regra da mio direita ¢ facil ver que (¢ é um vetor saliente (do papel). Ja L ¢ entrante no papel (@ tem
sentido horéario e aqui L=1 ). O torque ¢é entdo dado por

140 =% (2m’ + m) glsen® . (11-61)
Quando a barra m + m” atingem a posi¢do maxima

0=w?-2a0 = o=w?/20. (11 -62)
Como 1(® = I'a, entdio usando as Equacdes (11-61) e (11-62), obtemos

2

1 1 w
— ! = |- N2l —
2(m+2m)glsen6 [3(m+3m)l 20

1
= Gsen9=—<

w3l m?
3

? (m+2m’) (m+ 3m’) "’

Para pequenas oscilagdes do sistema, sen 6 ~ 6, o que resulta

oo [ifed)  m "
3\ g / (m+2m") (m+3m")|

Observe que se m’ =~ 0, o valor de 0 coincide com aquele de um péndulo de haste, ou seja,
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11-8 Giroscopio

Um giroscopio mais simples consiste de um volante, que ¢ uma roda que pode girar em alta
rotagdo, e cujo centro ¢ fixado em uma das extremidades de uma haste, de massa
desprezivel, se comparada com a do volante que lhe sirva como eixo de rotagdo. A outra
extremidade da haste pode ser colocada sobre um suporte, como mostrado na Figura 11-26
(a). Imagine o volante ndo estando girando. Obviamente, o giroscopio se solto, caira girando
para baixo em torno do suporte no ponto O. No z

entanto, se o volante do giroscopio estiver girando com
energia cinética bem maior que a energia potencial
gravitacional atuando no CM do giroscopio, o qual
tomamos como o centro do volante, o sistema (volante
+ haste) permanecera suspenso no ar, em vez de cair!
Como explicar isto?

Tomemos um sistema de coordenadas como indicado
na Figura 11-26 (a). O peso P= mg, sendo m a massa
do volante, atua no seu CM (ponto c). No suporte O
aparecera a forca de reagdo, — P, que com P formam Tekjcrica ciecler ke
um binério de brago T, gerando um torque

T=rXP, (11 - 62)
ondef=r & e P=-mg2 Assim.
T=-rmg(XXx2Z)=rmgy (11 -63) Figura 11-26. (a) Giroscopio
simples (b) Esquema da variagéo
A segunda lei de Newton na forma angular de L como o tempo.
. dL
T=—,
dt

se aplica com L = [w, onde I é 0 momento de inércia do volante € @ = @ X sua velocidade

angular. Conclui-se que L ¢ perpendicular a T (ver Equagdo (11-63)), conforme esta
mostrado na Figura 11-26 (a).
Num intervalo de tempo infinitesimal, At, temos que

AL=%ZAt=rmgAt §,

r . E -
que € assim normal a L, e paralelo a T.

Logo, podemos escrever que AL 1T, ou seja

1d . _>df_0
dc

Z— (1A=L -
z & ()=t

O significado disto é que um torque perpendicular a L, ndo altera 0 médulo de L, mas sim sua
direcdo. E mais ainda, o sistema volante + haste girara no sentido anti-horario em torno do
eixo dos z, gerando uma circunferéncia tendo T sempre tangente a essa trajetoria. Este fato
esta esquematizado na Figura 11-26 (b).

Com o giroscopio em alta rotagdo, ele deve realizar um movimento chamado de precesséo,
em vez de tombar.
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Velocidade de precessao

O célculo da velocidade de precessdo ¢ similar ao que foi utilizado no movimento circular

uniforme (se¢do 3-7). O momento angular L, mostrado na Figura 11-26 (b) gira um intervalo
de tempo infinitesimal, At, de angulo, A, tal que podemos escrever

po o AL _ At
°PET T

A velocidade de precessao, €2, ¢ definida como
A
-y
At
consequentemente, no limite quando At — 0,

d T megr
QZCP_ _ mg

dat L e (11 — 64)

Observe que () independe de m, pois I « m. Por outro lado, como ® atinge altos valores,
entdo () K w.

Na Figura 11-26 (b), Q=02 o que facilmente nos leva a concluir que 2,0 el estio
relacionados por

T=—=0xL. (11 -65)
dt

O torque criado pelo peso € contrabalanceado pelo
torque criado pela variacao de L.

Pido

Uma variacdo do giroscopio simples ¢ quando a haste da
roda faz um angulo 0 com o eixo dos z. E o caso, por
exemplo, do pido em rotacdo, ilustrado na Figura 11-27.
Ele ¢ essencialmente um giroscopio girando em um
angulo com a horizontal.

Para este caso, sdo validas as relagdes

T = TXmg, oqueimplicaque T = @ (b)
= rmgsen (m—6) = mgrsen 6. Figura 11-27. Pido girando com seu
Por outro lado, eixo de rotagdo formando um angulo
6 com o eixo vertical.
dL = tdt,
€ como,
do 1
Q=— e dp = —dL,
dt ¢ L sen©
entao,

1 dL  mgrsen6 mgr mgr
"~ Lsen® dt  Lsen6 L Iw

1]

expressdo idéntica a Equacdo (11-64).

A precessdo corresponde a um movimento do eixo
terrestre, segundo um cone de semiabertura igual a 23°
27, que é o valor aproximado desta obliquidade.

Outro movimento mais sutil do eixo da Terra €  Figura 11-28. Giroscopio mais sofisticado.
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chamado de nutagdo. Sio oscilagdes deste eixo, o que faz com que a borda do cone de
precessao descreva um movimento que se assemelhe a uma babado numa costura. Este
movimento foi descoberto pelo astronomo inglés James Bradley (1692-1762). A precesséo
terrestre tem um periodo aproximado de 25.800 anos. Ja a mutacdo tem um periodo bem
menor. Ela acontece em 306 dias do ano. A mutacdo é causada por varios efeitos irregulares
que afetam a Terra, tais como ventos fortes, tornados, correntes oceanicas e outros. Os
estudos destes dois movimentos com maior profundidade estdo acima do nivel deste curso.
Na Figura 11-28 temos uma ilustracdo de um giroscopio mais sofisticado.

Muitas sdo as aplicagdes do giroscOpio na navegacdo (navios, naves espaciais, etc.), na
bicicleta e motocicleta, e outros tantos sistemas.

Exemplo 11-11

Um giroscopio consiste de um disco de raio R montado no centro de uma haste de massa desprezivel e de
comprimento 2r. Calcule a velocidade angular de precessdo, se o disco gira a uma velocidade angular o, e a haste
fica apoiada numa de suas extremidades e na horizontal.

Solugéo:

Tomando o eixo dos x ao longo da haste do giroscopio, podemos escrever que Q = t/L, onde t é o torque criado
pelo peso da roda, e dado por

T=F xP=(rx%) X mg(—Z) = mgr§, e L é o seu momento angular, dado por

mgr mgr _ 2gr
o (1/2mR)w  R2w’

11-9 Pausa para descontracao:
Téo facil como andar de Bicicleta*

*Fernando Nébrega, Departamento de Matematica, Universidade Federal de Pernambuco.

Em tempos de sustentabilidade, promocgéo da satide e meios de transporte alternativos, a bicicleta esta em alta na
sociedade atual. De fato, quase todo mundo pode andar de bicicleta, embora, contrariando o titulo deste texto,
quase ninguém sabe explicar fisicamente como fazer isso. A simplicidade aparente de como andar de bicicleta

esconde um pouco as razdes se sua estabilidade. Um grupo de
» cientistas explicou convincentemente esse fendmeno apenas em
1970, cerca de um século e meio apés a bicicleta ser patenteada,
em 1918, na Franca. E bom lembrar que ela parece ser uma grande
invencdo de Leonardo da Vinci no século XVI. Existem
especulagdes que ela possa vir de mais longe na China. A
explicagdo da auto-estabilidade atraiu a atencdo de pesquisadores
famosos, como os alemies Felix Klein e Arnold Sommerfeld no
inicio do século 20. Klein e Sommerfeld avangaram na teoria de
que o momento angular da roda dianteira e o consequente efeito
giroscopico, estudado neste capitulo, mantém a bicicleta estavel.

Resultados cléassicos sugerem que o momento angular das rodas

Figura 11-29. Principais forcas da bicicleta agem como giroscopios e ajudam a estabiliza-la. O

atuando numa bicicleta em
movimento

efeito giroscopico também contribui para realizagdo de manobras.

Recentemente, em abril de 2011, uma pesquisa publicada na
revista Science, realizada por uma equipe de pesquisadores da Holanda e dos EUA, concluiu que uma bicicleta
experimental pode apresentar auto-estabilidade, apesar de aparentemente ndo apresentar efeito giroscopico. Em
relagdo a natureza giroscopica da roda dianteira da bicicleta, o estudo observou que os experimentos parecem
indicar que o efeito giroscopico ndo é o Uinico importante no contexto da estabilidade de uma bicicleta. Ja no caso
de uma motocicleta, que possui massa e velocidade relativamente maiores que a bicicleta, o efeito giroscopio é
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predominante para estabilidade da mesma. De fato, os momentos de inércia e as velocidades da bicicleta parecem
ndo ser grande o suficiente para provocar a estabilidade esperada (veja figura).

Pela lei da inércia, uma bicicleta em linha reta tendera a

permanecer em linha reta. Em relacio a estabilidade da |V
bicicleta, ao realizar uma curva, a associagdo com a

inclinagdo do ciclista ¢ verdadeira. Se o ciclista se inclina

para a esquerda, um torque sera produzido (veja figura) o = o

que provocara uma precessdo no sentido anti-horario da
roda da bicicleta, que tende a mover a bicicleta para a
esquerda.

Na verdade, o estudo da Science concluiu que a Figura 11-30. A esquerda, a bicicleta em
estabilidade da bicicleta pode ser descrita em termos de movimento com a roda dianteira alinhada com
referenciais ndo inerciais. No instante que o ciclista sente a roda traseira. A direita, a roda dianteira se
um desequilibrio da bicicleta para a esquerda, o mesmo inclina um pouco para a direita.

vira o guidom para a direita, resultando em um pequeno

percurso circular. Este processo empurra a parte superior da bicicleta de volta para uma condicdo vertical e
equilibrada. Esses resultados ainda demandam investigagdes futuras.

Assumindo que a bicicleta é equilibrada pela acdo do ciclista que, ao sentir o veiculo caindo, orienta contra o
sentido da queda e assim percorre uma trajetoria curva de modo que a resultante (em um referencial ndo inercial)
¢ centrifuga e suficiente para compensar e corrigir a queda. Este modelo foi bem formalizado matematicamente
por S. Timoshenko ¢ Young, que idealizaram equagdes de
movimento para bicicleta. A teoria explica, por exemplo, que a
estabilidade de uma bicicleta depende crucialmente da liberdade
dos garfos dianteiros (ou seja, se eles estivessem fixos, a bicicleta
nao ficaria estavel). Além disso, quanto mais rapido uma bicicleta
se move, mais facil ¢ manté-la estavel.

Em suma, toda vez que o assunto bicicleta ¢ colocado em pauta,
todo mundo encolhe os ombros e diz: ' Temos bicicletas; sabemos i
como andar de bicicleta...” ou “... isto ¢ tdo facil quanto andar de :
bicicleta”. O que em geral ndo se conhece, ¢ ¢ um dos objetivos T T
deste artigo, € a riqueza cientifica que esta por traz deste meio de m_g' m§
transporte e lazer tdo utilizado pela sociedade. A estabilidade da

bicicleta, embora um problema de Fisica Classica tdo antigo, Figura 11-31. A esquerda, ciclista em
desperta o interesse e permanece em evidéncia nos dias atuais. Nem  equilibrio ndo produz torque.

tudo que foi inventado ha muitos anos € um problema fechado.

O problema da bicicleta ¢ um exemplo!

Material extra-curricular sugerido

The stability of the bicycle
David E. H. Jones, Physics Today, September 2006 page 51.
O texto acima sugerido é escrito em inglés o que dar ao leitor a oportunidade de pratica-lo.

Resumo

Velocidade de qualquer ponto de um corpo rigido (em relagdo a um sistema fixo de coordenadas)
V= Ve + @ XT a1-1

As velocidades Vey e &' sdo as mesmas para qualquer ponto P no corpo. O vetor posigdo, '

ao CM.

, ¢ de P em relacdo



CAPITULO 11 - DINAMICA DE CORPOS RiGIDOS

Momento de inércia

Simetria discreto de particulas

(11 -15)
I= Z mir?
i
(11 -16)
1= f r’dm .
R
As grandezas 1; e o r representam as distancias ao eixo de rotagdo de cada elemento de massa do corpo.
Energia cinética de rotagéo (em torno de um eixo fixo que passa pelo CM do corpo)
K=% lep 2 (11— 43)
Teorema dos eixos paralelos (Teorema de Steiner)
I =Icy +mh?, (11 —24)
onde h ¢ a distancia entre dois eixos paralelos
Teorema dos eixos perpendiculares
(11 —25)

L =1 +]1,

A distribui¢do de massa estd contida no plano x y € Iy, Iy e I, s30 os momentos de inércia em relagdo aos eixos x,
y e z, respectivamente.

Momento angular de um corpo rigido simétrico em relagdo a um eixo fixo
L=Im® . (11 —33)

O momento angular L-, estd na mesma dire¢do de @ se o corpo for simétrico (ou tiverem os trés momentos
principais de inércia iguais).

Segunda lei de Newton para rotagdes

__dL
TS (11— 63)
T=Ia

O torque resultante, T, s6 é proporcional e na mesma dire¢do de o se o corpo for Simétrico (ou tiverem os trés
momentos principais de inércia iguais).

Trabalho e Poténcia para rotacdes

@f
W= f td
o (11-12)
P =dW/dt = tw
Conservagdo do momento angular
- dL. -
Set=0 & E:O = L = constante.
Corpos rigidos em rolamento
Roda rolando sem deslizar
Vem = 0T, (11 — 40)

onde vy € a velocidade linear do CM da roda; @ é sua velocidade angular em torno do CM; r ¢ o seu raio.
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Gem = ar, (11 — 42)
onde acy = dvgy/dt e o =dw/dt.
Energia cinética de rotacao

1 1
K=§mv%M+§ Iem 2. (11— 44)

onde m é a massa do corpo Iy seu momento de inércia em relagdo ao CM.
Eixo instantaneo de rotacéo

A roda pode também ser observada do ponto P de contacto entre o piso e a roda. Perpendicularmente a roda,
passa em P o chamado eixo instantaneo de rotacéo.

Giroscopio

Velocidade de precessao

Q = mgr/lw

Questdes conceituais

1) O ponteiro dos segundos de um reldgio tem a velocidade angular de
a) 0,017 rad/s. b) 0,010 rad/s. ¢) 0,10 rad/s.

2) Uma esfera e um cilindro, tendo ambos a mesma massa € 0 mesmo raio, partem do repouso e rolam para baixo
em um mesmo plano inclinado. Qual das afirmativas abaixo ¢ correta?

a) A esfera chegara primeiro.

b) O cilindro chegara primeiro.

¢) Eles chegardo no mesmo tempo.

3) Imagine agora na questdo anterior que a esfera e o cilindro sdo langados de volta rolando para cima no mesmo
plano inclinado. Qual das afirmativas abaixo € a correta?

a) A esfera atinge a maior altura se ambos tiveram a mesma velocidade inicial do centro de massa.

b) Ambos os corpos atingem a mesma altura se forem impulsionados com energias cinéticas distintas

¢) Ambos os corpos atingem a mesma altura se forem impulsionados com energias cinéticas iguais.

4) O momento de inércia de uma roda que tem uma energia cinética de 24,4 kJ quando gira a 602 rev/min ¢ dado
por uma das opgdes:

a) 10,3 kg. m”.

b) 8,4 kg. m?.

¢) 12,3 kg.m?.

5) A forga F=-80%+60 9, dada em newtons, atua sobre uma particula com vetor posi¢io ¥ = 3,08 + 4,0 9,
em metros. O torque em N.m que atua sobre a particula em torno da origem ¢ dado por uma das opgdes:
a) 60,3 9 b) 30,1 R +50,0§ ¢) 50,02

6) Uma haste delgada de material homogéneo e uniforme gira em torno de seu centro de massa com energia
cinética K, e velocidade angular ®. Se girasse em torno de uma de suas extremidades, com a mesma energia
cinética, mas com velocidade angular ®,, escolha a opgdo correta:

a) W) =® b) ®y=2m ¢) ®g =30.

7) Dois cilindros idénticos, A e B, rolam suavemente através de um piso horizontal com velocidades iguais. A
passa a subir uma rampa, atingindo uma altura h,. J4 B, passa a subir outra rampa idéntica, mas sem possuir
atrito. A altura maxima hg ¢ atingida por B. Escolha a op¢do correta:

a) hg<hy b) hg=h, ) hg>ha

8) Em certo instante, a for¢a F=140 § N atua sobre um objeto de massa m = 0,25 kg com um vetor posicdo
t =2,08— 2,02 em m e vetor velocidade V= —5,0% + 5,0 Z em m/s. Em torno da origem, 0 momento angular
do objeto ¢ dado em unidades apropriadas N.m por:

a)0.;

b)8,0% +8,0 2
) 8,08 8,02
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9) Na Figura 11-29 um disco (d), um aro (a) e uma esfera solida (e), sdo postos a girar em torno de eixos centrais
fixos por meio de corddes amarrados em torno deles, com os corddes produzindo a mesma forca tangencial
constante F sobre cada um dos trés objetos. Eles tém a mesma massa € 0 mesmo raio e estdo inicialmente em
repouso. Suponha que AL represente o médulo da
variagdo do momento angular em torno dos seus

. . - Disco Aro Esfera
eixos centrais num tempo At. Escolha a opcdo
correta:
F F
a) ALd > ALa > ALe; - N x
b) ALy < AL, < AL; Figura 11-29. Referente & questéo 9.

¢) ALy= AL, = AL..

10) Mesma situagdo apresentada na questdo anterior. Os corddes sdo puxados durante um tempo At. Qual a opgéo
correta com respeito as velocidades angulares?

a) ®, = O3 = O,

b) ®. > 04> ®,.

C) M, < 0y < W,

11) Uma roda estd girando livremente com uma velocidade angular de 800 rev/min encaixada a uma haste
vertical cujo momento de inércia é desprezivel. Uma segunda roda, inicialmente em repouso ¢ com o dobro do
momento de inércia da primeira, é repentinamente acoplada a mesma haste. Escolha a opgdo correta para a fragdo
da energia cinética rotacional original perdida:

a) 1/3; b) 2/3; c) 172.
Problemas
* o R O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* Uma barra delgada homogénea de massa m e comprimento | estd sobre um plano horizontal xy. Em uma de
suas extremidades e nos eixos y e z, calcule os respectivos momentos de inércia.

2)* Quais os momentos principais de inércia para os corpos seguintes: a) uma barra delgada de massa m e
comprimento 1? b) uma esfera macicga de raio r?

3)* Uma forca tangencial F passa a atuar de forma continuada no ponto mais alto de uma esfera homogénea de
massa m, a qual estava inicialmente em repouso sobre um plano horizontal. Ache a aceleragdo do CM da esfera,
admitindo que ela rola sem escorregar.

4)* Uma placa quadrada de massa m = 100g e lado a = 5,0 cm estd rodando em torno de um de seus lados.
Calcule o torque atuando na placa se sua aceleragdo angular é o= 0,3 rad/s>.

5)** Uma barra delgada, homogénea, de massa m e comprimento | estd inicialmente em repouso sobre um
assoalho polido, sem atrito. Ela é atingida, em uma das extremidades, por um pequeno objeto de massa m e de
dimensdes despreziveis, tendo ele uma velocidade v, em dire¢do perpendicular ao comprimento da barra. Com o
impacto esta massa se adere a barra.

a) Qual a velocidade angular @ do sistema (barra + objeto), imediatamente, apos o impacto?

b) Calcular a energia cinética K, do sistema (barra + objeto) em funcao dos dados.

6)** Um pequeno objeto de massa m = 100g se move com velocidade vy = 10 m/s em uma circunferéncia de raio
ro = 100 cm sobre uma mesa sem atrito. O objeto estd preso por um fio que passa por um pequeno furo através da
mesa. O fio ¢ lentamente puxado para baixo até que o objeto esteja a uma distancia r; = 50 cm do furo apds o que
0 objeto continua a se mover nesta nova circunferéncia.

a) Determinar a nova velocidade do objeto.

b) Determinar a tensdo no fio nas duas situagdes.

¢) Determinar o trabalho realizado sobre o objeto pela tenséo no fio para o mesmo passar do raio r, para ry.

7)** A barra uniforme de comprimento L e massa M da Figura 11-30 gira verticalmente em torno de um eixo que
passa por O. Quando a barra passa pela posi¢do mais baixa colide com um pedago de massa de modelar de massa
m, que fica grudada na sua extremidade. Se a velocidade angular da barra imediatamente antes da colisdo for m,,
qual ¢ a velocidade angular do sistema haste-massa de modelar imediatamente apds a colisdo?

8)** Uma bola de massa m esta presa em uma extremidade de uma corda inextensivel, de peso desprezivel e
comprimento |, conforme a Figura 11-31. A outra extremidade esta fixa em O. A bola ¢ abandonada quando a
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corda estd na horizontal. Na parte mais baixa de sua trajetoria, a bola atinge um bloco de massa M > m,
inicialmente em repouso, sobre uma superficie sem atrito.

a) Se a colisdo for elastica, encontre as velocidades da bola e do bloco, imediatamente, ap6s a colisdo.

b) Se a colisdo for inelastica, e a velocidade de M imediatamente apds o choque, for metade da velocidade
calculada em a), qual seria a velocidade de m?

¢) A corda de m atingiria de novo a posigao horizontal? Justifique a resposta.

O
-~
L
M
m gl
Figura 11-30. Referente ao problema 6. Figura 11-31. Referente ao problema 7.

9)** Um disco uniforme, de massa m e raio r, encontra-se em cima de outro disco maior, concéntrico a ele. O
disco maior ¢ uniforme de massa M = 7m, e raio R = 3r, e pode girar livremente em torno do seu centro fixo.
Inicialmente, os dois discos giram juntos com uma velocidade angular w, = 45 rad/s. Um pequeno dispositivo é
entdo acionado e faz com que o disco menor deslize para fora escorregando através do disco maior até que sua
borda atinja a borda do disco maior. Em seguida, os dois passam novamente a girar juntos, sem haver mais
deslizamento.

a) Qual ¢ a velocidade angular ® dos discos em torno do centro do disco maior?

b) Qual ¢ a razdo K/K entre a nova energia cinética do sistema dos dois discos e sua energia cinética inicial?

10)**As rodas A e B da Figura 11-33 abaixo sdo conectadas por um correia que ndo desliza. O raio de B ¢ trés
vezes o raio de A. Qual seria a razdo entre os momentos de inércia I,/ Ig, se as duas rodas possuissem:

a) O mesmo momento angular em torno dos seus eixos centrais?

b) A mesma energia cinética de rotagdo?

c) Admita agora que a roda A partiu do repouso com uma velocidade i

angular que aumenta a uma taxa uniforme de T2 rad/s>. Determine o Y:

tempo para que a roda B atinja a velocidade de 100 r.p.m.

11)** Um arame retilineo e esticado de material homogéneo, com
comprimento | ¢ massa m, é entortado num ponto O situado a uma
distancia I' da extremidade mais proxima de tal modo que as duas novas
partes do arame formam um angulo reto entre si e estejam em um plano
vertical.

a) Quais os momentos de inércia em relagdo ao eixo perpendicular ao
plano vertical e passando em O para o arame esticado e para o entortado?
b) Ache os valores dos dngulos o e B para os quais ocorra equilibrio no
sistema.

¢) Por argumentos fisicos, onde esta situado o CM deste sistema?

Figura 11-32. Referente ao
problema 11.

12)** Um cilindro uniforme e homogéneo de massa m e raio R desce rolando, sem escorregar, um plano
inclinado de comprimento | e que forma uma angulo 6 com a horizontal. O coeficiente de atrito estatico entre o
cilindro e o plano é p.

a) Quanto da energia ¢ transformada em energia térmica?

b) Se o cilindro parte do repouso do topo do plano inclinado, qual a sua velocidade linear na base?

13)** Considere uma barra delgada, inicialmente em repouso sobre uma mesa polida. Ela ¢ atingida por uma
percussdo em uma das suas extremidades, em dire¢do perpendicular ao seu comprimento. Prove que a energia
cinética, adquirida pela barra, ¢ maior do que adquiriria se a outra extremidade estivesse fixa em mancais sem
atrito, na razdo 4/3.

14)** Uma molécula triatdmica tem dois de seus atomos, cada um de massa m;, considerados “fixos” nos vértices
de sua base de comprimento a de um tridngulo isosceles, tendo o terceiro atomo, de massa m,, situado a uma
altura h da base.

Determine, com base em argumentos de simetria, 0s momentos principais de inércia.
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15)*** Ache a energia cinética de rolamento de um cilindro homogéneo de massa m e raio r, rolando sem
deslizar, dentro de uma superficie cilindrica de raio R, sendo sua posi¢do determinado pelo angulo @, conforme
mostrado na Figura 11-37.

16)*** Uma bola homogénea maciga ¢ inicialmente lancada com velocidade v, deslizando sem rolar, sobre uma
superficie horizontal tendo coeficiente de atrito p. a) Que distancia a bola se desloca antes de comegar a rolar sem
deslizar? b) Qual ¢ entdo sua velocidade?

(Sugestdo: Durante o tempo de deslizamento da esfera nela atua um torque criado pela forca de atrito que ira
levéa-la ao seu rolamento).

17)** De acordo com a Figura 11-34 um bastdo tem massa m ¢ comprimento | . Esta inicialmente em repouso em

. . ’ . . ~ = . ~ . ~ s
uma mesa horizontal polida e ¢ atingida por uma percussdo J perpendicular ao bastdo, a uma distancia d do CM.
Determinar o movimento do bastdo ap6s a percussao.

y
CM
m 3 X
— d g
Figura 11-33. Referente ao problema 10. Figura 11-34 Referente ao problema 17.

18)** Uma barra uniforme de comprimento 21 esta suspensa verticalmente por uma de suas extremidades. A que
distancia do pino de suspensdo deve-se atingir a barra para que ela inicie seu movimento oscilatério sem
comunicar-lhe um impulso inicial no pino de suspensao?

19)*** Na Figura, 11-35 um pequeno bloco de massa m desliza para baixo em uma superficie circular de raio r,
sem atrito, a partir de uma altura h=r e entdo se gruda em uma haste uniforme de massa M e comprimento L.
A haste gira de um angulo 6 em torno do ponto O antes de parar momentaneamente. Mostre que

r/L
T (14 M/2m)(1 + M/3m)l

0 = arccos|1

20)** Uma haste uniforme, fina de comprimento | ¢ massa M pode girar sem atrito, em um plano horizontal em
torno de um eixo vertical passando pelo seu centro. A haste encontra-se em repouso quando uma bala de massa
m, deslocando-se no plano de rotagdo, é disparada contra uma das suas extremidades. Conforme vista de cima na
Figura 11-36, a trajetéria da bola faz um angulo 6 com a haste. A bala se aloja na haste, a qual adquire uma
velocidade angular o, imediatamente, apds a colisdo.

a) Considere as seguintes grandezas do sistema bala + haste: i) energia cinética; ii) momento linear total; e iii)
momento angular total em torno do eixo. Séo elas conservadas?

b) Mostre que a velocidade da bala imediatamente antes do impacto ¢ dada por

_ wl [1+ M]
V= 2 seno 3ml’

Figura 11-35 Referente ao problema 19. Figura 11-36 Referente ao problema 20.
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21) ** Um disco circular uniforme de raio r ¢ colocado sobre uma superficie horizontal lisa. Outro disco idéntico
rodando com velocidade angular @ ¢ cuidadosamente colocado em cima do primeiro. O coeficiente de atrito entre
os discos € . Calcular o tempo necessario para que ambos os discos adquiram a mesma velocidade angular.

y
A
l l
¢ B
0 I X
Figura 11-37 Referente ao problema 15. Figura 11-38 Referente ao problema 22.

22)*** Duas varetas delgadas idénticas de material homogéneo, tém cada uma massa m e comprimento |, estdo
unidas por um pino em A e estdo sobre um plano horizontal polido yx, conforme visto na Figura 11-38. A vareta
AO comega a girar em torno de O enquanto a extremidade B da outra vareta escorrega ao longo de Ox. Qual a
energia cinética do sistema?



CAPITULO 12
ESTATICA

Este ultimo capitulo do livro, além de relativamente simples, tratard de um assunto que esta
presente em praticamente tudo em volta de nds.

E de se esperar, por exemplo, que um prédio ao ser construido tenha estabilidade suficiente
frente a atuagdo da forga gravitacional ou a agdo eventual de fendmenos da natureza, tais
como, a acdo de tempestades ou de tremores de terra. Poderiamos assim comegar nossa
apresentacdo com uma pergunta bem simples: quais sdo as condigOes fisicas para se ter
equilibrio mecénico em sistemas (tais como edificios, pontes, entre outros exemplos),
tratados numa boa aproximag@o, como corpos rigidos?

A resposta a esta pergunta sera respondida ao longo deste capitulo.

12-1 Equilibrio de um corpo rigido

Observado de um referencial inercial, um corpo rigido estara em equilibrio mecénico se
duas condi¢des necessarias e suficientes forem satisfeitas:

i) a resultante das forgas externas seja nula;

ii) o torque resultante em relagdo a um dado ponto arbitrario, seja nulo.

A condicao (ii) foi possivel, pois conforme ja visto na se¢do (10-6), se a resultante das forcas
externas for nula, o torque resultante é independente do ponto em relagdo ao qual ¢é
calculado. Um ponto, em particular, de especial interesse € seu centro de massa.

As equagdes de movimento de um corpo rigido, conforme visto na se¢do (10-6), aplicadas a
situacdo de equilibrio mecanico, sdo

dP I _
dL L
a:Zri=T=0. 12 -2)

A Equagio (12-1) implica que dcy = 0 e a Equagdo (12-2) que o = 0, sendo d a aceleragdo
angular do corpo rigido em relagdo a um eixo passando por um ponto arbitrario do sistema
inercial.

As Equagdes (12-1) e (12-2) formam, em geral, um sistema de seis equacgdes escalares
simultaneas, haja visto que Fe7T, tém cada um, trés componentes cartesianas, uma para cada
direcdo dos eixos de coordenadas. Um caso mais simples, mas que ocorre com frequéncia, ¢
quando as forcas externas forem coplanares (isto é, situadas num mesmo plano). Por
exemplo, imagine situadas no plano xy. Isto implica dizer que os torques sdo paralelos ao
eixo z. Com esta situacdo, uma das equacgdes da forca é eliminada e duas da do torque,
restando, pois, um sistema de trés equagdes, mais simples de lidar com sua solugdo.
Observemos agora as Equagdes (12-1) e (12-2). Verificamos que um corpo rigido em
equilibrio exige que

P=C e L=C,, 12 —2)
onde 61 e 62 sdo vetores constantes.
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Casos importantes

i) Equilibrio estatico

Uma situagdo de grande interesse pratico ¢ quando El = (_fz = 0, ou seja, aquela em que o
corpo esta em repouso, ou nao se move absolutamente, em relagdo a um referencial inercial.
E o equilibrio estatico. A area da fisica que estuda este equilibrio chama-se estatica.
Exemplos nao faltam neste caso: casas, prédios, pontes, etc.

ii)Equilibrio mecanico translacional (517& 0, 5‘2 =0)

Neste caso P # 0, o que implica dizer que o corpo se move com velocidade linear
(translacional) constante. Ndo ha movimento de rota¢do. E o caso de um disco macico se
movendo em linha reta com velocidade constante sobre uma superficie horizontal polida,
como gelo em um rinque de patinagao.

iii) Equilibrio mecanico rotacional (C; =0, C,%0)

Neste caso, ndo ha movimento translacional do corpo, mas um movimento de rotacdo com
velocidade angular constante (I_: = (_fz) O disco macigo s6 roda em torno de seu eixo com
velocidade angular constante, mas sem movimento de translacao.

iv) Equilibrios translacional e rotacional (C,% 0, C,# 0)
Um bom exemplo aqui ¢ o disco deslizando no gelo ao longo de uma reta rodando com
velocidade angular constante em torno de seu eixo.

v) Estabilidade do equilibrio rotacional

De acordo com que ja vimos na se¢do 7-5, c D
existem trés tipos de equilibrio rotacional
para um corpo: estavel, instavel e
indiferente. Um corte transversal vertical
visto na Figura 12-1, mostra uma bola de
gude no ponto A, topo de uma elevacdo. Ao
sofrer um pequeno toque para a direita ela B
ndo mais voltard a sua posicao de equilibrio
em A. Este ¢ o tipo do equilibrio instavel.
Se a bola, no entanto, estivesse em B, um
leve toque a faria voltar sempre para esta
posicdo. Este é o tipo de equilibrio estavel.
Finalmente, a bola na superficie horizontal CD, faz com que ela ao sofrer um pequeno toque
role para a direita, a velocidade constante, sem no entanto, retornar ao ponto C. Este € o tipo
de equilibrio indiferente.

Figura 12-1. Bola de gude em trés possiveis
situacOes de equilibrio: A (instavel), B (estavel) e C
(indiferente).

Paradinha 12-1

As Equagdes (12-1) e (12-2) sdo condi¢des necessarias e suficientes para o equilibrio mecanico e o equilibrio
estatico? Explique.

Paradinha 12-2

Considere um cone sobre uma superficie horizontal plana. Ilustre os trés tipos da estabilidade do equilibrio
rotacional que pode ocorrer com ele.

Exemplo 12-1

Na figura 12-2 uma esfera de massa m = 0,91 kg e raio r = 4,5 cm € mantida em repouso por um barbante
inextensivel e de massa desprezivel presa a uma parede com atrito também desprezivel, a uma distancia | = 10,0
cm acima do centro de massa da esfera homogénea.



CAPITULO 12 - ESTATICA

Calcule:

a) a tensdo no barbante,

b) a forga da parede sobre a esfera.

Solugéo:

a) Isolando a esfera, a Figura 12-2 mostra as
forgas externas atuando sobre ela. Devido a estas
forcas serem coplanares, ou seja, atuam no
mesmo plano x y da Figura 12-2, o problema ¢
bem mais simples de ser resolvido, conforme
veremos logo a seguir.

A equacdo (12-1) aplicada a Figural2-2 nas
diregdes x ey, respectivamente, ddo

12 -3
>X - Tsen8—N=0. )
Y - Tcos6—P=0. 12-4)

Figura 12-2. (a) Esfera suspensa por um fio. (b)
Forcas externas atuando sobre a esfera do Exemplo
12-1.

E facil verificar que

1
J1+tg?e 2+

tgb=r/l e dai cosB =

Da Equagéo (12-4), obtemos
T = mg/cos 6,
€ consequentemente,

_me
Tl

O valor numérico ¢ obtido substituindo pelos dados. Assim

T r2 + [?

_ 091kgx 9,81 m/s?

Tox o V(&5 +1009) x 1072 m? = 979N

b) E facil observar que N ¢ obtido da Equagdo (12-3) e vale
N=mgr/L
Seu valor numérico ¢é

N = 0,91 kg X 9,81 m/s? X 4,5 x 10~2m/ 10,0 X 10~2m) = 4,01 N.

Exemplo 12-2

Uma barra ndo uniforme de comprimento | e peso P esta suspensa
em repouso, na posi¢do horizontal, por dois fios leves
inextensiveis, como visto na figura.
Os angulos 0 e @ sdo conhecidos.
a) Calcule a distancia x da extremidade esquerda ao CM. b) Qual
o valor de x caso a barra fosse uniforme?
Solucao:
a) As forgas externas envolvidas no problema, o peso da barra Pe
as tensdes nos fios, T)g eT, , sdo todas coplanares, o que de novo
torna a solugdo do problema mais simples. Com a escolha das
coordenadas yx mostrada na Figura 12-3, podemos escrever as
equagdes do equilibrio mecanico.
A equacdo do equilibrio translacional quando projetada ao
longo dos eixos x e y fornece

Figura 12-3.

{ZX - Tysen@ — Tgsen®=0. 12 -5)

Y - T,cos@+ Togcos®=P.
% ® P 6 12-6)
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A equacgdo do equilibrio rotacional fornece por sua vez
g
Yr - —Px+ T‘Plsen(E—(p)=0 12-7)
Da Equagao (12-7), obtemos

x = Ty L cos @/P.
Da Equagao (12-5), temos,
__sen®

® " seng 9’

que substituida na Equagdo (12-6), obtém-se

P sen ¢ Psen®

To = sen(0 + @) e To= sen (0 + @)’

Finalmente, o valor de x pode ser obtido, ou seja,
_lsen6cos¢
T sen(8+ )’
b) Caso a barra seja uniforme, 6 = ¢, o que implica da equago acima que

x=1/2,

como esperado.

Exemplo 12-3
7 Suponha um corpo rigido em equilibrio translacional. Mostre, explicitamente,
que se o torque em relagdo a um determinado ponto for nulo, o torque em relagéo
- a qualquer outro ponto também o sera.
’ Prova

) Imagine N forcas externas F; F,, ... atuando em um corpo rigido. Este corpo, por

i i, P hipotese, estd em equilibrio translacional, ou seja,

0 N
Y =
Z Fi = 0 .

x =i 12 -8)

O torque resultante destas forcas em relagdo ao ponto O do referencial inercial

Figura 12-4. Varias forcas !
xyz ¢ dado por

externas atuando no corpo
rigido. S6 a i-ésima forca N -
F; é mostrada para ndo To= Z HixF=0.
sobrecarregar a figura. =
O torque resultante em relagdo a qualquer outro ponto, P, é escrito como

?p =Z(F1_Fp) XFi.
i

Esta equag@o pode ser escrita como

?pzzﬂxﬁi_FpX(z F‘l) ZZ Fix ﬁiZ?o,

i i i

onde usamos a Equagdo (12-8). Se por hipétese Tg = 0, entdo, Tp = 0,V P escolhido,
CQD.

Este problema constitui na realidade o teorema fundamental da estatica

12-2 O centro de gravidade e o centro de massa revisitados

Este assunto foi apresentado pela primeira vez na se¢do (8-1). Vamos agora aprofundar
melhor estes dois conceitos. Consideremos um corpo rigido de massa M. Este corpo pode ser
pensado como composto de um nimero grande de elementos de massa. Assim sendo, seja o
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i-ésimo elemento com massa m;, sujeito a uma forga gravitacional igual a ﬁi = m;g;, sendo
g; o vetor aceleragdo da gravidade na i-ésima posigdo, podendo ela ser diferente para outros
elementos, isto ¢, possivelmente g; # g;, sei # j. E o caso, por exemplo, de objetos de
dimensoes astrondmicas.

Chamamos de centro de gravidade (CG) de um corpo rigido um tnico ponto deste corpo
onde poderia estar aplicada a resultante das forcas que agem sobre os seus varios elementos
de massa sujeitos a um campo gravitacional.

Determinacéo do CG

Em relagdo ao ponto O, origem de um sistema inercial de coordenada x y z, temos as
equagdes de equilibrio mecanico do corpo

z 4

m;
0 \5‘ 0

F

X Y

Figura 12-5. Elemento de massa m;em um Figura 12-6. Forga gravitacional
corpo rigido sob a agao de uma forga resultante F atuando no CG do
gravitacional F;. corpo.

F= )T,
i
?zz?l = Z?iXF’i.

1 1
Usando a defini¢do de CG, também podemos escrever
?:FCG X F:FCGXZFi.
i

Como resultado, obtemos

feg XZ(migi) =ZFixmi§i- 12

1 1

Expressando Tcg e g; como

Feg = Xce X+ Yoo § + Zea2

g = gixX+ gy ¥+ 8,2,

e através de manipulagdes algébricas simples, podemos determinar Xcg, Vcg € Zcg- Com
efeito, substituindo os valores de Tcg e g; na Equagdo (12-9), efetuando os produtos

vetoriais e lembrando-se das propriedades dos produtos vetoriais de versores, visto na se¢ao
10-2, chegaremos apds uma pequena manipulagdo algébrica, a equagao
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Xce Zmi 8iyZ — 8iz¥Y) +VYca Zmi —8ixZ + 8iz %) +ZCGZmi gixy — 8iyX) =
T i i
:zmixi giyZ — gizf’)"‘zmi}’i —8ixZ + gizﬁ)‘l'zmizi gix ¥ — 8iyX).
i i i

Igualando os coeficientes de Z, § e X, respectivamente, chegaremos ao sistema de equagoes
(Bxcg — Aycg = A,
Cycg — Bzcg =B' 12 —10)
AZCG - CXCG = C, ,
onde A= Ym;gy , B=Ymgy , C=XYm;g;, e

= Ym; (X; 8iy — Vi &ix) » B'=Xm; Yyigiz) —Zgiy)e
=Ym; 7 8ix — Xj 8iz) -

Observe que Xcg, Vo € Zcg S0 as incognitas. A solugdo do sistema acima fornece os
valores das coordenadas do CG do corpo em relagdo ao ponto O do sistema de coordenadas
escolhido.

Casos particulares

i) Campo gravitacional uniforme

. . - . .~ . = -
Se o campo gravitacional g ¢ uniforme na regido considerada F; = m; g ¢ consequentemente,
da Equacdo (12-9), podemos escrever

feg X 8 (Z mi) = Z(Fi X m; g) = Z(mif”i X g) = Z(mi ) Xg.
i i i i

M

Usando a defini¢do de CM dada pela Equagio (8-6), podemos escrever
MFCGXE): MFCng - FCG =FCM'
i) Campo gravitacional ndo uniforme atuando ao longo da vertical

Suponha F= Z F; Z m; g;, Z . Usando a Equagdo 12 —9), podemos escrever

I‘CGX zmlglzz - zmlglz rlxz

ou
XcGX +yeo ¥ +2cc2) Xz migiz2=zmigiz XiX+yi§y+zZ)XZ,
' i

ou finalmente,
—Xca ) (i gix) §+Yao ) (Migi) R+ Zag ) (Migir) @ X7) =
i i i
=) (Mig X)F+ ) (i g DR+ ) (i gy 7) (2X7).

1 1 1
O produto vetorial Z X Z = 0 presente em nossa dedug@o indica que os torques estdo em
planos perpendiculares a g e s6 dependem dos versores % e §.
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Igualando os coeficientes de X, e § e notando que Z X Z = 0, obtemos os valores procurados

1
X - o m; i, Xj ’
CG Z ml glz Z 1 ng 1 12 _ 11)
= — m; g: ; .
Yca Z m; gi, Z i 8iz Yi 12 — 12)

Hé uma inderteminac¢do no calculo de z¢g, pois, o termo

[Zcg X m;gi, — X M;gi, Zi), coeficiente de ZXZ =0, poderia
tomar qualquer valor finito, inclusive zero.

Estes mesmos valores poderiam também ser obtidos das Equacdes >
(12-10), (12-11) e colocando 14 gijx = 0 e gy = 0.

O carater relativo do conceito CG torna-o de pouca praticidade na

fisica, exceto em certos casos particulares. Consideramos a

discussdo acima sobre este assunto como suficiente para um curso

de mecanica classica inicial.

Paradinha 12-3

Imagine uma placa suspensa em A (Figura 12-7) por um barbante. Vocé pode Figura 12-7.
propor um método pratico para determinar o CG da placa?

12-3 Exemplos de equilibrio estatico

Nesta secdo vamos dar uma lista de sugestdes para a solugdo de problemas de estatica. Algo
similar foi feito na secdo 4-6 para o uso da segunda lei de Newton. Vamos ilustrar este
mecanismo com alguns exemplos escolhidos.

De novo, esta lista é composta de trés etapas, que devem ser seguidas no processo de solugdo
de problema:

Armacdo do problema
i) Certifique-se que vocé entendeu bem o enunciado do problema.
ii) Identifique todas as forgas externas que atuam sobre cada corpo escolhido.

Solugéo do problema

i) Isolar os corpos

Escolha cada corpo de interesse para a solucdo do problema. Em alguns casos, para
simplificar, o corpo € substituido por um ponto.

ii) Diagrama de forgas de cada corpo isolado

Colocar todas as forgas atuando no corpo. As forcas sdo representadas por setas.

iii) Escolha de um sistema de coordenadas que se pareca mais adequado

Apo6s analisar bem cada diagrama, um sistema de coordenadas deve ser escolhido que
pareca mais adequado, de modo a facilitar a manipulacdo algébrica na solugdo do
problema.

iv) Usar as leis de equilibrio mecénico para cada diagrama, com as forcas projetadas
sobre o sistema de coordenadas escolhido.

v) Resolver as equacdes resultantes.

Discusséo do problema

Ao final da solucdo das equagdes do problema € interessante analisar o resultado. As
unidades estdo corretas? Existe algum resultado particular ou singular que mereca
comentar? Situacdo interessante pode ser obtida e/ou analisada?
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Exemplo 12-4

Na Figura 12-8, que for¢ca minima F, aplicada horizontalmente no eixo de uma roda de raio r e de peso P, a faz
subir um degrau de altura h?

Solugéo:

As forgas externas atuando na roda parada do problema sdo FPe
a normal N. No momento em que uma forca Fé aplicada no eixo
da roda e ela comeca a se erguer, N=0,¢ aparece entdo, uma
forca ndo conhecida F' em O'. Todas as forgas presentes sdo
coplanares.

Um sistema adequado de coordenadas, yOx, estd também
desenhado no diagrama.

O uso somente da equagdo do equilibrio de torque em relagdo ao
ponto O’ deve fornecer a solugdo. Com efeito,

—Fr—-h)+P.x=0,

Figura 12-8. Com aplicacéo da forca
F, aroda comega a se erguer.

onde

x=4r2—(r-h)? = \/h(2r—h)-

Dai obtemos finalmente F, ou seja,

b Jh@r=h)

r—h

Observando o denominador da expressdo acima, vé-se que quanto maior for h, maior serd F, conforme o
esperado.

Exemplo 12-5

o Considere uma barra uniforme horizontal de comprimento L =
4,0 m e peso p = 100N conforme visto na Figura 12-9. Um
bloco de peso P = 200 N estd assentado sobre ela a uma
distancia x de uma parede vertical. Um fio fino inextensivel e
de peso desprezivel sustenta a barra por sua extremidade direita
no ponto B e é preso na parede no ponto C. O angulo entre a
barra e o fio ¢ 6 = 30°. O fio pode suportar uma tensdo maxima
para um valor de X,,,= 1,5 m.
a) Qual o maior valor de T para o fio ndo arrebentar?
b) Na
situacdo  do
item a), qual
a forga F que
a dobradiga
) exerce sobre
Figura 12-9 a barra no ponto
A?
¢) Mostre que a linha de agdo de F aponta para um ponto D,
resultado de sua intersec¢do com o fio, e que projetado sobre a
barra coincide com a posi¢do do CM do sistema bloco + barra.
Solucao:
a) As forgas externas atuando na barra, quando isolada, sdo B, P,

uma forga F que a dobradiga exerce sobre a barra em A, e
finalmente, a tensdo T ao longo do fio, em B. Todas as forcas Figura 12-10 Diagrama de Forcas do

sd0 coplanares. Exemplo 12-5

Um sistema de coordenadas inercial adequado tem a origem

em A, o eixo dos x ao longo de AB e o eixo dos y ao longo de AC. Um diagrama de forcas atuando na barra e no
fio esta representado na Figura 12-10. Tomando o torque das for¢as em relagdo a A, teremos

L
YA = —PXpax — P (E) + Tpaxl sen® =0, 12 -13)



CAPITULO 12 - ESTATICA

onde foi usado a tensdo maxima que o fio pode suportar sem se romper. Desta equagdo podemos obter o valor
pedido para T,

Tmax = [P/2 + P(Xmax/L)]/ sen 6. 12 —14)

Os valores numéricos nos fornece Ty, = 250 N, facilmente calculado.
b) A equag@o de equilibrio translacional é para este caso

D E=p+P+T+F=0, 12 -15)
i

o que fornece as duas equagdes de suas componentes ao longo do eixo dos x e dos y:

¥X = Fy — Tpaxcos6 =0,
2Y > Fy— p+P)+Tpaxsen6 =0,

A solugdo deste sistema nos fornece Fy e Fy:

Fy = [p/2 + P(Xmax/L)] cotg 8, 12 - 16)

Fy =p/2+P (1~ Xmax/L), 12-17)
onde foi usado o valor de T, do item a). A substitui¢do pelos valores numéricos fornece
Fx=216.N e F,=175.N.

¢) O CM do sistema bloco + barra é dado por

1
Xcm = P [PL/2 + P Xpay] -

-
A projegdo do ponto D sobre a barra fornece o ponto D’. Vamos mostrar que F 0
AD’ = XCM- - —
Como efeito, p+P
Yy K 3
tgp = D Ty . 12 - 18) max @
4

Notando da semelhanga dos triangulos ABC e DD'B que Figura 12-11 Poligono de

L CA L Ltgo L — AD te 8 forgas do Exemplo 12-5.
—_—— = =3 = —
L—AaD y M L-ap v y=( )88,

e usando os valores de F, e Fy, calculados no item b),
obtemos da equagdo (12-18), apds uma pequena manipulacdo algébrica que

1
AD' =

pL
ey [7+meax] = XcM

CQD.

O problema sugere um método grafico de solugdo. As
forgas F, Tif)’elg sdo vetores deslizantes com resultante nula, de
acordo com a Equagdo (12-15). Estas forgas formam um poligono
de forcas fechado, conforme pode ser visto na Figura 12-11. O
problema poderia ter sido resolvido graficamente. Este método ¢é
utilizado por arquitetos e em alguns projetos na construgao civil.

Exemplo 12-6

Figura 12-12

Uma esfera uniforme pelo peso P estd em repouso, presa entre dois

planos inclinados de angulos 8; e 6, com a horizontal, conforme mostrado na Figura 12-12. Suponha desprezivel
0 atrito entre a esfera e os planos inclinados. Calcule as forgas que os planos exercem sobre a esfera.

Solucao:

Tomemos o sistema de coordenadas indicado na Figura 12-12. As forgas presentes estdo também mostradas na
figura. A equag@o do movimento translacional projetada nas dire¢des x e y fornece

TC
{zx — —Nj sen 8; + N, cos (E ~0,) =0, 12 - 19)

Y - Nycos®; — Nycos®, —P=0.
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(12 - 20)

A equagdo dos torques em relagdo ao ponto O, fornece

19 - —Pa+ N;b—N,b=0. 12 -21)
Da Equagao (12-19), se obtém

N, =N; sen6; /sen9, ,
que substituida na Equagao (12-20), fornece

N; =Psen6, /sen (8, —6,),
e finalmente,

N, =Psen®,; /sen (8, —6,).

Na solugdo ndo utilizamos a Equagdo (12-21).

Exemplo 12-7

Considere quatro esferas de massa iguais A,B,C,D, cujas coordenadas sdo respectivamente, A (0,0) , B (30. 0)

C (30, 30.), D (0,30.) em unidades u aproprladas As acelerac;oes da gravidade locais sdo respectivamente,
ga=9,80 m/s?, gz = 9,75 m/s gc = 9,72 m/s* e gp=9,78 m/s> , onde o peso de cada esfera é a forga — mg; _sendo
i=AB,C,D.

Qual a posig¢ao do centro de gravidade do sistema? Compare-a com o seu CM.

Solucéo:

Este é um caso de um campo gravitacional ndo uniforme atuando ao longo da vertical tomado como o eixo dos z.
Vamos, pois, usar as Equagdes (12-1) e (12-2) do texto com a ressalva que todas as massas sdo iguais, ou seja,

30. + 30. +
Xge = % = 14,98 u e ygec = % u= 14,9811 )
1 1

sendo Zgi = 39,05 m/s?.

O CG esta situado no ponto (14,98, 14,96) u que estd mais proximo ao CM, situado em (15,15)u. Isto significa
que o CG esta sendo mais proximo a esfera A, que é mais pesada. A coordenada z ¢ arbitraria.

12-4 Estruturas indeterminados

Vimos que as equagodes vetoriais do equilibrio de forgas (ZF) = 0) e equilibrio de torques
Y7 =0) fornecem, cada uma em geral, a equagdes independentes para as componentes,

uma para cada direcdo dos eixos de coordenadas. Para forgas coplanares j& visto nos

exemplos anteriores, o problema se reduz a trés equagoes yi

duas oriundas da projecdo das forgas e uma da projecao dos

torques. No caso geral, um problema para ser resolvido ndo = =

podera ter mais do que seis incognitas e no caso mais |

simples de for¢as coplanares, ndo mais que trés incognitas.

Quando o niimero de incégnitas for maior do que o niimero

de equagdes, estes problemas sdo chamados de

indeterminados. Informagdes adicionais teriam que ser Figura 12-13

dadas para resolver o impasse. Para efeito de ilustragdo,

considere o sistema mostrado na Figura 12-13 onde s6 conhecemos P. Usando as equagdes
do equilibrio mecanico, obtemos

—P+F1+F2:0,

FzXZ_F1X1=O.

Como so P é conhecido, temos duas equagdes a quatro incdgnitas, Xq, X, F; e F,, o que
torna o problema uma estrutura indeterminada.
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Tomando agora o Exemplo (12-5), bastaria que a barra fosse concretada na parede vertical

para impossibilitar a determinacao de T. Verifique vocé mesmo nas equagdes do exemplo.

A razio das dificuldades de resolver tais problemas decorre da hipotese idealizada de corpos
rigidos presentes nas estruturas dos problemas. No caso do Exemplo 12-5, a barra mesmo
concretada a parede, se deformaria com o seu peso € a presenga sobre ela do bloco. Estas
informagdes, no entanto, estdo fora da nossa abordagem do problema e s6 serdo consideradas
em cursos de mecanica aplicada.

12-5 Pausa para descontracao:
Criacdo Artistica e Criacdo Cientifica*

*Ricardo Ferreira (1928 - 2013), Universidade Federal de Pernambuco. Conferéncia realizada na Faculdade de Filosofia
Ciéncias e Letras de Araraquara, Sao Paulo, em 28 de abril de 1972.

No desenvolvimento da Ciéncia ha momentos nos quais uma grande descoberta “estd no ar” como prova o grande

nimero de descobertas simultaneas realizadas por pesquisadores trabalhando independentemente. (There are

moments in the development of science that an important discovery “is in the air”, as is proven by a great number of
simultaneous discoveries made by scientists working independently).

“A arte é uma forma de sentir o universo, a ciéncia uma forma de conhecer o universo .

Anisio Teixeira

Ao compararmos as atividades criadoras associadas a producdo cientifica com os processos de criagdo
artisticos e literdrios, o primeiro contraste que notamos ¢ a antiguidade dos segundos quando comparados com o
carater relativamente recente da atividade cientifica. Manifestagdes claras de estonteante capacidade artistica
criadora sdo, por exemplo, as pinturas encontradas nas cavernas de Lascaux, de Altamira, e de muitos outros
lugares do Sudoeste europeu, ¢ que datam até de 40.000 anos. Podemos mesmo dizer que atividades que
classificariamos como artisticas sdo velhas como a propria existéncia humana na Terra. Em contraste, Ciéncia tal
como a entendemos atualmente, existe apenas ha menos de 400 anos, o que representa uma fragdo menor do que
1/15 da Historia da Civilizagdo. Para alguns pode parecer que estamos adotando um critério muito estreito sobre o
que entendemos por Ciéncia. Pois ndo estamos pondo de lado civilizagdes como a da Grécia ¢ da China? Para
justificar nosso ponto de vista, vejamos como definimos o método cientifico. Ciéncia ¢ o empreendimento
humano para compreender a Natureza. Esta compreensdo ¢ alcancada através de interacdo entre consulta a
Natureza (experiéncia) e formagdo de modelos mentais que racionalizam os fenomenos (teoria). Este conceito
distingue claramente Ciéncia da Tecnologia, que representa o esforco humano para controlar a Natureza. Por
razdes bem analisadas por Farrington, no caso da Grécia, e por Needham, no caso do Império Chinés, ndo foram
essas civilizagdes capazes de criar o método cientifico. Mesmo Copérnico, cujo 5° centendrio do nascimento
comemoramos em 1973, pertence ao periodo anterior a Revolugdo Cientifica. Kepler nasceu em 1571, representa
ainda o que Koestler chamou tdo aptamente de “Divisor das Aguas” (Watershed) entre a fase pré e pos-cientifica.
A Revolugdo Cientifica ¢ um acontecimento historicamente tdo nitido quanto a Reforma, o [luminismo ou a
Revolugdo Industrial. Teve lugar em alguns paises da Europa Ocidental, durante a primeira metade do século
XVII com Galileu, Pascal, Huyghens ¢ os homens do “Colégio Invisivel” de Oxford e Londres, mais tarde
reunidos na Royal Society e cujo porta-voz supremo foi Newton.

Esta tardia apari¢do do Método Cientifico comparada com o antigo desenvolvimento das Artes, ndo foi
o fruto apenas de modifica¢des na estrutura social e econdmica da Europa, mas exigiu de parte dos seus pioneiros
uma mudanga radical nos processos mentais. A chamada Ciéncia dos antigos, codificada por Aristoteles e
revivida pela Renascenca, ¢ basicamente uma Ciéncia dos sentidos, do bom senso. E exatamente por esta razdo, ¢
por terem sido incapazes de construir modelos mentais abstratos suscetiveis de serem testados pela experiéncia,
que os gregos antigos e seus seguidores peripatéticos falharam nas suas pretensdes para entender a Natureza.
Quando comparamos os edificios publicos de Atenas com as rudes igrejas cristds do X° ao do XX° século A.D. da
Europa Ocidental, quando lemos Soéfocles e Euripedes e os comparamos ao Teatro Medieval, ¢ impossivel ndo
concordar que o termo “Renascen¢a” ¢ apropriado para descrever as obras de Giotto, Dante, Petrarca e
Leonardo. Nas Ciéncias, ao contrario, tudo teve que ser criado pela primeira vez, num verdadeiro nascimento do
espirito de investigagdo cientifica.

A experiéncia diaria nos diz que os objetos pesados caem mais rapidamente do que os leves. Assim
também, um ciclista pedalando com a forga constante faz a bicicleta correr a velocidade constante e se o ciclista
cessa de pedalar a bicicleta eventualmente para. De observagdes como essas se criou a Fisica de Aristoteles: os
corpos caem com velocidades proporcionais as suas massas; uma for¢a constante atuando sobre um corpo produz
um movimento uniforme. Pode-se fazer subir a 4gua de um pogo por meio de uma bomba aspirante, logo a
Natureza tem horror ao vacuo. Foi preciso um salto mental radicalmente novo para se perceber que um corpo
tende a conservar o seu estado de repouso ou movimento a menos que sobre ele atue uma for¢a e que, portanto,
ndo fossem as forgas de atrito, uma bicicleta posta em movimento continuaria a se mover com velocidade
constante (lei da inércia). Da mesma maneira foi necessario o génio de Galileu para perceber que se abstrairmos a
resisténcia do ar, todos os corpos caem com a mesma aceleracdo e que, portanto, percorrem espacos iguais em
tempos iguais (lei da queda dos corpos). Um pedago de madeira atirado da borda de um navio em movimento cai
na agua atras da posicao do observador, mas Galileu criou um modelo mental que lhe permitiu perceber que se
eliminarmos a resisténcia do ar, o pedago de madeira tendo a mesma velocidade que o navio no sentido do avango
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deste, caird na agua num ponto situado na vertical em relagdo a posi¢do do observador (lei da composicao dos
movimentos). Galileu criou assim toda uma Ciéncia da Dindmica dos corpos em movimento. A pergunta
fundamental do seu continuador, Newton, foi se as leis da Dindmica se aplicam ao movimento dos astros. O
movimento dos planetas é descrito pelas leis descobertas por Kepler, que traduzem os resultados das observagdes
de Tycho Brahe. A pergunta genial de Newton ndo foi por que caem as macas, mas por que uma rocha gigantesca
como a Lua também ndo cai? A resposta correta s pode ser alcangada aplicando-se a lei da composicdo dos
movimentos de Galileu a0 movimento da Lua. Em relagdo a um plano tangente a sua trajetoria, a Lua cai
constantemente em direcdo a Terra, mas sua orbita resulta da composi¢do deste movimento com o movimento
tangencial a trajetoria. A solugdo newtoniana do problema do movimento dos corpos celestes exige um modelo
mental totalmente inexistente antes da Revolugao Cientifica.

A criagdo artistica, ao contrario, depende muito dos sentidos e muito menos de modelos abstratos. Um
pintor ndo pode ser pouco sensivel as luzes, tons e formas do mundo exterior. Os grandes escritores transmitem-
nos cores, sons e cheiros do mundo onde se movimentam suas personagens: O sol da Argélia em “O estrangeiro”
de Camus, o rocar das folhas secas pisadas pelos sapatos de Madame Bovary. Em recente entrevista, Robert
Graves, o grande poeta e escritor inglés, diz que nas artes todo poder criador vem das glandulas de secregdo
interna, ou, melhor dito, da interagéo das glandulas com o mundo exterior. A conclusdo de Graves, de que esta ¢ a
razdo pela qual os cientistas sdo maridos e amantes incompetentes, parece-nos pecar a partir da premissa, mas
pouco duvidamos que se um menino de Praga tivesse tido um pai menos autoritario jamais teriamos ouvido falar
de Kafka. Assim também, podemos 14 imaginar Jorge Amado escrevendo “Gabriela” longe da Bahia, ou
Dickens afastado da Londres do século XIX? Mesmo os artistas mais introvertidos dependem fundamentalmente
das situagdes humanas que sentem ou observam. E impossivel, por exemplo, imaginar Proust fora da Franca.

Cabe aqui, talvez, um depoimento pessoal. Quando Ernesto Silva* faleceu, em outubro de 1970, tentei
colocar no papel algumas reminiscéncias deste grande educador quimico e amigo intimo. Estava entdo residindo
numa pequena cidade universitaria do meio-oeste americano. E o “momento de retorno” de que nos fala Edmund
Blunden no seu “Undertones of war” nido me ocorreu. As folhas cairam das arvores copadas de vermelho e
amarelo; a neve cobriu de branco os telhados e caminhos, os prados cobriram-se de verde; os dias longos
chegaram, perdendo-se nas noites em crepusculos aveludados. Nao consegui escrever uma linha sequer. Mas, de
volta ao Recife, e mesmo na confusdo da chegada, em poucos dias tracei o perfil de Ernesto Silva num retrato de
memoria. Este € o tipo de dependéncia emocional e afetiva que jamais conheci em relagdo a criagdo cientifica.

A dependéncia da criacdo cientifica em relacdo ao meio fisico e social ¢ de natureza bem diversa.
Tendo morado os primeiros trinta anos da minha vida em regides tropicais, ¢ observado as nitidas manifestagdes
da eletricidade estatica no inverno americano, percebi claramente que os fendmenos elétricos jamais poderiam ter
sido descobertos as margens do Capibaribe. Theodor Benfey, que ¢ professor de Quimica e Historia da Ciéncia
no Earlham College, sugeriu que a descoberta da pdlvora pelos chineses foi condicionada pela existéncia de
grandes jazidas de nitratos na China.

A Ciéncia ¢ também, muito mais do que as Artes, uma atividade social. Os grandes cientistas sdo
aqueles que, num dado estagio de desenvolvimento, formulam perguntas significativas que podem ser
respondidas com os recursos técnicos do cientista ¢ da época na qual vivem. Assim ¢ que a Ciéncia real, distinta
da Ciéncia contida nos livros, tem muito de artesanato. Como todo conhecimento artesanal, seja a ceramica ou a
arte de abrir os cofres, na pratica da Ciéncia ha muito do que Polanyi chama de conhecimento tacito. Ciéncia
aprende-se vendo-se fazer e fazendo-se Ciéncia, e todo trabalho cientifico depende da colaborag@o de um grande
nimero de pessoas, vivas ou mortas, que nos precederam ou que caminham ao nosso lado.

O processo de criagdo cientifica nada tem de ldgico ou dedutivo. Os livros de texto naturalmente
desenvolvem seus topicos de maneira logica e harmoniosa. Os trabalhos originais, antigos ou monografias,
mostram apenas os resultados bem sucedidos, os progressos alcangados. Muito diferentes foram os caminhos do
investigador. Richard Willsttiter, na sua comovente autobiografia, “Out of my Life”, compara o progresso
indicado num artigo com uma viagem de trem entre duas cidades. O cientista, contudo, percorreu muitos atalhos e
veredas, parou para ver aqui uma rocha, adiante um remanso, perdeu-se num cipoal na floresta, sentiu a beleza da
aurora nas montanhas. Se isto era verdade nos tempos de Willsttéter, nos comegos do século, hoje em dia, numa
época em que circulam 100.000 periddicos especializados e cujo niumero duplica cada 15 anos, podem dizer que
o0 progresso descrito num artigo ¢ como uma viagem em avido a jato. Em épocas menos recentes, contudo, era
possivel ao cientista descrever todas as pistas, falsas e frutiferas, encontradas durante a investigagdo. Nestes
casos, como por exemplo, no de Kepler, pode-se ver como foi a intui¢do, e raramente processos logicos, que
levou a descoberta de novos fatos ou generalizagdes. Duzentos anos atrés, Joseph Priestley, felizmente tdo prolixo
nos seus escritos, dizia que se os cientistas escrevessem “engenhosa e analiticamente, e ndo de maneira sintética”,
veriamos quanto devemos a intui¢do. Em tempos recentes, Pauling descreveu como chegou a sua Teoria de
anestesia geral e Martin Kamen contou sua descoberta do carbono-14.

A leitura dessas reminiscéncias confirma tudo que Priestley escreveu. O momento da intui¢do, quando a
pessoa sabe a resposta correta a indagagdo antes de ter a prova da mesma, é de intensa alegria intima que a
poucos ¢ dado sentir. Mas seja dito que os instantes nos quais a vida parece queimar como palha seca estd no
campo das relagdes afetivas e abertos a todos. Sio momentos como aquele em “Aguas de Primavera”, quando
Sanin recebe a carta de Gemma, decorrido trinta anos de separacdo. Como diz Turguienev, “ndo ha expressoes
que traduzem bem tais sentimentos; sdo mais profundos, vigorosos e indefinidos que qualquer palavra. S6 a
musica poderia traduzi-los”.

*Famoso quimico pernambucano
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A criagdo artistica difere ainda da criagdo cientifica pelo seu carater Unico, individual. Este foi um
ponto levantado por Erwin Chargraff, quando das controvérsias suscitadas pela publicagéo do livro “The Double
Helix”, no qual James Watson conta a historia da descoberta da estrutura do DNA e de suas implicagdes
genéticas.

O que Chargraff chama a atengdo ¢ para o fato de que, por exemplo, se Tolstoi tivesse morrido na
Guerra da Crimeia o mundo ndo conheceria “Guerra e Paz”. Podemos mesmo ir além e dizer que, se Machado de
Assis tivesse morrido cedo, Capitu ndo teria traido Bentinho. Mas ¢ evidente que, se Newton tivesse morrido em
crianca, como predito pelos médicos, algum outro cientista, provavelmente Hooke, teria descoberto a lei da
gravitacdo antes do fim do século XVII.

No desenvolvimento da Ciéncia ha momentos nos quais uma grande descoberta “esta no ar”, como
prova o grande niimero de descobertas simultineas realizadas por pesquisadores trabalhando independentemente.
O espago de manobra do cientista ¢ muito mais restrito do que o do artista, e um atraso de poucos dias em
publicar os resultados pode ser fatal em certas areas competitivas. Disto resulta da parte do cientista uma hiper-
sensibilidade em relagdo aos problemas de critério e prioridade. E uma situagio menos critica nos circulos
artisticos e literarios, onde o proprio carater unico da producdo do artista torna a duplicagdo virtualmente
impossivel.

A importancia de um trabalho cientifico pode ser determinada por critérios muito mais objetivos do que
no caso da criagdo artistica. Uma teoria incorreta faz predigdes erradas. Uma experiéncia mal descrita ou mal
executada ndo pode ser reproduzida.

Ser honesto em Ciéncia realmente paga a pena. Isto ndo quer dizer que critérios subjetivos e fatores
pessoais ndo entrem na avaliagdo dos trabalhos cientificos da hora presente. Mas, eventualmente chega-se a uma
“consensus” sobre a validade e importancia de um trabalho cientifico.

Parece-me que os critérios de avaliagdo artistica sdo muitos mais subjetivos. O critério supremo ¢é, sem
duvida, fornecido pela passagem do tempo. Pode-se por em duvida que o desconhecido autor de Vénus de Milo
era um escultor de génio? Pode-se duvidar da grandeza de Goya quando se visita 0 Museu do Prado? Mas, como
podemos julgar o valor dos quadros do Sr. Gilberto Freyre? Mesmo na criagdo cientifica hé critérios, como a
elegancia e a sobriedade, que sdo dificeis de julgar objetivamente. Einstein afirmou que questdes de elegancia
dever ser deixadas para alfaiates e decoradores. Mas hé casos de cientistas que escrevem e usam a Matematica
com uma elegancia que salta as vistas. Alguns espiritos polivalentes, “harmoniosas multiddes humanas”, como
diz Carl Van Doren em relagdo a Franklin, conseguem atingir niveis cientificos e literarios igualmente altos. O
que talvez indique que a capacidade criadora cientifica e senso estético ndo sejam atividades mentais mutuamente
antagonicas.

Post-scriptum

A andlise dos desenhos e anotagdes de Leonardo da Vinci indica que ele possuia um sentido de visdo
anormalmente agudo. Suas descri¢des de um papagaio de papel em voo incluem detalhes que s6 se tornaram
conhecidos com a fotografia estroboscopica. Costuma-se dizer que, apesar desses seus dotes extraordinrios,
Leonardo ndio pode ser considerado um cientista, no sentido em que Galileu o foi. E possivel, contudo, que
Leonardo ndo tenha criado o método cientifico exatamente porque tinha os sentidos por demais agugados! Nao
que os cientistas devam ter os sentidos embotados. Mas um cientista ndo pode ser dominado pelos sentidos: ele
precisa ir além das sensagdes se quiser analisar o essencial dos fendmenos. Considere-se 0 movimento aparente
do Sol. O sentido da vista nos diz que o Sol gira em torno da terra de leste para oeste. E preciso ir contra nossos
sentidos para afirmar que ¢ a Terra que gira no espago, produzindo o movimento aparente do Sol. Mas Copérnico
chegou a esta conclusdo porque o conjunto dos movimentos de rotagdo e translagdo da Terra, explicava melhor
do que o sistema geocéntrico, o0 movimento dos planetas em relagdo as estrelas fixas, e este ¢ um fendmeno
celeste muito mais sutil do que a sucessdo dos dias e das noites. O poder de observagdo foi, portanto muito
importante para Copérnico.

Os naturalistas também devem ser dotados de um grande senso de observagdo. Darwin, por exemplo,
era um naturalista muito perspicaz. Mas, fosse ele somente isto e estaria hoje tdo esquecido quanto outros grandes
naturalistas, alguns, como os seus compatriotas Bates e Lubbock, reconhecidamente mais agucados do que
Darwin. A grandeza deste residiu em, atento para a diversidade das espécies, formular um modelo mental que
racionaliza sua secessdo no tempo e no espacgo. A grandeza de Darwin esta, alias, refletida em outros aspectos da
sua vida. Teve ele a perfeita intuicdo de que os processos de sele¢do natural ndo se aplicam as comunidades
humanas, permanecendo “antidarwinista” nas ciéncias sociais. Isto ficou comprovado, por exemplo, no seu
decidido apoio aqueles que combatiam o Governador Eyre da Jamaica, pelas atrocidades por ele ordenadas
quanto da revolta de 1865. Neste ponto, Darwin diferiu vigorosamente de outros cientistas seus amigos, como
Tyndall, que consideravam como o dever de sociedade branca “dar uma licdo” nos rebeldes de pele mais escura.
Darwin morreu exatamente antes dos assassinatos do Parque Phoenix, em Dublin, que dariam a questdo irlandesa
o carater violento que se prolonga até os dias de hoje. Mas tudo faz crer que teria sido partidario inconteste da
politica pro-Irlanda de Gladstone, no que pese o anticientifismo religioso deste grande homem. Reconhecer os
limites de aplicagdo de uma teoria é também um processo mental caracteristico do método cientifico.
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Material extra-curricular sugerido

A Dupla Hélice

James D. Watson, Editora Gradiva Publicagdes, 2012.

A Odisseia dos bastidores da descoberta da molécula DNA, ilustrando de perto,um processo de criagdo
cientifica.

Resumo

e  Equilibrio mecanico

As condigdes necessarias e suficientes para um corpo rigido estar em equilibrio mecanico em relagdo a um
referencial inercial sdo as seguintes:

i) A forca externa resultante que atua sobre o corpo deve ser nula, ou seja,

F= Zl_fi =0. (equilibrio translacional)
i

ii) O torque externo resultante, em relagdo a qualquer ponto, deve ser nulo, ou seja,

7= Z % =0. (equilibrio rotacional)

i
e Equilibrio estatico

Neste caso, o corpo estd em repouso, sem movimento de translacdo nem de rotagdo em relacdo ao referencial
inercial.

Atencao:
Se as forcas externas forem coplanares e situadas, por exemplo, no plano Xy, devemos ter para o equilibrio
translacional

Fy=0 e F,=0.
Neste caso, os torques sdo paralelos ao eixo z.

e Centro de gravidade

A forga gravitacional que atua sobre um corpo ¢ a soma vetorial das forgas gravitacionais que atuam sobre todos
os elementos de massa que o compdem. Esta tinica for¢a pode ser pensada como atuando em um unico ponto,
chamado Centro de Gravidade (CG) do corpo.

Atencao:
Se a aceleracdo da gravidade for a mesma para todos os elementos de massa do corpo, entdo CG = CM.

e  Estruturas indeterminadas
Sdo estruturas mecanicas onde o nimero de equagdes disponiveis para sua descri¢do ¢ menor que o nimero de
incognitas.

Questdes conceituais

1) Escolha a opgéo correta:

As equagdes Y F; =0 e YT, = 0 sdo condigdes

a) necessarias e suficientes so para o equilibrio estatico.

b) necessarias e suficientes s6 para o equilibrio mecanico.

¢) necessarias, mas nao suficientes, para o equilibrio mecanico.

2) Das afirmagdes abaixo, apenas uma esta correta. Assinale esta op¢ao:

a) Dado um ponto em equilibrio sob a agdo de trés forgas, qualquer uma delas ¢ resultante das outras duas.
b) A resultante de duas forgas é sempre mais intensa do que qualquer uma das componentes.

¢) O ponto de aplicacdo de uma forga num corpo rigido pode ser deslocado ao longo de sua linha de acéo.

3) Um corpo rigido se desloca horizontalmente em linha reta de A para A’ sob a agdo de uma forca F. De um
ponto fixo O, fora da trajetoria AA’, um observador verifica que em A 0 momento desta forga, em relagdo a ele é
T. Qual serd o momento desta forga quando o corpo atingir A’?

4) Um corpo esta sob a a¢do de trés for¢as. Assinale a afirmagao correta:

a) Este corpo estara em equilibrio se estas forcas forem necessariamente concorrentes.
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b) Para que o corpo esteja em equilibrio estatico, ¢ somente necessario e suficiente que o torque externo
resultante sobre o corpo, medido em relagdo a um ponto qualquer, seja zero.
¢) Para afirmar alguma coisa precisamos de mais dados sobre as forgas.

5) Falso ou verdadeiro:

Sdo dados uma barra CD rigida, uniforme e delgada, de peso P, que pode ser suspensa por dois fios de
comprimentos diferentes, flexiveis, inextensiveis e de pesos despreziveis, conforme mostrado em dois arranjos,
(a) e (b), da Figura 12-14.

i) Na posi¢ao de equilibrio, P e as tensdes nos fios, sdo trés forgas concorrentes e coplanares;

ii) A barra pode permanecer em equilibrio no arranjo (a).

iii) Se no arranjo (b), o CM se apresentar na posi¢do mais baixa possivel, esta ¢ a situag@o de equilibrio estavel.

A B A B

ol
ol

(@ (b)

Figura 12-14 Referente & Questéo 5.

6) Falso ou verdadeiro:

Na montagem da Figura 12-15 o fio que sustenta a massa m, ¢
paralelo ao plano inclinado e o que sustenta a massa m; ¢é
normal ao referido plano inclinado. Os fios sdo flexiveis,
inextensiveis e de pesos despreziveis. Despreze atritos. Quando
cuidadosamente se remove o plano inclinado, ndo se verifica
deslocamento do carrinho C de massa m!

Isto ocorre em parte por que:

pm<m e mpy <m?

il) m=m; + m,?

iii) A tensdo no fio que vai a massa m; equilibra a componente
do peso do carro normal ao plano inclinado?

7) Uma roda gira a velocidade constante @ em torno de um eixo ~ Figura 12-15 Referente & Questéo 6.

fixo. Ela estd em equilibrio mecanico, pois nenhuma for¢a ou

torque externo atuam nela. Sabemos que cada particula que a constitui esta sujeita a aceleragdo centripeta dirigida
para o eixo de rotagdo. Como a roda pode ser considerada em equilibrio?

8) Falso ou verdadeiro:
Um corpo se move em linha reta horizontal aceleradamente. Assim sendo,

a) O torque em torno de um ponto qualquer sera nulo, se for nulo em relagdo a um ponto adequadamente
escolhido;

b) O torque em torno de qualquer ponto ndo sera nulo;
¢) O corpo ndo esta em equilibrio mecanico.

9) Como explicar que uma pessoa sentada em uma cadeira,
com suas costas retas na vertical, ndo possa levantar-se sem
antes se inclinar para frente?

10) Falso ou verdadeiro:

Considere uma carroga uniforme, tipo prancha, de massa m e
base horizontal quadrangular de lado |, conforme vista lateral na
figura. Ela estd parada em equilibrio em uma superficie plana
horizontal.

a) E possivel se determinar a for¢a normal externa atuando em cada um dos quatro pneus.

b) No caso da for¢a normal em um dos pneus ser conhecida, ¢ possivel conhecer as demais nos outros pneus.

¢) Se esvaziarmos um dos pneus e alterarmos a pressdo em outro pneu, mantendo a carroga em equilibrio, ¢
possivel conhecer as forgas normais anteriores atuando nos pneus.

Figura 12-16 Referente & Questao 10.



CAPITULO 12 - ESTATICA

Problemas

* oy dkk O numero de estrelas indica o nivel de dificuldade do problema

1)* a) Qual a for¢a F, formando um angulo o com a
horizontal, para cima, necessaria para arrastar uma caixa
de peso p com velocidade constante, ao longo de um plano
horizontal, se o coeficiente de atrito entre a caixa e¢ o
assoalho é p?

b) Considere agora o angulo o abaixo da horizontal. Qual o
valor de F?

¢) Supor que a forga se inclina de um angulo cada vez
maior. Qual o dngulo além do qual ndo é possivel empurrar
a caixa ao longo da superficie, por maior que seja a forga?

2)* Um bloco cubico uniforme tem aresta a = 0,70m e pesa
P =500 N. Ele estd em repouso sobre um assoalho liso, Figura 12-17 Referente ao Problema 3.
encostando uma das arestas inferiores, AB, em um trilho

paralelo a ela e de altura acima do assoalho desprezivel. Que altura minima acima do assoalho deve ser aplicado
no bloco uma forca horizontal de F =350 N para fazé-lo comecar a girar em torno da referida aresta?

3)* A figura 12-17 mostra uma barra horizontal uniforme de peso p = 500 N presa por um cabo inextensivel e de
peso desprezivel a uma parede vertical, suspendendo uma caixa de peso P = 1000 N. A barra estd presa ao solo
por um pino e forma uma angulo a = 60° com a horizontal. Qual a tracdo no cabo e a forga na barra em sua
extremidade inferior?

4)* Uma particula de massa m ¢ suspensa em equilibrio por dois fios inextensiveis de comprimentos a ¢ b, presos
nos pontos A e B, os quais sdo separados por uma distancia c. Ache a tensdo em cada fio.

5)* Uma barra delgada metalica, uniforme e flexivel, ¢ colocada horizontalmente de modo a ter seu ponto médio
fixo e suas extremidades amarradas, bem justas, por um fio que ¢ puxado em seu ponto médio pela for¢a de um
arqueiro, de modo que a barra se torne um arco. Qual o dngulo deste arco quando a tensdo em cada metade do fio
ficar igual a forga exercida pelo arqueiro?

6) * Na Figura 12-18 AB ¢ AC sdo fios inextensiveis e de pesos despreziveis presos no teto CD e na parede BD
em C e B respectivamente. Um peso P ¢ suspenso em A. Os fios fazem angulos 0, e 6, com a parede e o teto,
respectivamente. Calcule as tragdes T e T, nos fios.

C

m

Figura 12-18 Referente ao Problema 6 Figura 12-19 Referente ao Problema 7

7)* Na Figura 12-19 calcule a forga F necessaria para que a massa m esteja em equilibrio sobre o plano inclinado

se: a) o plano ¢ liso; b) o plano tem coeficiente de atrito 11.8)* Na Figura 12-20 a massa m ¢ suspensa por um fio

inextensivel de peso desprezivel. Ela € puxada para a direita por outro fio AB tal que AO faga um angulo o com a
vertical. Ache a tensdo em cada fio.
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9)** Um peso P é suspenso por trés fios inextensiveis de pesos despreziveis e mesmo comprimento |, preso a trés
vértices de um tridngulo equilatero horizontal de lado a. Ache as tragdes nos fios.

Figura 12-20 Referente ao Problema 8. Figura 12-21 Referente ao Problema 11.

10)** Um barra uniforme de massa m esta encostada numa parede vertical e apoiada num assoalho horizontal.
Despreze atrito. Na base ela esta amarrada por um fio inextensivel de peso desprezivel a base da parede. A barra e
fio formam um angulo o entre si. Calcule a tensao no fio.

11)** Na Figura 12-21, OA = a e OB = b sdo barras delgadas uniformes, conectadas em O tal que o+ = 90°. O
sistema esta suspenso em O, estando AOB num plano vertical. Determine os angulos a e B para que ocorra
equilibrio no sistema.

12)** Conforme mostrado na Figura 12-22,uma bobina de massa M consiste de um cilindro interno de raio r,
preso concentricamente por duas rodas macicas, cada uma de raio R > r. Ela é colocada sobre um plano inclinado
em que pode rolar sem deslizar. Uma massa m estd suspensa por um fio inextensivel e de peso desprezivel,
enrolado na bobina. Qual deve ser o angulo 0 de inclinagdo do plano inclinado com a horizontal para que o
sistema esteja em equilibrio estatico?

13)** Duas escadas de comprimentos b = 3,0 m e ¢ = 4,0 m, respectivamente, estio articuladas por um pino em A
e amarradas entre si por um fio inextensivel e de peso desprezivel, a uma altura h = 0,50m acima dos solo
horizontal, conforme visto na Figura 12-23. As escadas s@o uniformes ¢ pesam pc =40 N ¢ pg =30 N ¢ t€ém os
seus CM no meio de cada uma. Desprezando o atrito no assoalho, calcule a tragdo no fio quando uma carga de

P =90 N estiver suspensa no ponto A.

®

Figura 12-22 Referente ao Problema 12 Figura 12-23 Referente ao Problema 13

14)** Um cilindro de massa m e raio r, estd encostado em um degrau, de altura h conforme mostrado na Figura
12-24. Uma forga horizontal F ¢ entlo aplicada no topo do cilindro, que

-

continua em repouso. F

a) Calcule a forca normal exercida pelo piso sobre o cilindro.

b) Calcule a forga horizontal exercida pela borda do degrau sobre o cilindro

¢) Idem para a componente vertical da forga.

d) Qual a for¢ca minima l_fmin que fard o cilindro rolar sem escorregar sobre o
degrau?

15)*** Empilham-se n tijolos, idénticos e uniformes,cada um de formato Figura 12-24 Referente
retangular e de comprimento a , sobre um assoalho horizontal. Qual é a ao Problema 14
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distancia horizontal maxima entre as extremidades do tltimo e do primeiro tijolo para a qual a pilha ndo desabe?
(Sugestdo: considere as condicoes de equilibrio, sucessivamente, de cima para baixo).

Figura 12-25 Referente ao Problema 15

Figura 12-26 Referente ao Problema 16

16)*** Um cubo de densidade uniforme e aresta a € equilibrado sobre uma superficie cilindrica de raio r >> a,
como visto na Figura 12-26. Suponha que o atrito seja suficiente para evitar o deslizamento. Mostre que a

.~ 151 . 1
condi¢@o para haver equilibrio do cubo é r> Ja

17)* Quatro baldes de pesquisa A, B, C e D, idénticos ¢ de mesma massa,
estdo em um dado instante, a uma mesma altitude. Eles estdo sendo
utilizados para medir possiveis variagdes da aceleragdo da gravidade em
regido com alto teor mineral. Cada baldo ¢ caracterizado pelas suas
coordenadas (em km) e a aceleragdo da gravidade medida. Sao eles:

A (0,0) com g4 = 9,80 m/s*, B (30,0) com gg = 9,75 m/s>, C (30,30) com
gc= 9,72 m/s’ e finalmente, D (0,30) com gp = 9,78 m/s’. Desprezando
efeitos da curvatura da Terra, calcule para o sistema formado pelos quatro
baldes: a) o0 seu CM; b) o seu CG.

» (k)
3009 ------------------ oC
4B
A 30 x (km)

Figura 12-27 Referente ao
Problema 17.



Respostas (Questdes Objetivas e Problemas)

Capitulo 1

Questbes Conceituais

1) Sim. 2) a) 48000 kcal; b) 9,6 kg 3) a) Nao; b) A geometria euclidiana ndo seria uma teoria (cientifica)
valida em todas as situagdes.

Problemas

1) a) Sim (a velocidade do carro ¢ 90 km/h, enquanto a velocidade méaxima permitida, incluindo a tolerancia
do 20% do radar, ¢ de 88 km/h); b) Sim. 2) 2,5 x 10~° 3) a) 14.400 ml; b) 1.440.000.000 ml ou 1,440 kl 4)
a) 7,6 dias; b) Sdo necessarios 4 anos 5) a) 1,85 m/passo; b) 22,680 passos 6) a) 160h; b) 9.600 dias ~ 26
anos e 4 meses. 7)0,419 m3 =419 | (Obs.: Segundo o Wolfram Alpha, o volume médio do corpo humano é
de 66,4 | e, portanto, o didmetro médio para uma célula humana deveria ser a algo em torno de 5 a 6 micro
metros. Por, exemplo, as células vermelhas do sangue tém um didmetro médio de 7 micro metros). 8) 252
min 9) 1600 h 10) 1 latinha 11) a) 5 trilhdes ou 5 x1012 folhas; b) 8,3%10712 mol 12) LT 2

Capitulo 2

Questbes Conceituais

1) Sim. Basta que a inclinag@o da tangente a curva v X t decres¢a continuamente para a = dv/dt diminua 2)
Entre 2 e 2,5 s. 3) a) Falso; b) Verdadeiro; ¢) Verdadeiro.

Problemas

1
Z)ﬁznxﬁ 3)a)x(4) = 24m; b) Ax = 24m;c)v =8m/s; d)
v T 7 v Ty,
v(t) =2 — 6t +3t?; e) a(2) = 6 m/s?4) a) t = 20s; b) x,(20) = 300m 5)v, — vy = m/
56) A)vnin = 10,5m/s; b) v = 17,5m/s 7) a) ver figuras;b) xq; c)a(t) =
—k%xye *t; d)a(t) = —kv(t) 8) a) a = —5m/s?; b) v(4s) = 20m/s 9) vpg, =
2m/s 11) 0,55 12) a) 44m; b) ver figura 16) h = 18,5m 17) 309m
(r) )

4 A a(r)
A

kg

3.
Ko

2

> _A':\.VN

Figuras do problema 7

a(t)
A
2 A
4 8 10 12 ¢t
B, Fo b S

Figura do problema 12
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Capitulo 3
Questbes Conceituais

1) Nio, pois cosf, = v/vy < 1.2) a) Ndo.Mesmo com v = constante,a, = —v?/r # 0 e portanto,

a # 0;b) Sim; v crescente implica w crescente, pois w? = w3 + 2a 6. 3) a) A; b)E; c)f; d)ff.

Problemas

1) a) 2t\/aZ + B2 ; b)2\/a? + B2 2)[0,15.] L =19a)y=-(L)x% b)i®) = az-
2Pty ;

d=—2B9; c)<¥>= ak — Bty 5)4,0 km/h? 6)60°7)a)2vV5 s.; b) 40v/5 m; c) 20/6m/s e

2v sen(6,—6,) ;o
?cos@l+cosez 10) r/h" = 1/2.

11)1,14 m/s. 13) a) 1,0 rd/s ; b) 9,22 m/s? 14) v/2 15) 5,39 m/s? 16) a) 90° entre a diregdo do
fluxo do rio e a direcao norte; b) Deve nadar a um angulo de 120° com a dire¢do do fluxo do rio.
17) 45,87 m. 18) 857 km/h 19) 59°20) 1,6 m/s2.

Capitulo 4

Questbes Conceituais

1) Nao.No segundo caso, a for¢a é Fm,; /(m; + m,). A diferenca ¢ devido a resisténcia inercial a
transmissdo da forga. 2) O resultado é o mesmo. 3) Ndo. Outras informagdes sdo necessarias para se

a bola é inclinada a um angulo de 24,09° com a vertical 9) At =

ter v, ja que de tg 6y = F;/F,, se obtém 6. 4) Um dinamdmetro de dimensdes maiores. 5) Nio. 6)
a) 686,7 N ; b) 572,3 N.
Problemas

1) T,=80,7N; T =659 N.2)a)ymgsena; b) —gsena.3)a)m(a+ g); b) m(g -a);
c)zero 4) 939 N. 5) a) 98,1 N ; 98,1 N ; 98,1 N. b) 10 kg nos trés casos.6) 3,91 N. 7) T =
2mymyg/(my+my) ;a = (my—my)g/(my+my).8) a = myg/(my+my) ; T = mym, g/ (m+my).
9)m = 2aM/(a+ g).10)a)2,65m ;b) 1,04s;c) 5,1 m/s. 11) - (ky + k,)x/m. 12) 14,0 kN. 13) a)
8,1 m/s ; b) = 3,0 s. 14)***////l| 15) v = [2gl log (l,/1)]*/?

Capitulo 5

Questdes Conceituais

1) A forga de atrito s6 ocorre no dominio da interagdo eletromagnética (~ 10™® cm). 2) Observa a

figura 5-1 e releia a se¢do 5-2. 3) O pesquisador esta errado. 4) Sim,pois, A= ,uﬁ. 5) Com esta
conceituagdo, se subitamente, a parede do rotor deixasse de existir,0 corpo deveria voar ao longo da
direcdo radial, o que é um absurdo, pois, isto jamais ocorreria. O corpo deveria sair pela tangente. 6)

(b) + (iii).

Problemas

1) a)F>60N.;b) F>1095N;c) F> 10 95N.2) a) v = [2gl(sen 6 — u cos 0)]/?; b) (sen 6 —
—p cos 0)(1/w). 3) F = p (m + M)g. 4) (M +2m)g < F <= ““ . (M +2m)g.5) 1 = 0,423.6)

M =k lo/(mg — klo). 7) 2,47.8) 2,21m/s. 9) 0,078. 10) 15,34 m/s. 11) 22,7 cm. 12)A forga de atrito
estatico, ﬁe,max = pmgx. Se |I?'| > |ﬁe,max|, entdo o corpo comega a deslizar.

Capitulo 6

Questbes Conceituais

1) Sim, pois ele consumiu energia quimica. 2) a) negativo; b) nulo; ¢) nulo. 3) a) mola B; b) iguais.
4) Para o plano inclinado de menor angulo 6. 5) a) 20,0 J; b) 7,0 m; ¢) 20,0]. 6) Poténcia, pois, se
pretende ter uma locomotiva fornecendo a maior energia num menor tempo possivel. 7) a) Poténcia,
ja que se quer a maior quantidade de energia no menor tempo possivel; b) Energia, seria mais
apropriado.
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Problemas

1) 15,8W ; 2) a) mC*t%/8; b) mC*t/8; 3) ¢) 6 N/m. 4) % m C?d. 5) a) mgl(1-cosfy); b) mgl (1-cosby)
6) -pgs/(1-u cotg ). O sinal negativo ¢ devido ao fato de a forga de atrito e o deslocamento terem
diregdes opostas. 7) F = pg (M + % m,). 8) mCrt. 9) mgl/18 10) 2Cs[1 + (s/r)?]%/2. 11) a) #/4 rad;
b) %2 J; ¢) %2 W. 12) a) p = F/2(M+m)g ; b) mF/2(M+m); c) W = mFs/2(M+m).

Capitulo 7
Questbes Conceituais

1) a)F;b)V.c)V;d) V;e)F. 2)a)V;b)F;c)V;d) F;e) V. 4)a)V;b)F; c) F. 5) a) -54,9 kJ; b)
686,3N; c) 68,6 W.6)91,657)c).8)a)V;b)F;c)V;d)F;e) F.

Problemas

1) a) —19,62J ; b)19,62J; ) 19,62 J. 2) 0,365 J. 3) hyin = (5/2)R. 4) 9,5 cm. 5) a) AU = —mg r (1—
cos 0; b) Ak = —AU; c) a, =29 (1— cos 0), a,= g sen 0, d) § = arc cos (2/3) ~ 48°. 6) a)
- (%) x;b)x /% 7) 2,09.8) a) 3,0J; b) zero; ) F'; d) S6 para F'. Neste caso, U = yx.
9)a) W=479W; b) u = 0,14, ¢) 47,9 W. 10) 2mg /k. 11) a) r = 2a/b fornece um minimo para U (
r); b) F=b3/27a% 12) a) h = H/2; b) Xpax = H. 13) kx//2mg (sen 0+u cos 6)]. 14) a) 10 J; b) 100
J; ¢) 17,38m. 15) a) vy = [vZ —2gh — 2gl (sen 6 + ucos 0)]*/?; v, =[2g(h + 1 (sen 6 +
1 cos ONY? ; hypax = 2ugh + vitg 6)/2g(u +tg 6); d) conservativa: gravitacional; n&o
conservativa: atrito.16) a) (v — 2gh)/2ug; 17) a) 2,/gl; b) 5mg; ¢) 6 arc cos (1/3) = 71°.

Capitulo 8
Questbes Conceituais

1) a) V;b) V; c) F. 2) a) F; b) V; ¢) F; d) F. 3) Basta jogar fora na horizontal alguma coisa que
possuir. 4) a-iv; b-iii; c-i; d-v; e-ii. 5) externas; varia¢des da quantidade de movimento; externas. 6)
Sim,  pois % my v = %mz Vi (Muv) vy =Myv) Uy 2PV =pa vy Se vy =1, =

p1 = p,. 7) Variar a posicao do CM para a parabola ter um maior alcance. 10) a) F; b) F; ¢) V; d)
V.

Problemas

m
m+M

1) a) 32—29 -2 ; b)18% — 129 — 62. 4) a) Sim;vp = — (——)v; b) Estaciondrio. 5) v =

~ () v. 6) F=-342emmm/s.7) (2/3) | . 10) a®d/(b* —a?) abaixo de B . 12)

m+M-m/'

Zcm =§R. 13) zcy = (3R?+8RH + 6 H?)/(8 R + 12 H). 14) b) (2/g) v¢ — (J2/2)vo to. 15)
V= ()% )y = (Vi + o) & ©) W = (222)2 < V. 16) v =1, log () —

%
M+2m M+m O M+4m mo—Rt

—gt.17) lgual a e = 2,718, base do logaritmo neperiano. 18) a) y = % x.19) F = Av(v + gt). 20)

= 9! 2. 1) AK = 0; ¢) A lei fisica ¢ Aj/At = F
a)vo—[m] ; b) AK=0; c) A lei fisica é Ap/At = F.
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Capitulo 9
Questbes Conceituais

1) i) —iv)'; i) — vi)'; iii) — iii)'. 2) i) — i)' ; i) — iv)"; i) — i)' . 3) i) — iv)'; ii) — i)’ ;

2
m1+m2) vZ. 6) Quando
m,<<m;. Neste caso, calcule dv;/dm, = 0.7) Com todas as massas iguais, a Ultima massa transmite o
maximo de energia cinética. Verifique isto inicialmente, para o caso de trés massas. Para o caso da
guestdo 6, considera-se m, << m; . Com o choque, a velocidade da segunda bola seré igual a 2v;. Com
as demais colisdes deste tipo, a velocidade transferida a cada colisao ser& aproximadamente, o dobro da
transferida na colisdo anterior. 8) A questao 7) explica o que acontece. A Gltima bolinha a direita é que
se movimenta como um péndulo, enquanto as demais permanecem paradas. Na sua volta, ocorre o
oposto. S6 a bola a esquerda sobe, como um péndulo, e as demais param, e assim sucessivamente, ja que

2m1

iii) —i)". 4) a. 5) c. Para chegar a isto, calcule dK,/dm,=0, onde K, =% mg(

~ . T 1 1 1
os chogues s&o considerados elasticos. 9) Eg, = myvi + Emzvz2 # E’wz = Epcy, Onde p =

=mym,/(m; + my) e v = v; — v,. 10) a). 11) ). A trajetdria do corpo que inicialmente estava
estacionaria € 1 e depois da coliséo, 4. O outro corpo é 3 e depois 6. O CM segue 2 e 5.

Problemas

1) a) +3,2 Ns; b) <F> = —1600 N. 2) a) 8,0 Ns; b) 800 N. 3) 60 kJ. 4) 3,7 m/se 2,0 m/s. 5) a) 4,0 m/s e
9,0 m/s; b) - 4,0 m/s e 0,5 m/s. 6) 2n m A V2. 7) 1° choque (A com B):v}; = 5,0 m/s, vp = 15,0 m/s; 2°
choque (B com C): vg = 3,75m/s, v/ = 11,25 m/s; 3° choque (A com B): v, = 4,06 m/s, vg' =

2
m1+m2) d.9)a)
K=%mv? b) 1/2 K; ¢) 1/2; d) 1/2 K;0;1; e) E a mesma. 11) a) 200 m/s e 200v/3 m/s; b) u; = 2001,
uj, = —200 7, em m/s.O versor i forma um angulo de 60° com a trajetéria inicial. 12) a) —\/ﬂ ; b)
< F >= —2nm[2ghy; c) 2nm [2h/g. 13) 65 = —arc tg (3v3), b) v; ¢) ndo, pois AK £ 0
(verifique!) 14) 687 kN . 15) 58 cm. 16) d = 4e(1 + €)h sen a. 17) 0,14. 18) arc sen (m,/m;). 19) a)
2m, /(my + my); b) 4m; m,/(m; + my,)?%. 20) 50,3 cm/s 21) 4.

mq

4,69 m/s. Como v/ > vg' > v, logo ndo havera mais choque(s). 8) d' = (

Capitulo 10
Questdes Conceituais

2) 902 . 3) (0,t)) o torque cresce, torna-se zero em (t; , t,) e decresce em (t,, t3). 6) ¢). 7) a. 8) ¢). 9) a).
10) i) — iii’ ; i) — iv'; iii) — i’; iv) — v’} v) — ii").

Problemas

1) a)—pemJs;b) £ —9+22emN.m. 2) a) 8tZ,em N.m; b) 4t>Zem Js. 3) a) X — 29 —3 2 .em
N.m; b) —% + 9 — 32 ,em N.m. 4) a) 2,68 x 10 kg m%s ; b) f = L1 /L, = 1,39 x 10 *. 5) Tomando o
eixo dos x na direcdo Norte e a altura na direcdo vy, L esta dirigida ao longo do eixo negativo dos z. O
modulo do momento angular é 2,78 x 10°kg m%/s. 6) 2,1 x 10" kg m*/s. 7) 0,99 s. 8) p,e . 9) t'/t =

=,m'/m. 10) |, = r,/Mmg r. 11) a) ms,/2gs ; b) dmi, = 3s/5; ¢) mry/2g(2d — s. 13) 1,034. 15) a)
T = 2m a®/2 /\/GM, onde a é o semi-eixo maior da elipse. 16 ) 88 dias. 17) a) F,= — kx, F,= — ky, F,=
0. 20) O planeta devera escapar em uma Orbita parabdlica.
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Capitulo 11
Questbes Conceituais

1) ¢). 2) a). 3) ¢). 4) ¢). 5) ¢). 6) b). 7) a). 8) a). 9) ). 10) b). 11) b).

Problemas

10F
7m’

1 1 2 ; 6

1 ; mi®. 2)a)l, =1, =5 mi?; 1, =0;b) Emrz. acy = 4) 25x10 ° N.m. 5) a) S G) b)
EPMISE: — (™). = 20™. )T = m% = m%
va.6)a)171—(rl)vo—ZOS,b)T—mro—mr1

_ . L1 1 ==
=10 N; c)W—2m (rf rg) sendoL==mr,
. M N ~ = 2 ~ 1

Vo=mrivy ASimW =150 7) @ = -——w,.8) a) ¥ = /29l %, V = m—Zw,/Zgl £; by =

m ~ . i . ) _ A
=— \/2gl ;c¢)acordanéo alcancaria a posi¢éo horizontal. 9) a) 40 rad/s ; b) 8/9 . 10) a) Ix/lg= 1/3;
b) Ia/lg=1/9 ; ¢) 20s. 11) a) arame esticado I, = %m[l2 — 31I'(1 = 1")]; arame entortado: mesmo valor;

r\2

b) a = arc tg (%) B =m/2 — a; c¢) Ao longo do eixo negativo dos y, de valor y.,, = —ﬁ [m'l" +
m""U'(I"/1"3]cos a, onde I =1 —1I'"em’”" = m —m'. Observe que cos a = 1/,/1 + tg?a . 12) zero; b)
Vem = 24/ gl senB/3 . 14) Os eixos de simetria do triangulo passam pelo seu CM. Um deles é paralelo a

base do tridngulo, 0 outro a sua altura. Os momentos de inércia s&o I, = 2m; myh?/(2m; + m,),
ly=3ma?el, =L, +1,.15) K = 2m(R —1)?¢? . 16) a) d = 120%/49 g ; b) vey == vy 17) O
bastdo segue girando em torno do seu CM ao longo do eixo y, obedecendo as equagdes y = (7/m)t e

wey = 123d/ml?. 18) y = % 1. 20) a) K n&o é conservado, pois, 0 choque é perfeitamente inelastico; p

ndo é conservado, pois ha uma forca externa atuando no eixo, devido ao impacto; L é conservado, pois

ndo h& torque externo resultante (existe a forca externa atuando no eixo, mas tem braco nulo). 21)
3 wr

_ 3 wr 12 2,1\ (2
t—sﬂg.ZZ)K—Sml (1 + 3 sen“@)@-.

Capitulo 12

Questdes Conceituais

1) b). 2)c). 3)7.4)a).5) V; F; V.6) V; F; V. 7) Sao forgas internas que se anulam duas a
duas. 8) F; F; V. 9) Ao inclinar-se para a frente, a linha de a¢cdo do CM se aproxima mais da
linha da for¢a normal criada pelos pés no solo. 10) F; V; F.

Problemas
___up . ___up _ =

1a)F = p— b) F cosapsena’ cou=arctg(l/u).2) 50cm. 3) T =722 N,

= o A B —

F =722 % + 15009 em newtons. 4) Ty = % , Tge = %, sendo CoOS o =

= (@ +¢2— b)/2ac e cos f = (b2 +C— a?)/2bc. 5). 120°. 6) Ty = —<2%2 7 =

cos(8,—6;)
= _PEn0 7)) F = mg sen a/cos f ;b) F = mg (sen a - p cos a)/cos B. 8) Ty, =
cos(6,—6,)

=mgseca; Tyg =mgtga.9)T =PlV9l? —3a?;10) T=% mg cotg  11) a =
=arctg (a/b) ; f = n/2 — o .12) § =arc sen [mr/(m+M)R]. 13) T=75,79N. 14)a) P —

1 1
—Fy@r—h;b)H=F; c) F\/(2r —h/h; d) P/\Jh(2r — h. 15) dpax =% (1 +o+5+
+ -4 ﬁ), paran > 2. 17.) a) Xcm = Yem = 15. km; b) Xcg = 14,96 km; yce = 14,98 km;

todos a uma mesma altitude.
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