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PREFACIO

Estamos agora com este volume completo.

O primeiro volume da nossa GEOMETRIA GRAFICA TRIDIMENSIO-
NAL apresentou os sisternas de representacdo mais usuais, comparando-os em
relacdo ao tipo de projecdo utilizado e & posicdo do paralelepipedo de referén-
cia relativamente ao plano do desenho,

Este segundo volume aborda o relacionamento entre pontos, retas e pla-
nos. Podem tais elementos significar vértices, arestas e faces de s6lidos, em um
problema, mas sdo também considerados independentemente. O ponto pode
marcar a posicao de um furo, o centro de uma esfera, a posicao de um ponto
material; a reta pode representar um fio, o eixo de uma viga ou de um cano,
uma galeria de mina, o0 eixo de um cone; o plano pode significar uma placa,
uma chapa, o limite de um veio de minério, o plano de simetria de um sélido.

Assim, o tratamento dado aos elementos geométricos neste trabalho
permite desenvolver aplicacOes objetivas que extrapolam o dominio da geo-
metria tebrica e aplicada saindo da matemética, da fisica e da quimica para o
campo profissional dos diversos cursos da area de tecnologia, Evidentemente
ndo pretendemos aprofundar os exemplos com dados técnicos que somente ©
sequndo ciclo dos cursos de graduacdo propicia. Os problemas aqui conside-
rados apenas revestem as guestOes geométricas de uma roupagem funcional
que motiva o estudante, abrindo-lhe a perspectiva de associacdo entre a teoria
muitas vezes mono6tona e a atividade pratica que devera exercer na sua vida
profissional.

Por outro lado, o nosso estudo ndo visa com exclusividade o ensino de
terceiro grau, Muito pelo contrario, os dois volumes desta Geometria Grafica
Tridimensional tém como suporte tefrico a geometria euclideana. Poderiam
ser adotados em um curso de seqgundo grau, onde as aplicacoes dirigidas aos
mais diversos ramos tecnologicos funcionariam como orientacao vocacional



para a escolha de um curso universitario. O ni'vel que perseguimos para o en-
sino de graduacdo exigiria um embasamento de geometria projetiva, pois so-
mente esta permite a verdadeira compreensdo da unidade existente entre os
sistemas de representacdo. Ha poucos anos essa geometria ainda estava inclur-
da em todos os programas de geometria descritiva das nossas universidades,
mas hoje s30 poucos 0Os cursdos superiores a conseguir tempo para desenvol-
vé-la adequadamente, tendo em vista a deficiéncia em geometria euclideana
dos nossos atuais estudantes universitérios.

A primeira edicdo deste 29 volume s6 abordava os problemas de posi-
cao relativa entre pontos, retas e planos, objeto dos trés primeiros capitulos.
Apesar de algumas medidas fundamentais, como a inclinagao, a declividade e
o intervalo de retas e planos, e da possibilidade da obtencdo de vistas em ver-
dadeira grandeza de segmentos de reta e de figuras planas, estudadas naqueles
capfitulos, somente no 49, acrescentado nesta edicdo, desenvolvemos plena-
mente os problemas métricos. As medidas de distancias e angulos entre pon-
tos, retas e planos sdo exaustivamente estudadas neste complemento, que qua-
se duplicou a primeira edicao, tanto em nimero de paginas como de figuras.

Apesar da quantidade totat de exercicios desenvolvidos no final dos ca-
prtulos — 57 resolvidos e 60 propostos —recomendamos insistentemente aos
nossos alunos ndo se limitarem a tal universo. E essencial que procurem novas
solucoes, modificando os dados em cada um deles, para adquirir uma visao
critica da situacdo que apresentam. A limitacdo dd estudante em apenas com-
preender o problema na posicdo em que definimos os seus dados pode levar a
uma simples memorizacao do tracado, o que esta bastante longe do dominio
real da questdo.

Em razdo da reducdo que sofreram todas as figuras deste livro em rela-
¢do ao original, as medidas citadas, tanto no texto como nas préprias figuras,
devem ser lidas no desenho segundo a escala grifica que aparece no bordo es-
querdo da figura 1, na pdgina seguinte. O leitor deve copid-la numa tira de pa-
pel para acompanhar todas as citagGes de medidas lineares que aparecem ao
longo deste volume. '

Os autores



1. POSICOES DE PONTOS, RETAS E PLANOS EM RELAGCAO AOS
PLANOS DE PROJECAO

1.1. Cota de um Ponto

Tal como fizemos no volume 1, estaremos usando em todo este 2% vo-
lume dois tipos de figuras: o primeiro mostrard o problema em discussao co-
mo se fosse uma fotografia tirada de fora do plano do desenho, isto é, uma
PERSPECTIVA do objeto em estudo; o sequndo mostrar4 os planos de proje-
c3o diretamente no plano do desenho, ou seja, em uma EPURA mongeana.

Assim a figura 1 mostra a perspectiva da forma-modelo do volume 1
sendo projetada ortogonalmente sobre o plano principal .

J& destacamos naquele volume que a projecdo principal, sozinha, ndo re-
presenta o objeto. Entretanto, fizemos referéncia a um sistema gréafico-analrti-
co, chamado de PROJEGCOES COTADAS, o qual utiliza apenas a projecao
principal do objeto estudado, Para isso, a projecdo de cada ponto do s6lido é
acompanhada de um namero. E a medida da altura desse ponto em relacdo a
m em uma unidade de-medida pré-estabelecida.

Destacando o vértice A na figura 1, sua altura AA; em relacdo a m, de-
nominada COTA do ponto A, medida em centimetros, por exemplo, seria es-
crita ao lado de A; (entre parénteses) na EPURA (fig. 2). Estamos supondo

que mega 2 cm essa cota,

a(2)

AN )

Vamos mostrar que tal artiffcio permite obter uma projecao secund éria
qualquer do ponto A,

Isolando o ponto A na perspectiva (fig. 3), podemos notar que sua pro-
jecdo secundaria A, em um plano m, estard a 2 cm acima da linha de terra
T .- A projecdo A; em outro plano 113 estara também a 2 cm acima de T
Ta.
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Qualquer que seja a posigdo da linha de terra,como T, Tl (fig. 4),a pro-
jecdo A4 no plano correspondente estara sempre a 2 cm acima dessa linha de
terra.

Passando 3 EPURA mongeana (fig. 5), basta definir a posicdo da linha
de terra da projegdo secundéria (T Tz, T T3 Ou T Tls) para termos condicGes
de obter A,, A3 ou A,. De fato, basta lembrar do volume 1 que, no sistema
mongeano, cada projecdo secundéaria estd ligada a principal por uma LINHA
DE CHAMADA, perpendicular & respectiva linha de terra. Entdo basta tirar
Ay A; perpendicular a T; T, A; Az perpendicular a Ty s ou A; Ay perpen-
dicular a 7, 4. Nessas linhas, basta marcar 2 ecm de cada linha de terra (sem-
pre para fora da projecao principal) e teremos A5, Az ou Ag.

Se todos os vértices do sélido tiverem suas cotas indicadas ao lado da
projécdo principal é possivel obter toda a forma projetada em qualquer plano
secundario, E claro que a sirhples obtencdo de todos os vértices em uma pro-
jecdo secundéria ndo garantiria a determinacdo correta da visibilidade das fa-




ces e arestas do sélido. Para isso seria exigida uma visualizacdo tridimensional
da forma representada.

Por outro lado esse sistema n3o tem uma aplicacdo pratica na represen-
tacdo de s6lidos de muitos vértices, pois 0os nimeros indicativos das cotas sa-
turam facilmente a figura. Mas é ideal para estudar relacGes entre pontos, re-
tas e planos isolados, que é o objetivo deste volume da GEOMETRIA GRAFI-
CA TRIDIMENSIONAL.

Usaremos as projecdes cotadas para apresentar todos os problemas que
serao discutidos. Prevenimos, no entanto, que este n3o é um livro sabre o sis-
tema cotado.

De fato, qualquer autor que aborde o sistema de projecOes cotadas fica
limitado a resolver todos os problemas na projecdo principal, seja por opera-
¢Oes graficas ou analiticas. No nosso caso, estaremos frequentemente usando
projecdes secundérias, sempre gque isso facilitar a solucdo da questdo aborda-
da. Ndo é a mesma coisa que comecar sempre usando ja duas projecGes mon-
geanas, como faz qualquer livro de geometria descritiva.

Vamos lembrar que desenvolveremos aqui um estudo de relacGes geo-
métricas puras. Ndo estaremos no dominio do desenho técnico.

Assim o plano principal nao tera que ser horizontal nem ocupar qual-
quer outra posicdo particular. Essa é outra diferenca sensivel entre nossa obra
e outros livros de geometria descritiva, os quais denominam m; de plano hori-
zontal. Para noés, m; é simplesmente o primeiro plano de projecdo usado, e
sempre coincide cam o plano do desenho, em épura. Quando passarmos a de-
senvolver aplicacOes tecnoldgicas dos problemas discutidos em teoria, o plano
w; passara a ter um significado especifico, geralmente horizontal. Em tal oca-
sido haverd necessidade também de utilizar uma escala de reducao para poder-
mos representar no papel dimensGes que, na realidade, estdo na ordem de
grandeza do metro.

Por engquanto, vamos padronizar que todas as cotas serao medidas em
centimetros, unidade compativel com as dimensGes do desenho.

1.2, Cotas Negativas

Ao estudarmos um conjunto de pontos é evidente que a posicao de m;
pode ser escolhida tal que todos eles figuem do mesmo lado desse plano, ou
pelo menos no préprio plano m; (como D, na fig. 6).

Entdo parece evidente que basta definir se estaremos usando o sistema
Alemado {pontos sempre a frente de ;) ou no sistema Norte Americano (pon-
tos sempre atras de w,) para sabermos se deveremos marcar as cotas para um
lado ou para o outro lado do plano principal.

Mas aqui cabem duas observacbes fundamentais: primeiro, a convencao
gue destingue os dois sistemas é valida apenas no campo do desenho técnico;
em segundo lugar, muitas vezes a solucdo de um problema geométrico conduz
a obtencdo de pontos do outro lado de 7, , em relacdo aos dados da questdo.



N

Portanto é essencial usarmos numeros relativos para as cotas dos diver-
sos pontos estudados, Se tivermos uma cota positiva, fica convencionado que
o ponto estard a frente de m; ; se neaativa, o ponto estard atras de m;. Na fig.7,
0 ponto A teréacota positiva e o ponto B tera cota negativa. No préprio plano
m; (como C) o ponto tera cota nula.

Para evitar sobrecarga grafica as cotas positivas dispensam a colocacao
do sinal +.

Para obter qualquer projecdo secundéria (m, sempre perpendicular a my,
como sabemos), os pontos de cotas positivas como A tém A, acimada linha
de terra (fig. 8). Os pontos de cota negativa como B tém B, abaixo da linha
de terra. Os pontos de m; (como C) se projetam na propria linha de terra.

Para obtencado da épura, como a metade superior de m, se rebate sempre
para fora da linha de terra (em relacdo a A, B e C), a metade inferior, para
nao quebrar m,, vem para a frente de m; m,. Assim, na épura, os pontos de co-
ta negativa tém suas cotas marcadas abaixo de m;m,. A figura 9 exemplifica




como obter a projecdo secundéria de cada um dos pontos A, B e C, medindo
suas cotas 2, —1 e 0, respectivamente. Uma vez escolhida a posicdo da linha
de terra mym,, é s6 passar por A;, B; e C; as linhas de chamada, sobre as
quais sdo marcadas em centimetros as cotas indicadas. Para A,, marcaremos
2 cm acima de my m,; para B, marcaremos 1 cm abaixo de m; m,; quanto a
C,, estaréd na propria linha de terra.

1.3. Posi¢cdes de Retas

Voltemos a formamodelo e analisemos as diferentes posicGes que suas
arestas podem ter em relacdo a m, (fig. 10). )

Algumas como AB e CD sdo paralelas a ;. Seus extremos tém a mesma
cota (alids, todos os seus pontos tém cota igual). Chamaremos as arestas em
tal posicdo de RETAS DE COTA CONSTANTE.

Qutras como CE e DF sdo perpendiculares a m,. Todos os seus pontos
se sobrepSem na projecdo principal. Assim h4 uma reducdo dimensional, ou
seja, a reta (que possui uma dimensdo) se reduz em projecdo a um ponto (di-
mensado nula). Chamaremos tal posicdo de RETAS VISTAS DE BASE, ou
simplesmente RETAS BASICAS.

Fora dessas duas posicGes particulares uma aresta como BC é uma RE-
TA INCLINADA. Seus pontos ndo coincidem na projecdo principal nem pos-
suem a mesma cota.

1.4. Verdadeira Grandeza de Segmentos de Reta

Uma aresta de cota constante aparece em seu tamanho regl na projecao
principal. Entdo qualquer questdo que necessite da verdadeira grandeza desse
segmento pode ser resolvida apenas em 7.

Na posicdo da reta basica {fig. 11) um segmento AB, de qualquer tama-
nho, desaparece em 7, pois se reduz a um ponto,



Entretanto qualquer projecdo secundéria, como A, B, ou A3B3, mostra
tal segmento em verdadeira grandeza, que é a propria diferencade cota entre
AeB.

J& aretainclinada, além de também ndo mostrar seus segmentos em ver-
dadeira grandeza no plano m; (A;B; é sempre menor que AB - fig. 12) n3o:é
em qualquer plano secundério que projeta seus segmentos em tamanho real.

De fato, somente um plano m, paralelo a AB {o que se consegue to-
mando m; m, paralelo a A; B;) recebe a projegdo ortogonal desse segmento
em verdadeira grandeza (fig. 13). Qualquer outra direcao do plano de proje-
cdo teré o segmento projetado com reduc3o.

Chamaremos a projecdo de um segmento em um plano paralelo de VIS-
TAEM V. G. DO SEGMENTO.

Em épura, suponhamos dado A; B; com as cotas de A e de B assinala-
das. O fato das cotas serem diferentes j caracteriza o segmento como inclina-
do (fig. 14).

Para obter uma vista em V.G. de AB basta tomarmos m, m, paralelaa
A;B; (a qualquer distancia deste). Passando as linhas de chamada por A; e
B; e nelas marcando 3 cm e 1 cm acima da linha de terra, teremos A;B,,
cuja medida é a mesma do segmento no espaco.

1.5. Inclinagdo e Declividade de Retas

Uma reta inclinada estd numa situagdo intermediéria entre uma de cota
constante e uma bésica. O dngulo de inclinacdo, ou simplesmente INCLINA-
CAQ de uma reta AB é aquele que ela faz com o plano 7y, ou seja, com sua
projecdo A; B, (angulo o na mesma figura 15). E claro que ndo necessitamos
prolongar AB e A;B; para medir ox Se passarmos pelo ponto B uma paralela
aA;B, (fig. 16) teremos formado o mesmo angulo ¢,




B,(1,2)

N A

, Numa vista em V.G. do segmento, o dngulo de inclinagao aparece entre
A,;B; e uma paralela a m; m;. Em qualquer outra projecdo secundaria esse
angulo se deforma.

Portanto, em épura, dado A, B, (fig. 17) teremos, para determinar a in-
clinacdo de AB, que obter uma vista em V. G e medir o dngulo formado por
A,B, e umaparalelaam; 7, (B,C,).

E de se notar que uma reta de cota constante tem inclinag3o 0°, e uma
reta basica inclinacao de 90°,

Nas aplicacOes tecnologicas é usual substituir a medida da inclinacdo em
graus pela tangente trigonométrica desse angulo, que é denominada DECLI-
VIDADE da reta.

Vejamos qual a vantagem da declividade sobre a inclinac3o. Voltando a
observar a figura 17, para determinar a tangente de ¢y basta-nos dividir o cate-
to A,C, pelo cateto C;B;, no triagngulo retangulo A;B,C,. Mas A,C, ¢ a
diferenca de cota entre os pontos A e B, que poderia ser obtida diretamente




em m; subtraindo 1,2de 2,5. Quanto a C;B; tem a mesma medidaque A; B;.
Desde que usemos a mesma unidade das cotas (no caso, 0 centimetro) para
medir A;B;, poderfamos entdo determinar a declividade do segmento AB
sem precisar da projecdo secundéria. Bastar-nos-ia aplicar a férmula:

cota A — cotaB
daB = A1B;

1.6. Diregdo de Retas

O conceito de DIRECAO de uma reta se refere a posicdo de sua proje-
¢do principal. Se for definida uma diregdo de referéncia no plano m;, adire-
¢do de uma reta AB pode ser traduzida quantitativamente pelo angulo que
A;B; formacom esse referencial.

No desenho técnico, quando m; & o plano horizontal, tal diregdo refe-
rencial pode ser o norte, dos pontos cardeais.

1.7. Paosigdes de Planos

Em relacdo ao plano m; as faces planas de um s6lido, tais como suas
arestas retas, podem ocupar duas posi¢Oes particulares.

Voltando 3 forma-modelo (fig. 18), algumas facescomo ¢, 3 e 7y sdo para-
lelas a my. Os vértices e arestas de cada uma dessas faces, assim como qualquer
outro de seus pontos, tém a mesma cota. Esses planos serdo chamados DE
COTA CONSTANTE.

Também temos faces em VISTA DE BASE ou BASICAS. Sio aquelas
perpendiculares a my, como & e € na figura 18. Na projecdo principal tais pla-
nos sao reduzidos a retas, perdendo entdo uma dimensao.

Excluindo tais posicGes particulares, uma face est& num plano INCLI-
NADO, como u na fig. 18. Em tal situacdo geral, uma face possui pontos de
cotas diferentes, mas nao se reduz a uma reta na projecao principal.

1.8. Retas de um Plano

V amos analisar os tipos de retas que podem estar contidas em cada posi-
cdo de um plano,

Em uma anélise precipitada, pode parecer ao estudante aue cada posi-
¢do de plano s6 contém retas do mesmo nome.

Isso s6 é verdade para o plano de cota constante, onde todas as retas
evidentemente sdo de ¢ota constante, a mesma do plano.

Um plano basico (fig. 19) naturalmente contém retas basicas, como AB
e CD. Mas também tem retas de cota constante, como AD e BC. Se girarmos
uma reta em torno de B, sempre no plano ABCD, ela vai ocupar sucessivamen-
te posicdes de retas com angulo variando de 0° a 90°. E ntdo um plano bésico
pode conter retas de qualquer inclinacdo.
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Um plano inclinado possui retas de cota constante (como BC e AD na
figura 20). Mas ndo pode conter retas béasicas. Se girarmos uma reta no plano,
em torno do ponto E, é facil perceber que ela comega com uma inclinagdo de
0° (quando coincide com EB) e vai aumentando de inclinacdo até atingir um
méaximo em EF, quando fica perpendicular a BC, ja que, passando desse pon-
to, volta a se aproximar da reta de cota constante em EC, quando volta a ter
inclinacao de 0°,

As retas como EF, perpendiculares as retas de cota constante do plano,
sdo denominadas de RETAS DE MAXIMA INCLINACAQ ou DE MAXIMA
DECLIVIDADE do plano. Deve ser observado que E; F; é também perpen-
dicular a B, C,, pois quando um angulo reto tem um de seus lados pa.alelos
ao plano de projec@o (como & o caso de BC) sua projecdo ortogonal também
¢ um angulo reto.

1.9. Diregdo, Inclinagdo e Declividade de Planos

Em épura, caracteriza-se a DIRECAO de um plano pelas suas retas de
cota constante, Em qualquer plano essas retas podem ser obtidas cortando-o
por planos paralelos am;. Um feixe de planos paralelos corta um plano segun-
do retas paralelas (fig. 21). Assim, todas as retas de cota constante de um pla-
no tém direcGes iguais, que é a DIREGCAO DESSE PLANO.

Devemos ressaltar gque um plano de cota constante tem direcdo inde-
terminada, pois possui retas de cota constante em todas as diregOes.

Quanto a inclinacdo, devemos lembrar o item anterior, onde mostra-
mos que um plano inclinado contém retas de inclinagdo variando de 0° ao
angulo de sua reta de méxima declividade, gue é perpendicular as retas de
cota constante do plano.

Suponhamos em épura uma face triangular ABC de um sélido (fig. 22),
onde o lado BC tem cota constante de 2 cm. Baixando a alturade A terfamos
uma retade mixima inclinacdo dessa face (AD).



Tomando uma vista em v.g. dessa reta AD determinariamos seu angulo
de inclinagdo a em 7,.

A inclinag@o de sua reta de méxima declividade mede a INCLINACAO
DO PLANO. Notem que a vista em v.g. dessa reta mostra uma VISTA BASI-
CA da reta de cota constante do plano (BC) e também uma VISTA BASICA
DO PROPRIO PLANO ABC, que se reduz a uma reta em ,.

A DECLIVIDADE do plano também é adeclividade da sua reta de mé-
xima inclinacdo, ou seja, a tangente do seu angulo de inclinacdo.

Destaquemos ainda que o plano de cota constante tem inclinac3o de 0°
e o bésico tem inclinacdo de 90°,

1.10. Verdadeira Grandeza de Figuras Planas

Em um plano de cota constante todas as figuras se projetam em m; em
v.g9. Todos os seus lados e angulos podem ser medidos diretamente na proje-
cdo principal.

Se o plano esta perpendicular a ; (em vista bésica) j& sabemos que to-
dos os pontos e retas desse plano se projetam em uma (nica reta (fig. 23). Pa-
ra obter uma copia exata da figura teremos de obter uma projecdo secundaria
em um plano 7, paralelo ao plano da figura. Basta que a linhade terra (m; m,)
seja paralela a projecdo principal do plano. Devemos insistir na observacdo
de que, se ™, T, ndo for paralelaa A;B;C,D, E,, a projecdo em m, deformara
as lados e angulos do poligono ABCDE.

No caso geral de um plano inclinado, o problema se complica. A figura
ABCD, sendo um plano inclinado, ndo é projetada com todos os seus lados e
angulos em verdadeira grandeza, em m, (fig. 24). Pior ainda: ndo h4 nenhuma
direcdo de linha de terraque consiga um plano de projecdo secundério parale-
lo ao plano da figura,

Para obter averdadeira grandeza de uma figura plana assim teremos que
fazer duas novas projecoes.
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Primeiro, teremos que conseguir uma vista basica do plano inclinado, is-
to é, uma projecdo secundéria em que toda a figura se projete em uma sb reta.
Para conseguir isso & necessario tomar m; m, perpendicular as retas de cota
constante da figura. No caso (fig. 25), AB e CD tém cota constante, Tomando
Ty 7, perpendicular a A;B; e C;D,, garantiremos que AB e CD se projetam
em vista bésica. Toda a figura se projetard nareta A;B,C;D;,.

Em seguida desprezamos m; e passamos a considerar m, como proje¢io
principal. As cotas dos pontos passardo a ser suas distancias a m, (fig. 26).
Bastar4 tomarmos m, w3 paralela a A,B,C,D, e projetarmos a figuraem 3,
o qual, sendo paralelo ao plano da figura, mostraréa esta em verdadeira grande-
za, ou seja, serd uma VISTA EM V.G. do plano.

Vejamos como proceder em épura.

Partindo de A;B;C, D, com suas respectivas cotas (fig. 27), para che-
garmos a vista baésica do seu plano tomamos w; m, perpendicular a A;B; €
C,D,; de cotas constantes. Passando as linhas de chamada e marcando as




cotas acima da linhade terra, obtemos A,B,C,D,.

Agora vamos inverter a situacao, passando a considerar m, como o pla-
no principal e m; como secundério. Entdo as cotas dos pontos passarao a ser
medidas pelas distancias respectivas de A,, By, C; e D; 3 linha de terra. A
figura 28 mostra essas medidas em centimetros colocadas ao lado de A., B,,
C, e D,. Passamos entdo m, m3 paralela a A,B,C,D, e tiramos desses pon-
tos as novas linhas de chamada, marcando nelas A3, B3, C3 e D3 com as no-
vas cotas medidas a partir de m; 3. Temos entdo avista em v.g. da figura da-
da.

Chamamos a atencao para a notacdo das linhas de terra, A primeira foi
chamada 7, 7, porque o plano 7, foi introduzido a partir de 7,. A segunda
foi denominada 7, 73 porque 73 formou diedro com 7, & ndo com T, .

Na préatica ndo precisamos escrever as novas cotas em m,. Apbs passar-
mos 7, 73, podemos transportar a compasso a distanciade A, a 7y 7, direta-
mente para A; a partir m, T3, fazendo o mesmo para os outros pontos da fi-
gura.



1.11. Exercicios Resolvidos

1.11.1 — Representar o s6lido dado no sistema mongeano (fig. 29) atra-
vés de uma (nica projecao cotada.

RESOLUCAO

A primeira preocupacdo é identificar cada vértice nas trés vistas dadas. E
o que mostra a figura 30, onde cada vértice do s6lido recebe uma letra distin-
ta.

O passo seguinte é definir a linha de terra m, m,, qQue poderia ser toma-
da entre as duas vistas a qualquer distancia de cada uma delas. A figura 30
mostra a mais simples posicdo, encostada na vista em 7,. Assim, como as co-
tas dos vértices vdo ser medidas a partir de m, m,, os pontos A, D, F e G ja

terao cota nula. Como a outra vista secundéria m3 também permite medir as
cotas, se preferirmos trabalhar nela teremos de tomar m; 73 também passando
por A;, D3, F3 e G3, para ndo entrar em chogue com 75 .
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Podemos logo escrever a cota 0 ao ladode A, D,,de F,;, e G, (fig. 31)
Quanto as cotas de B, de C e de E basta-nos medir as distancias de B,, C;, e
E, a my m,, em centimetros, e escrevé-las ao ladode By, C; e E;, completan-
dc a representacdo cotada.

1.11.2 — Determinar as cotas dos vértices do sblido da figura 30 se a li-
nhade terra for tomada passando em C,.

RESOLUCAO

Em tal situacao de m; m, os pontos A, D, F e G ficam com cotas negati-
vas (—1cm), C com cota nula e E e B com cota positiva (fig. 32).
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Comparando essa figura com a 31, observamos que todos os pontos ti-
veram suas cotas diminuidas 1 em, distancia que subiu a linha de terra.

Observemos que o objetc em estudo nao se modifica quando todos os
seus pontos 1ém sua cota aumentada ou diminuida em um mesmo numero de
centimetros, pois tal operacao apenas significa seu afastamento ou aproxima-
caodem,..

1.11.3 — Naplantada figura 33 m, é a superficie livre do mar e as cotas

estdo medidas em metros. Determinar:

a) — Uma projecao secundéria dos pontos A, B, Ce D,
b) — As cotas desses pontos na preamar e na baixamar, se fordeb5 ma

variacao total da maré local.

RESOLUCAO

Pela conformacdo do mapa, A e B sdo 0s pontos mais altos de uma ilha
e C é o ponto mais profundo de um lago. O ponro D néo teve sua cota indica-



da, mas esta deverd ser nula por estar esse ponto na linha do litoral, e portan-
to ao nivel médio do mar.

A escala indicada abaixo do mapa significa que todas as medidas reais
estdo no desenho reduzidas 10.000 vezes. Cada milimetro na planta represen-
ta 10.000 mm na regido representada, ou seja, 10 m.

Para o item a, poderiamos tomar qualquer linha de terra m; m, (fig. 34)
e tirar de cada ponto da planta a linha de chamada perpendiculara m, m,. As
cotas devemn entdo ser marcadas a partir da linha de terra, lembrando que cada
milimetro significa 10 metros. Portanto A, ficard 6,5 mm acima de m; m,.
B, a 2 mm, D, na propria linha e C, 3 mm abaixo, por ter cota negativa.

Para o item b devemos raciocinar que o nivel do mar subird 2,5 m na
preamar {maré alta) e descera 2,5 m na baixamar {maré baixa), ja que a varia-
cdo total € de 5 m. Entdo, se m; sobe 2,5 m na preamar, todas as cotas ficardo
diminuidas nessa medida. O ponto A ficard comcota 625 m,B com 17,6 m,
D com 2,5 me C com -32,5 m. Na baixamar é o inverso: todas as cotas au-
mentardo 2,5 m. As cotas passardo aser 67,5 m, 225 m, 25 m, e -27,5 m,
respectivamente.

1.11.4 — No soélido da figura 31 (repetido na figura 35}, identificar a
posicdo de cada uma de suas arestas, determinando sua verdadeira grandeza e
inclinacdo.

RESOLUCAO

a) Retas de cota constante: DG, GF, FA, AD e BE. Todas essas estao
em v.g. no 7, € medidas diretamente no desenho conduzem aos seguintes
comprimentos: DG = 2,5 cm, GF = 1 Ocm, FA=18cm AD= 2,2 cm e
BE = 1,5 cm. A inclinacdo de todas é 00,

b) Retas basicas: EG e CD.

Para determinar, sua v.g. poderiamos obter qualquer projecdo secundaria, mas
€ mais rapido obter essas medidas pela diferenca de cota entre seus extremos.
Assim, EG =2 cm e CD = 1 cm. A inclinacdo de qualquer reta basica é 90°.

c) Retas inclinadas: BC, EF, BF, BA e CA.
BC aparece em v.g. no m,, tomando-se m; T, paralela a B; Cl B, C, fornece
av.g. (BC= 1,4 cm) ea inclinacdo @ = 450. (fig. 36).

Uma mesma linha de terra m; 73 € paralelaa E; F; e aB; A;. Entdo
em 73 teremos E3 F3 e By Ay emvg. LogoEF=22cme BA=28cm, sen-
do suas inclinacBes 8 = 64° ¢ v = 45°

BF e CA exigem linhas de terra distintas: m; 74 paralelaaB; F, e m; 75
paralela a C; A; (fig. 37), as quais determinam B4 F4 e Cs Ag emv.g.

Medindo no desenho teremos BF = 2,7 cm e CA = 2,5 ¢cm, com inclina-
cBes respectivas § = 49° e €= 240,

1.11.5 — Em uma cidade temos os pontos assinalados (fig. 38). A plan-
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ta estd na escala 1/5.000, com as cotas em metros. Um veiculo esta no ponto
E e precisa ir ao ponto A, mas ndo pode vencer uma declividade superior a
20%.

Determinar:

a) Se ele pode chegar ao seu destino e, em caso positivo, quais 0s seus
possiveis trajetos.

b) Quais as diferencas em metros entre os trajetos de E a A,

Cy

RESOLUCAOQO

Os caminhos possiveis de E a A sdo EFA, EDBA e EDCBA. No primei-
ro, o trecho FA tem cota constante (logo, declividade nula). E preciso ver se
EF tem declividade acessivel ao veiculo. Segundo a férmula da declividade
(item 1.5) teremos para EF:



dggp=cotaF —cotaE = 60—10 =_50 =026
E, F, E, Fx 195

OBSERVACAO: Lembrar que E; F; deve ser medido na prépria rua, e
em metros, que é a unidade de medida das cotas, Sendo a escala da planta de
1/5.000, cada milimetro nela medido corresponde a 5.000 mm = 5 m. O de-
nominador da formula acima foi obtido medindo E; F; na planta, em mili-
tros, e multiplicando por 5, para obter essa distdncia real em metros.

A declividade obtida pode ser expressa em percentagem, multiplicando-
se o valor obtido por 100. Teremos assim 26% para a declividade do trecho
EF, o que ndo permitira o acesso do veiculo.

Pela mesma formula calcularemos as declividades de cada segmento dos
outros percursos, obtendo:

dgp = 4% dpg = 27% dga=11% dpc=20% dgg = 19%.

Como o trecho DB é inacessivel ao veiculo, restard o trajeto EDCBA,
em que todos os segmentos estdo com declividade até 20%.

Para responder ao item b teremos que obter a vista em v.g. de cada seg-
mento dos trés percursos e medi-los em milimetros. Convertidos a metros pe-

la multiplicacdo por 5, serdo adicionados para obter o total de cada trajeto,
em metros. Os resultados serdo:

EFA=345m: EDBA =342 m; EDCBA =393 m.
Portanto do 19 trajeto para o 2° hg uma diferencade 3 m e do 29 para
o 32 uma diferenca de 51 m.

__ 1.11.6 — Na figura 39, determinar as cotas de B e C, sabendo-se que
AB = 4 cm e que a inclinacdo de BC é de 60°. A cota de B deve ser maior que
ade A e ade C menor que a de B.

RESOLUCAO

Passando m; m, paralela a A; B; (fig. 40) sabemos que A, B, deverd
medir 4 cm, pois € uma vista em v.g. de AB. Centrando o compasso em A, e
com o raio de 4 cm cortamos a linha de chamada tirada de B; em dois pontos
que serviriam para B,. Como somente o mais alto tem cota maior do que A
fica definida uma s& posicdo para B, , que jd fornece acotade B (1,7 cm).

Com essa cota de B podemos tomar uma vista em v.g. de BC, passando
m, 73 paralela a B; C;. Marcando B3 por meio da cota e tirando-desse ponto
uma reta que forme 609 com a linha de terra, estamos com B3 C; definida.
C3 esta na linha de chamada de C, e abaixo de m; m3, 0 que dd uma cota ne-
gativa para C (-3,2 cm). Observem que o dngulo de 60° marcado para o outro
lado de B, B3 acarretaria para C uma cota maior que a de B, contrariando
uma condicdo do enunciado.
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1.11.7 — Do ponto A no fundo de um depésito cilindrico a 6 m de al-
tura desce um cano de descarga de 6 m de comprimento para um outro depd-

sito de altura 3 m.
Determinar o ponto em que tal cano atinge a tampa do depodsito infe-

rior e a inclinagdo do mesmo.

RESOLUCAO

Na escala dada (1/200) cada centimetro na figura representa 200 cm =

2 m na realidade.
Tomando uma vista em v. g. do cano (fig. 42), do ponto A; decota6 m

basta tracar um arco de circunferéncia de 6 m de raio (3 cm no desenhc) que
definira na cota de 3 m (tampa do tanque menor) o pontc B,. A linha de cha-
mada de B, definira o ponto B na planta (B;). A inclinacdo do cano é a me-

dida do dngulo o

1.11.8 — No tridngulo ABC (fig. 43).
Determinar a diregcdo das seguintes cevianas do vértice A:

a} A altura
b) Be declividade de 60%
c) De comprimento 3,5 cm.

RESOLUCAO

a) A altura é a perpendicular de A ao lado BC. Sendo este de cota cons-
tante, é paralelo a m;. Sua perpendicular forma dngulo reto também em proje-

cdo. Entdo AD ¢ a solucdo (fig. 44).
b} A ceviana de declividade 60% (ou 0,6), se chamarmos seu extremo

de E, conduzira a aplicagdo da formula da declividade:



cota A —cota E

= 25cm

daAE = = 08
A, E,
Como E estéd no lado BC sua cota é também 1 cm.
Entéo:
25 -1 1,5
=g = 0,6 donde A, E; = ——
AiEq S &

Graficamente, basta-nos centrar o compasso em A, ecom raio de 2,5cm
cortar o lado By C;. Haveria uma segunda solucdo no outro ponto em que o
A E;.

raio interceptasse B, C,. A direcdo da ceviana pedida é

4 4

k ESCALA 1/200 j
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c) A verdadeira grandeza da ceviana ndo permite usar uma vista em v.g.,

uma vez que nao sabemos sua direcdo.
Sabemos, entretanto, que na vista em v.g. terfamos um tridngulo retan-

gulo do qual conhecemos um cateto (diferenca de cota, 1,5 cm) e a hipotenu-
sa (verdadeira grandeza 3,5 cm). Podemos construir um tridngulo igual a parte
da projecdo (fig. 45) e determinar o tamanho do outro cateto. Chamando de
AF a ceviana pedida, tal cateto é o comprimento de A; F,. Centrando o com-
passo em A,, determinamos com raio A; F; o ponto F; em B, C,. A direcdo

da ceviana pedida é A, F;.

1.11.9 — No solido da figura 31 (repetido na 46}, identificar a posicao
de cada uma de suas faces planas, determinando sua direcdo e inclinacao.

RESOLUCAO

a) Face de cota constante.
Sé existe uma no s6lido: sua base no plano m;, cujos vértices sao aque-

les de cota O (DGFA). Ja sabemos que ndo tem direcdo definida e a inclina-
cdo é nula.

b) Faces em vista basica.

Temos trés: ADC, EFG e BEGDC. Como se reduzem a uma reta em my,
suas direcdes respectivas sdo A, D,, F; G, € G, D;. A inclinacdo é de 90°,

c) Faces em plano inclinado.

Temos também trés: ABC, ABF e BEF. As direcGes sdo as de suas retas
de cota constante. Entdo a direcdo de ABF é A, F,; (AF tem cota constante
D) e a direcdo de BEF é B,E, (BE tem cota constante 2 cm). Mas ABC ndo
tem nenhum de seus lados de cota constante: Entretanto, quem percorre a
aresta AB encontra, a meio caminho entre A.(cota 0) e B (cota 2 cm), o pon-
to H de cota 1 cm (fig. 47). Unindo C a H obtemos uma reta de cota constan-
“te (1 cm) naface ABC. Entdo C, H, € a direcdo de ABC.

Para determinar a inclinacdo temos de achar uma reta de maxima incli-
nacdo de cada face. Sabemos que € sempre perpendicular a reta de cota cons-
tante da face. Para BEF o proprio lado EF é reta de maxima inclinacdo, ja
que € perpendicular a EE {(de cota constante). Tomando uma vista em v.g. de
EF (fig. 47 — pégina sequinte) sua inclinacdo serd a medida do dngulo =, que
€ a propria inclinacdo da face BEF.

Na face ABF, Bl € uma reta de maxima inclinacdo — (fig. 48). A sua vis-
ta em v.g. determina a inclinacdo u da face. Em ABC tiramos areta BJ de ma-
xima declividade e determinamos’a inclinacdo v dessa face na projecao em g4,

vista em v.g. de BJ,

1.11.10 — A figura 49 € a planta do telhado de uma casa (cotas em metios). A
declividade da face que desce para o bordo AB é 60%.
Determinar:
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a) A cotada cumeeira, EF, em metros.

b) A declividade da face que desce para o bordo CD

c} A éarea resl de cada uma das faces.

RESOLUCAO

a) A reta AE é de maxima declividade da face do telhado, pois é per-

pendicular a AB, de cota constante.

Tomemos uma vista em v.g. de AE, passando m,m, paralela a A, E,
(fig. 50). Apds marcar A, pela cota (cada mm representa 500 mm = 0,5 m)

podemos construir um triangulo retangulo de cateto horizontal

medindo

10 mm e o vertical 6 mm (com isso a tangente de seu angulo sera 0,6, valor
dado para a declividade). A hipotenusa sera a direcdo de A, E,, e nela o ponto
E, estard determinado na linha de chamada de E,;. Medindo sua altura acima
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de m;m, em mm e multiplicando essa medida por 0,5 teremos a cota de E (e

de F) em metros (9 m).
b) Com a cota da cumeeira podemos aplicar a EC, reta de méxima decli-

vidade da outra face do telhado, a formula da declividade:

dgc = cotaE —cota C
E: Cy
dgc = 9-25 =65 = 043 = 43%

15 15

Também poderiamos achar essa declividade através do angulo de incli-
nacdo medido em m, (fig. 51).

c) Para a area das faces poderiamos tomar uma vista em v.g. do plano.
Na figura 51 jé temos as faces em vista bdsica. Isolando a primeira face (fig.
52), poderiamos projetar em 7, os vértices G e H, que logicamente estardo si-
tuados na reta anica (A; E; )} a que se reduziu a face em m,. Passando a consi-
derar m, como projegdo principal, tomamos 7, 73 paralela a A, E, e consegui-
mos A3 tal que de A3 a m, m3 haja a mesma distancia que de A; a7, m,. Da
mesma forma achamos os demais pontos em w3, obtendo a verdadeira grande-

za da face.
Resta lembrar que a drea obtida deve ser multiplicada por 250.000, pois

os lados estando reduzidos 500 vezes na figura, a drea o estard 500 x 500.
Com o mesmo procedimento achariamos a drea da outra face.

1.12. EXERCICIOS PROPOSTOS

1.12.1. Representar o solido dado no sistema mongeano (fig. 53) atra-
vés de uma Gnica projecdo cotada.
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RECOMENDAGAO

\

Praticar o mesmo tipo de exercicio com as diversas pecas representadas
nos vdrios sistemas de representacdo do volume 1 da GEOMETRIA GRAFI-

CA TRIDIMENSIONAL.

1.12.2. — Em um campo petrolifero representado na planta (fig. 54) as
cotas estdo em metros. Cinco pocos foram abertos nos pontos A, B, C, D e E.
As profundidades respectivas desses pocos sdo 1.200 m, 600 m, 500 m, 200 m
e 150 m. Determinar as cotas dos fundos desses pocos (pontos F, G, H, l e J)
e uma projecdo secundaria de todos os pontos da planta.

1.12.3. — No salido da figura 53, repetido na figura 55, identificar a po-
sicdo de cada uma de suas arestas, determinando sua verdadeira grandeza e in-

clinacdo.
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RECOMENDACAO
Praticar este mesmo exercicio em outros solidos.

1.12.4. — Numa mina temos a rede de galerias mostrada na planta (fig.
56), com as cotas em metros. Os pontos A e B sdo entradas da minae Cé o
fundo de um poco de 80 m de profundidade. Para extrair minério no ponto
D, determinar o comprimento total de cada percurso possivel, incluindo a ex-
tracdo pelo poco vertical em C. Determinar ainda a declividade do segmento
de galeria de maior angulo de inclinacéo.

1.12.5. — Uma antena vertical em A, na figura 57 (cota em metros) de-
ve ser equilibrada por trés cabos, partindo paraB, Ce D (este Gltimo a deter-
minar).

Sabe-se que os trés cabos partem da antena no mesmo ponto e tém a
mesma inclinacdo. O comprimento de AB é 50m.

Determinar a cota de C e a projecdo D,, sabendo-se que deve estar na
margem da estrada m, de cota constante.

1.12.6. — Uma bateria anti-aérea em C (fig. 58) dispara contra um avido
que se desloca de A para B. Sabendo-se que atira com inclinacdo de 40° em
que direges pode atingir o avido e em que pontos da sua trajetoria este pode
ser acertado?

1.12.7. — Na planta da figura 59 as cotas estdao em metros: Um cano de
descarga vertical CD precisa ser desviado usando um joelho de 45° e um cano
de 2 m de comprimento para a tubulacdo de esgoto AB. Determinar a proje-
cdo desse cano,
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1.12.8. — Na planta da figura 60 as cotas estdo em metros. Uma rede
elétrica deve ser estendida do ponto A ao ponto E. Os outros pontos s3o ele-
vacoes onde podem ser localizadas torres.

Desprezando as curvaturas dos fios, determinar os comprimentos das

diferentes redes elétricas possiveis.

1.12.9. — No sélido da figura 53, repetido na figura 61, identificar a
posicdo de cada uma de suas faces planas, determinando sua direcdo, inclina-

cdo e verdadeira grandeza.

RECOMENDACAO

Praticar esse exercicio em outros solidos representados no volume 1.
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1.12.10. — O paralelogramo ABCD da figura 62 estd em planta, repre-
sentando uma rampa.

Determinar:

a} A declividade dessa rampa.
b) Qual o menor caminho em zigue-zague, de declividade constante, en-
tre aqueles que partem de B nas direcGesde E, F, H e |, capaz de su-
bir a rampa arrastando um objeto, se a forca bropulsora ndo agiienta

uma declividade superior a 20%
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1.12.11. — A figura 63 é a planta do telhado de uma casa (cotas em me-
tros). Determinar a declividade de cada face e o nimero de telhas que foram
necessarias para completa-lo, sabendo-se que cada metro quadrado exige 26
telhas.

1.12.12. — A figura 64 é a planta de uma calha prismatica (cotas em



Determinar quantos m> de chapa metéalica foram necessdrios para sua
confeccdo.

2. PERTINENCIA

2.1. Ponto Pertencente a Reta

Para reconhecer se um ponto dado pertence a uma reta definida em
épura podemos usar apenas .

Nos casos de retas de cota constante e de retas basicas, como AB e CD
(fig. 65) o reconhecimento é imediato, Em AB qualquer de seus pontos s6 po-
der4 ter cotade 3 cm. Entdo E e F pertencem a AB, mas G ndo pertence. Para
CD o reconhecimento da pertinéncia € ainda mais facil, pois somente pontos
superpostos a C; e Dy, na projecdo, podem pertence a essa reta.

Para uma reta inclinada teremos de-fazer uma verificacdo grafica para
estabelecer-lhe a pertinéncia de um ponto dado.

Suponhamos a reta AB da figura 66.

O ponto C pertence a AB?

Se a cota de C estivesse fora do intervalo entre as cotas de A e B pode-
riamos imediatamente negar a pertinéncia. De fato, quem percorre AB no
sentido de B para A deve subir da cota 0 para a cota 3. Entdo hé possibilidade
de passarem Ccom acota2, bcm.

Utilizando qualquer vista secundéria (ndo precisa ser a vista em v.g. de
AB) notarfamos logo que C, ndo pertence a A;B, (fig. 67), o que nega a
pertinéncia de C a AB. Em nenhuma projecao um ponto de uma reta pode
cair foradela.

E se C, pertencesse a A; B,? Poderramos garantir que C pertenceria a
AB?

Ha uma posicdo de m; 7, que ndo daria essa garantia. Vejam a figura

4

-

A,[g‘a\ﬂmﬂ_\‘
C.lz,

8,0




68, onde tomamos m; 7, perpendicular a A, B;, mesma reta das figuras ante-
riores. Nessa posicdo da linha de terra C, pertence a A,B,, mas isso decorre
de que A, B e C ttm a mesma linha de chamada. J& sabemos que C ndo per-
tence a AB. Por conseguinte, nunca deveremos tomar m; M, perpendicular a

A; B, para teste de pertinéncia.
4 .
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2.2. Graduagdo de uma Reta — Intervalo

Diziamos, na primeira frase do 'tem 2.1, que s6 precisamos de my para
reconhecer se um ponto pertence a uma reta,

Vamos mostrar agora como isso pode ser conseguido para uma reta in-
clinada. Voltando a reta AB (fig. 69) tomemos sua vista em v.g. (A, B;).
Querendo determinar sobre ela os pontos de cota 2 cm e 1 cm, bastar-nos-ia
passar paralelas a m; m, com essas distancias e determinar D, e E,. Linhasde
chamadas estabeleceriam D, e E; em 7.

O que vocés observam comparando A; D; com Dy E; e E; B,? Nao
acham iguais esses segmentos?

Na figura 70 destacamos os tridngulos retangulos A, D, X, D; E, Ye
E, B, Z. Notaram que sdo congruentes? Todos tém um angulo agudo igual
{ce e o cateto oposto igual {1 ecm). Entdo os seus catetos paralelos a 7, m,
também sdo iguais (XD, = YE, = ZB,). Como XD, =A,D; YE, =D;E, e
ZB, = E;B,, estd demonstrada a igualdade dos segmentos na projecao prin-
cipal,

Essa distancia constante, em 7;, entre os pontos de cotas inteiras con-
secutivas € denominada INTERVALQO da reta.

Em cada triangulo retangulo destacado na figura 70 temaos que:

Ig ¥ = dAB = 1 cm
INTERVA LOAB




Assim, desde que o intervalo seja medido na mesma unidade das cotas, a
declividade de uma reta é o inverso do seu intervalo. Quanto maior o angulo
de inclinagdo, menor o intervalo de uma reta. Uma reta béasica tem intervalo
nulo e uma reta constante é de intervalo infinito. E possfvel conseguir uma re-
ta qualquer que seja o intervalo dado.

Marcar sobre a projecdo principal os pontos de cota inteira consecutivos
é a operacao chamadade GRADUAR UMA RETA. )

Normalmente, nos livros do sistema de projecdo cotada, as retas sao da-
das j& graduadas, ou, como também se usa dizer, COM SUA ESCALA DE DE-
CLIVE DADA.

Conhecidos os pontos de cota inteira consecutivos da reta, fica facil lo-
calizar qualquer um de seus pontos s com o plano ;.

Vamos supor o ponto C da figura 66, repetido na figura 71,

Como esta no intervalo entre D e E, podemos interpolar a sua cota, sub-
dividir o tal segmento em 10 partes, para leitura dos décimos de cent/metro,
Como C; fica a6 décimosde E;, suacotadeveria ser 1,6 cm, se pertencesse a
AB.

Terfamos descoberto a nao pertinéncia de C a reta AB sem precisar de
projecdo secundaria, pois a cota dada para esse ponto foi 2,6 cm,

Com a reta graduada, podemos extrapolar pontos forado segmento AB,
prolongando-o nos dois sentidos para obter qualquer ponto da sua reta supor-

te.
2.3. Traco de uma Reta

O ponto em que uma reta atravessa um plano é denominado “‘trago””

dessa reta no plano.
Quando ndo é citado o plano, fica convencionado que o TRACO DE

UMA RETA diz respeito ao planoc m,. Como todos os pontosde 7; tém cota
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nula, podemos dizer que 0o TRACO DE UMA RETA é o seu ponto de cota ze-
ro.

Observemos que uma reta de cota constante ndo tem traco, ou, conside-
rada-outra forma de dizer, tem traco infinitamente afastado. Ja uma reta basi-
ca tem como traco sua propria projecao,

2.4. Retas Concorrentes, Paralelas e Reversas

Quando duas retas tém um ponto em comum s3o chamadas CONCOR-
RENTES.

Tomando-se qualquer face plana do s6lido, dois dos seus lados adjacen-
tes s30 sempre retas concorrentes no vértice comum aos dois. Mesmn dois la-
dos ndo adjacentes dessa face, se ndo forem paralelos, poderdo ter suas retas
suportes prolongadas até o encontro em um mesmo ponto. Duas diagonais
dessa face também serdo concorrentes (ressalvando sempre a hipotese do para-
lelismo). Generalizando, todas as retas de um mesmo plano sdo concorrentes
ou paralelas.

No caso de retas em faces distintas, ainda pode ocorrer concorréncia ou
paralelismo entre elas.

Na figura 72, as arestas AB e CD sdo paralelas mas n3o estao na mesma
face, Sempfe que for possivel passar um plano contendo as duas retas (como é
o caso do plano ABDC) teremos retas, até mesmo fora das faces do sélido,
mas concorrentes ou paralelas, E o caso das diagonais AD e BC do sélido, que
concorrem no ponto E.

Um par de arestas como AB e FG nunca podera ficar contido em um
mesmo plano. Por mais que tais arestas sejam prolongadas, jamais se encontra-
rdo. S3o retas REVERSAS. Ndo sdo paralelas mas ndo tém ponto em comum.

Em épura, como reconhecer ce duas retas, independentes de faces, sdo

concorrentes, paralelas ou reversas?



Se suas projecOes ndo sao paralelas, como AB e CD na figura 73, fica lo-
go afastada a hip6tese do paralelismo entre elas.

Para verificar a concorréncia basta-nos graduar as duas retas. Como adi-
ferenca de cota entre A e B é 3 cm, ha trés intervalos nesse segmento. Divi-
dindo-o em trés partes iguais podemos notar que o cruzamento das duas retas,
em AB, tem cota aproximada de 3,6 cm. Para CD, ha quatro intervalos entre
C e D. Dividido em 4 partes iguais, permite a localizacdo do cruzamento com
AB a uma cota aproximada de 1,8 cm. N3o é possivel haver concorréncia en-
tre AB e CD, uma vez que o Unico ponto que poderia pertencer as duas retas
tem cota 3,6 cm numadelas e 1,8 cm na outra.

Assim, as retas da figura 73 sdo reversas.

Se preferissemos usar uma projecao secundéria para essa mesma consta-
tacdo poderiamos tomar qualquer linha de terra (desde que nao perpendicular
a A;B; nem a C,;D;) e conseguir a nova vista das duas retas. Levantando a li-
nha de chamada do ponto de cruzamento de A;B; com C; D, verramos que
cada umadas duas retas estaria em altura diferente da linha de terra.
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Por qualquer dos dois procedimentos, se ocorresse mesma cota para as
duas retas no ponto de cruzamento das projecdes elas seriam fatalmente con-
correntes.

E se as projecOes sao paralelas?

A figura 74 mostra A B, paralelaa C;D,. Tais retas nunca poderao ser
concorrentes, mas podem ser paralelas ou reversas,

Se forem paralelas, em qualquer projecdo ortogonal serdo paralelas,

Tomando uma vista em v.g. das duas retas (fig. 75) notamos que A, B,
ndo é paralela a C,D,. Entdo as retas sdo reversas.

Nao é indispensavel usar projecdo secundéria.

Retas paralelas devem ter a mesma inclinacao, declividade e intervalo.
Na projecao principal teriamos determinados os intervalos de AB e CD, com-
provando sua desigualdade e consequente falta de paralelismo entre as retas.
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Atentem para um detalhe importante: ndo é s6 o paralelismoem 7; e a
igualdade dos intervalos que garante serem as retas paralelas. Se assim fosse,
as retas EF e GH seriam paralelas (fig. 76). Apesar de terem 0 mesmo interva-
lo ELAS DESCEM EM SENTIDOS CONTRARIOS: a primeira desce de E pa-
ra F e a sequnda de H para G. Experimentem tomar avista em v.g. dessas retas
e notardo que as mesmas Nao sao paralelas.

2.5. Retas Coplanares

As retas concorrentes e paralelas sdo reunidas em um s6 grupo, denomi-
nado de RETAS COPLANARES, uma vez que sempre sera possivel passar
um plano que as contenha. Retas REVERSAS ndo podem estar em um mes-
mo plano, como }é fizemos notar no (tem anterior.

2.6. Ponto Pertencente a Plano

Reconhecer se um ponto em épura pertence a um plano dado é imedia-
to quando esse plano € de cota constante ou estd em vista bésica.

Na figura 77, o triangulo ABC tem cota constante e DEF estd em vista
basica. O ponto G ndo esta no plano ABC, pois todos 0s seus pontos tém co-
ta 2cm. Ja o ponto H pertence a esse plano, mesmo que nao esteja no interior
do triangulo ABC, desde que, geometricamente, o plano se estende indefinida-
mente em todas as direcGes. Para pertencer ao plano DEF qualquer ponto tem
que se projetar nareta D, E, F,, como J. Até o ponto H pertence 3 DEF, pois
esta no prolongamento de D, E, F,.

No caso de um plano inclinado, sempre podemos tomar uma vista basi-
ca do mesmo. QuaIQuer ponto que se projete pertencendo a essa projecao
{que se reduz aumareta como sabemos) é um ponto pertencente a es ;

| : se plano.
Na figura 78, podemos concluir que o ponto D n3o pertence

a0 plano
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ABC, ap6s termos tomado m, m, perpendicular a B; C; (lado de cota constan-
te de ABC) e obtido A,B,C,, reta essaque n3o contém D,. Na mesma épura
podemos determinar a cota de qualquer ponto para pertencer a ABC. Assim,
para E pertencer ao piano ABC sua cota sera negativa, porque a linhade cha-
mada de £, encontra o prolongamento de A,B, em E,, abaixo de m,m,. A
distdncia de E, a linhade terrada a sua medida.

A pertinéncia de ponto a plano pode ser mais demorada de se verificar
se a direcdo do plano ndo for logo reconhecida. Se precisamos da vista basica
e a obtencao desta é conseguida através de uma reta de cota constante do pla-
no, como fazer se ndo forem dados dois pontos de mesma cota (figura 79)7

Ja sabemos obter em uma reta pontos de qualquer cota. Se acharmos
em BC o ponto de mesma cotade A, terfamos a direcao de ABC.

Entre B e C ha 2,5 intervalos. Como dividir um segmento em 2,5 partes
iguais? Basta dividi-lo em 5 partes iguais para ter cada uma com meio interva-
lo.

E o que mostramos na figura 80, obtendo os pontos D e E que graduam
a reta BC. Ligando A e D, temos direcdo do plano ABC. A partir dessa reta,
poderemos tomar a vista basicado plano.

2.7. Graduacdo de um Plano — Intervalo

A graduacao de uma reta consiste em determinar sobre ela seus pontos
de cota inteira consecutivos. GRADUAR UM PLANO significa determinar
suas retas de cota constante e inteira, também consecutivas.

Voltando a ABC da figura 80, como |3 mostramos que sdo paralelas as
retas de cota constante de um plano, se passarmos paralelas a A, D, pelos
pontos E; e C;, teremos GRADUADO o plano ABC, com a obtencdo das re-
tas de cota 2 cm e 0 cm (figura B1).
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A distancia (constante) entre essas retas no plano m; é chamada de IN-
TERVALQO DO PLANQ. Observemos que o intervalo de um plano é o mesmo
intervalo de suas retas de maxima i'ncHnacéo, pois estas sdo perpendiculares as
retas de cota constante e 0 seu intervalo mede exatamente a distancia entre
tais retas.

Portanto, também para o plano é valida a propriedade de que a medida
do intervalo, na mesma unidade das cotas, é o inverso da declividade. Entéo,
comparando dois planos inclinados, o de menor intervalo é o que mais se
aproxima do plano basico, que tem intervalo nulo. Um plano de cota constan-
te tem intervalo infinito.

A graduacao do plano permite a opcdo de resolver a pertinéncia de qual-
quer ponto por interpolacdao em uma reta de méxima declividade.

A figura 82 exemplifica um plano ja graduado pelas retas de cota cons-
tante m, n e p. Para saber a cotade um ponto A desse plano basta passar por




A, uma reta perpendicular a direcdo do plano. Para ser uma retade maxima
inclinacdo do plano seus pontos de cruzamento com m, n e p devem ter as co-
tas dessas retas. O ponto A tem entdo uma cotaentre 2 cm e 3 cm. Dividindo
o segmento em 10 partes, obteriamos a cota de 2,4 cm para A.

A reta de méaxima declividade, graduada, determina o plano em épura,
pois permite obter a graduacdo desse plano simplesmente tirando perpendi-
culares por seus pontos de cota inteira.

Os livros no SISTEMA COTADO usam a representacao da reta de maxi-
ma declividade por dois tracos paralelos proximos, como na figura 83. Numa
de suas extremidades é colocada uma letra grega que d4 a notacdo ao plano. O
plano o estd dado em épura pela sua ESCALA DE DECLIVE, expressdo utili-
zada para essa forma de determinacao do plano.

2.8. Trago de um Plano

A intersecdo de um plano ¢ com um outro plano 3 é denominada de
TRACO de cuem 3.

Quando falamos simplesmente em traco de um plano estamos nos refe-
rindo ao seu traco em . E apenas sua reta de cota nula. Para um plano g seu
traco sera designado ;.

O traco de um {ano bésico contém a projecao de qualquer ponto desse
plano. Para um plano de cota constante o traco estard indefinidamente afasta-
do; para todos os efeitos praticos ndo havera traco para tal plano.

2.9. Reta Pertencente ¢ Plano

Se uma reta possuir dois pontos pertencentes a um plano, toda ela per-
tencera a esse plano.

De fato, se uma reta estiver forade um plano s6 poder3 atravessa-lo em
um Gnico ponto. Para ter dois pontos no plano terd de ter os demais perten-
centes ao plano.

Entdo a pertinéncia de reta a plano se reduz a uma verificacdo duplade
pertinéncia de ponto a plano.

Mas ha uma forma mais rapida de testar se uma reta pertence a um pla-
no. Como este é definido geralmente por retas, e camo todas as retas de um
plano sd3o concorrentes ou paralelas entre si, é-nos suficiente verificar se a re-
ta dada concorre com duas das retas ja deterrninadas no plano,

Se o plano ja esta graduado, por exemplo (figura 84), podemos verificar
logo se a reta AR pertence ao plano mn. Para isso o seu cruzamento com m
deverd ter cota 2 cm e com n cota 1 cm. Como AB tem quatro intervalos, di-
vidindo-o em quatro partes iguais teremos sua escala de declive, que mostra
nao haver pertinéncia entre a retae o plano dados,

N&o sendo dado jagraduado, é sempre possivel e rapido obter agradua-
cdo do plano e proceder da mesma maneira.
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2.10. Exercicios Resolvidos

2.10.1. Na figura 85, determinar:
a) A cotade C para pertencer 2 reta AB:
b) A projecdo de um ponto D da reta AB com cota 2,5 cm.

RESOLUCAO

Poderramos graduar AB para resolver o problema sé com ;. Particular-
ments nesse caso, as cotas fracionadas de A e B dificultam essa graduacdo. E
bam mais facil usar uma projecao secundaria (fig. 86).

Embora nado seja imprescindivel ao problema, tomamos 7, m, paralela
aA;B,. A projecdo em 1, resolvera os dois (tens:

a) A linha de chamada de C, determina C, em A,B,. A distancia de
C, am m,, em centimetros, serd a cotade C.

b) Passando uma paralela a 7, m, distante desta 2,5 cm, achamos D; em
A, B;. Baixando de D, alinhade chamada, estara determinado D, em A; B;.

2.10.2 — Duas galerias de mina sdo abertasem A e B (fig. 87). A primei-
ra encontra um lencol d'dgua subterranea no ponto C, quandc estava com
100m de comprimento. A segunda desce com declividade de 50% Determinar:

a) Qual a cotado lencol d’'sgua.

b} Emque ponto D agaleria B encontra agua.

¢) Se o lencol for rebaixado e as gaierias continuarem, se ocorrerd um

enconiro entre elas.

RESOLUCAOQO

al Uma vista em v.g. de AC {fig. 88) deveréd encaixar os 100m da galeria
(60mm) entre A, e a linha de chamadade C;.



Centrando compasso em A, e com raio de 50mm determinamos C, nes-
sa linha de chamada. A cota de C serd de 15mm negativos, que corresponde a
30m na realidade.

b) O intervalo da galeria BD é o inverso da declividade, se medido em
metros. Sendo esta de 50%, ou 50/100, o intervalo sera 100/50 = 2 m.
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A cota de D é amesmade C (-30m). Entre B e D adiferencade cota se-
ra 556m, o que significa que havera 55 intervalosentreB; e D,. Logo, B; D,
556x2 = 110 m.

No desenho tal distancia equivale a 55mm, que permite localizar D (fig.

89). ) )

c) Prolongando AC até cruzar com BD é facil perceber, mesmo sem
qualquer operacao, que BD passa por cima de AC. Observando que no ponto
C agaleria de A & atingiu uma cota aque aoutras6 chegaem D, é ciaro que
descendo mais ainda no seu prolongamento além de C, vai atravessar a proje-
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cdo de BD em um ponto ainda mais baixo, quando essa reta nem sequer des-
ceu a cotade D.

2.10.3. — Graduar os trés lados do triangulo ABC e determinar: {fig.90)
a) Em AB, c ponto de cota 2,8 cm;

b} Nareta AC, o ponto de cota 2,5 cm;

c) Em BC, acotado ponto que esta a 2cm de B;

d) O traco do plano ABC.

RESOLUCAO

Os pontos de cota inteira podem ser determinados sempre através de
uma vista secundaria, o que é particularmente indicado quando as cotas dos
pontos dados sao nameros fracionarios. Mas vamos mostrar que a operacao é
sempre possivel por divisao de segmento.

Entre A e C hda 15 intervalos, ja que € essa a diferenca de cota. Pode-
mos dividir A; C; em meios intervalos, efetuando sua divisao grafica em 3 par-
tes iguais (fig. 91).

Entre A e B ha 1,2 intervalos. Se o segmento A;B; for dividido em 6
partes iguais teremos os pontos de AB de 2 em 2 décimos de centimetro, o
que localiza, entre outros, o ponto de cota 3, consecutivo de A (que tem cota
2) na escalade declive de AB.

Para BC hé 2,7 cm de diferenca de cota entre B e C. Esse nimero é mdl-
tiplo de 0,3, mas ndo adiantara achar os pontos de uma reta de trés em trés
décimos de cota, pois ndo teriamos 0s pontos de cota inteira consecutivos.
Por cutro lado, dividir B; C,; em 27 partes iguais para acharmos os décimos de
intervalo levaria a uma imprecisdo acentuada, pelo reduzido comprimento de
cada parte. A figura 91 mostra uma operacdo mais pratica: dividir B, C; em
partes proporcionais. Marcando numa reta auxiliar, tirada de C;, um segmen-
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to de 2,7 cm, ligamos seu extremo a Bj, tirando paralelas pelos pontos desta
reta distantes 0,5 cm, 1,5 cm e 2,5 cm de C; (essas sdo as diferencas de cota
em relacdo a C dos pontos de cota 1, 2 e 3). Fica entdo graduada a reta BC.

Notem que os artificios mateméticos para proceder adivisdo sistemética
da projecdo de um segmento, como operacdo para gradué-lo, termina acarre-
tando um desgaste mental que poderia ser evitado com a opgao de uso da pro-
jecdo secundéria. Separando reta por reta numa épura que envolve varias delas
para graduar é claro que h& uma grande sobrecarga gréfica do desenho ao se-
rem usadas.projecOes secundéarias, mas devemos lembrar que é possivel usar
uma Unica linha de terra para graduar todas elas.

E o que mostra a figura 92, onde usamas 7y M, (cuidado para ndo tomar
essa linha perpendicular a um dos lados de A;B;C;) paradeterminar apenas
os pontos de cota inteira dos trés lados de ABC.

Vejamos entdo cada item proposto, (fig. 93}.

a) O ponto de cota 2,8 ja foi determinado na graduacdo de AB (ponto
D); (fig. 91)

b) Acrescentando meio intervalo no prolongamento de AC, achamos
o ponto E, de cota 2,5 cm;

c¢) Como este i'tem cita um comprimento real, deve ser resolvido numa
vista em v.g. de BC. Tomando F, a 2 cm de B,, baixamos desse ponto alinha
de chamada que determinou F; e a cota que foi medidade F, am;m;.

Se a graduacao das retas tivesse sido feita através de projecdo secundéaria
(como mostra a figura 92), poderfamos ter logo escolhido a mesma linha de
terra para as duas operacoes;

d) O trago do plano ABC ¢ a sua reta de cota O cm.

Achando em duas das retas o ponto de cota nula teremos tal traco de-
terminado. O traco de AC seré conseqguido se marcarmos meio intervalo no
prolongamento além de C;. O mesmo faremos para achar o traco de BC.
Unindo os dois tracos de reta obteremaos o ; (chamamos de o, o plano ABC)
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2.10.4. — Em cada cruzamento do conjunto de tubulagdes da figura 94,
estabelecer qual a que passa por cima da outra, completando os seus contor-
nos.

As cotas est3o em centimetros.

Verificar ainda se ha algum par de tubulaces paralelas.

RESOLUCAO

A graduacao de cada segmento de tubulacdo levaria a uma saturacao
grafica da planta. Outra vantagem de usarmos proje¢ao secundaéria é exata-
mente esta: podemos desviar de uma planta, normalmente ja sobrecarregada
de linhas convencionais no desenho técnico, as operacdes graficas exigidas
para a solucdo de um problema como este qué€ esta proposto.

Tomando uma linha de terra que n3o seja perpendicular a nenhuma tu-
bulagdo, em planta, podemos projetar em 7, apenas o eixo de cada cano. De
cada ponto de cruzamento, a linha de chamada determina na projecao secun-
déria qual das tubulagGes possui maior cota nesse ponto (figura 95) o que nos
permite completar na planta o contorno dessa tubulacdo. Também em M, Te-

conhecemos duas tubulacGes que sdo paralelas, por terem seus eixos paralelos
nas duas projecoes.

2.10.5. — As retas m e n (fig. 96) sdo coplanares e*a inclinacio de n me-
de 45°, com suas cotas decrescendo da esquerda para a direita. Determinar:

a) Se uma reta passando por A, paralela a m, é concorrente com n:

b) A direcdo e 4 inclinacdo do plano ¢, determinado pelas retas m ;; n.

RESOLUCAO

A retam, jagraduada, tem cota 2,6 cm na intersecdo com n (fig. 97)
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Vejamos cada um dos seus dois I'tens:

al A retap paralela am tem projecdo p; paralela am; e o mesmo inter-
valo, decrescendo suas cotas no mesmo sentido,

Como a cota de A é fracionaria, devermnos marcar meio intervalo de A,
para obter o panto de cota 2 cm, e dai em diante graduar p com intervalos in-
teiros.

No cruzamento com n essa reta p tem cota 0,7 cm.

Para saber a cota de n nesse ponto, o mais rapido é tomar sua vistaem
v.g., que mostra sua inclinacdo dada, descendo do ponto de cota 2,6 cm onde
concorre com m. A linha de chamada do ponto de cruzamento com p estabe-
lece a cota de n nesse ponto, que é diferente de 0,7. Entdo p e n sdo retas re-
versas.

b) A projecdo de n em m, permite achar qualquer de seus pontos de co-
ta inteira, como o de cota 1, por exemplo (fig. 98). Se passarmos a reta q pe-




los pontos de cota 1 em m e n, essa reta pertencera ao plano ¢ por ser con-
corrente com duas retas:desse plano. Mas sera uma reta de cota constante, e
assim q, dar4 adireciode . _

Quanto 3 inclinagdo desse plano, qualquer reta de méxima declividade
pode ser projetada em v.g. (plano m3) e fornecer a medida desse angulo.

2.10.6. — O piloto de um avido no ponto A da planta (fig. 99) vé o sol
a 80° NE e sob inclinagio de 552, No mesmo instante avista um navio super-
posto ao reflexo do sol na superficie do mar.

Determinar em planta a posigao desse navio.

RESOLUGAO

Da 6tica fisica, sabemos que um raio luminoso incidente numa super-
ficie se reflete formando o mesmo angulo com o plano refletor, Para todos os
efeitos préaticos, os raios solares chegam paralelos a superficie da terra. Suadi-
recdo d; forma 80° com o norte, para o lado do leste (figura 100). Ent3o o
raio refletido que atinge o avido vem segundo a dire¢cdo m; e com a mesma in-
clinacdo de 55°. Uma vista em v.g. de m permite tragar m, partindo de A, e
formando 55° com mym,. O traco de m (supondo 7; o plano do mar) seréd B,
onde deve estar se refletindo o sol para o piloto do avido. E em B, que deve
estar o navio, na planta.

4
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2.10.7. — As retas m e n sdo coplanares, o que também acontece com
m e p. (figura 101). Chamande mnde 0. e mpde B , determinar:

a) A posicdo do ponto A em relacdo a e [3;

b) Que cotas deveria ter o ponto B para pertencerage a=.

Y
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RESOLUCAO

a) O plano o j&4 tem como direcdo n, desde que n é uma reta de cota
constante (1 cm), Tomando uma vista basica de ¢, (fig. 102) e projetando nela
o ponto A, constatamos que A, nao estd em o,. Vemos entdo que A esté
mais afastado de 7; que o plano o,

Com relacdo a 3, temos primeiro que achar dois pontos de mesma cota
em m e p. Graduando p (fig. 103), determinamos seu ponto de cota 4 cm, que
fornece a diregdo q, do plano 3. A vista bésica de [ permite concluir que o
ponto A esté fora desse plano.

b} Na figura 102, a linha de chamada de B, determina B, sobre ¢, €
conseqluientemente a cota de B para pertencer a ou Na figura 103, o mesmo é
feito em relagdo a 3

2.10.8. Um volume no ponta A da planta (fig. 104) é arrastado em uma
rampa plana por dois trabalhadores que o puxam por meio das cordas AB e
AC, exercendo forgas respectivas de 50kg e 70 kg. Determinar:

a) Em que direcdo o objeto se deslocar4 e qual o seu peso, se a forcade
atrito é de 150 Kag. :

b) Se o trabalhador em B mantiver sua direg3o e forga, para que posicao
o outro deve se deslocar para obter um méximo rendimento do seu esforgo?

c) Para os dois trabalhadores arrastarem o objeto rampa abaixo com
igual esforco, em que direcdo precisarao exercer uma forca mfnima e qual a
medida desse forca.

RESOLUCAQO

a) Supondo as cordas AB e AC no plano inclinado, deveremos inicial-
mente escolher uma escala para traduzir os vetores das forcas. Para cada 50 kg
tomaremos 1 cm.
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Esses vetores n2o estdo projetados em verdadeira grandeza, j& que seus
suportes sdo retas inclinadas AB e AC. Tomando vistas em v.g. dessas retas
(fig. 108), marcaremos em A;B; um vetor f, de médulo 1 cm (50kg) e em
A3C3 um vetor f'3 de 1,4 cm (70 kg). Linhas de chamada determinardo f, e
g

Da fisica, sabemos encontrar a resultante de duas forgas concorrentes,
construindo o paraleiogramo cuja diagonal é a composicdo dos dois esforcos
exercidos pelos trabalhadores (r; na figura 106).

Devemos lembrar que tal paralelogramo est4 no plano inclinado, e assim
a resultante ndo esta em v.g. na projecdo principal. Graduando AC, determina-
mos seu ponto que tem cota 5, o qual, ligado a B, dé a direc3o do plano
ABC. Onde essa reta de cota constante atravessa a resultante obtemos sey
ponto de cota 5 (ponto D),

Com A e D podemos obter a vista em v.g. da resultante r, no plang Ta.



Medindo esse vetor na escala das torcas (1 cm = 50Kg) obtemos 95Kg. E me-
nos que a forga de atrito especificada (150Kg), e os homens néo tirardao o vo-
lume do lugar se ndo tiverem uma ajuda extra. Como o objeto vai descer a
rampa, 0 seu préprio peso ajudaré os trabalhadores.

A fig. 107 mostra em perspectiva que o peso p do objeto pode ser de-
composto nas componentes ¢ e ¢, nas diregbes de méximo declive de ABC
e perpendicular a esse plano, respectivamente. Somente c ajuda a deslocar o
volume no plano ABC. Achando a resultante r' da composicdo de ¢ e r, deve-
remos chegar aos 150Kg da forga de atrito, e sera na diregdo de r’ que o obje-
to sera deslocado.

A fig. 108 volta a épura. Tomando a reta AE de méaximo declive, obte-
mos através de ms e m, avistaem v.g. do plano ABC, onde s6 tragamosr, e a
reta A;E,. Construimos em 7, o paralelogramo cuja diagonal r’; mede 3 cm
(150Kg) sendo um dos lados r; e tendo o outro lado a direcdo A,E-, onde
determinamos c+4. Na vista basica localizamos cs, Que fornece a medida de pg,
pois 0 peso € vertical e estd em v.g. no plano ms. Achamos entdo 110Kg para
valor desse peso. O ponto N de r’, voltado a m;, determina a direcdo d,, na
planta, em que o objeto se desloca.

Cabe apenas uma observacdo final. Embora ndo tenha sido dito explici-
tamente no enunciado, fica evidente a condicdo de velocidade constante no
deslocamento do objeto pelos trabalhadores, pois se houvesse aceleracdo o
peso poderia ter qualquer valor acima de 110Ka.

b) Se a direcdo de r coincidir com ade c haverd um méaximo rendimen-
to para a resultante. A fig. 109 mostra, no plano 75 (vista em v.g. de c), que
AsF; seria a diferenga de c para a forga de atrito. Como ¢s mede 55Kg, a
nova resultante praticamente n3o mudou de valor, continuando com cerca de
95Kg. Mas sua nova direcao serad A; F;, superpostaa A, E;.

Vejamos ent3o quais seriam as novas componentes e quais as suas dire-
2Ges,
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Como o vetor forca em AB ndo variou de mbdulo, uma vez que o traba-
lhador em B ndo mudou seu esforgo, podemos construir novo paralelogramo
de forgas com um lado e adiagonal (fig. 110), determinando assim a nova di-
recdo que deve ter a corda AC. Para localizar o ponto C e medir a forca exer-
cida nessa corda, precisamos de mais uma vista secundéria (em 7g). Obtida a
projecao nesse plano pelo ponto A e pelo ponto G dg cota5m, o novo vetor
podera ser medido em v.g., e AgC’s (com o mesmo comprimento de A;C; na
figura 105) permitira localizar em planta a nova posi¢cdo de C (ponto C', ).

Entdo se o 29 trabalhador estiver em C' a forca que precisara exercer
na corda AC ser§ a menor possivel, medindo 55 Kg.

c) E claro que, se o trabalhador em B também mudar de lugar, sera
possivel reduzir mais ainda o esforco do 22 trabalhador, bem como o dele

préprio.

Como A-l? é 0 menor vetor para a resultante, os menores vetores iguais
em que pode ser decomposto t8m metade do modulo de AF e serdo obtidos
se forem colineares com ele. Em outras palavras, se as duas cordas tiverem a
direcdo da reta de méaxima inclinacdo da rampa, os dois trabalhadores pode-
* rao puxar com a mesma forca de 47 Kg, que é o menor esforco possivel com
que podem fazer o volume descer o plano inclinado.

2.10.9 — Determinar, no plano ¢ e no plano mn, as direcGes de suas re-
tas de 22° de inclinagdo. (fig. 111).

RESOLUCAO

Construindo, a parte da projegdo, um tridangulo retangulo com um angu-
lo de 22° ¢ o cateto oposto medindo 1 cm (fig. 112), 0 outro cateto daré a

medida do intervalo de uma reta dessa inclinagdo,
Para o plano ¢ a graduacdo é imediata, pais as retas de cota constante
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sdo perpendiculares 3 reta de méaximo declive, Tomando um ponto A qual-
quer em uma dessas retas e com abertura do compasso igual ao intervalo,
tragcamos um arco que intercepta a reta de cota 1 cm mais baixa nos pontos
B e C. Tanto na direcdo A, B; como nadirecdo A, C; qualquer reta do plano
o teré a inclinacdo pedida.

Para o plano mn a operacdo de graduacdo exige um pouco mais de tra-
balho. Teremos que graduar uma das retas paralelas dadas. Na fig. 112 gradua-
mos m e achamos o ponto de cota 2,5 cm, que ligado ao de mesma cotaem n
fornece a direcdo do plano. Daf em diante o procedimento é o mesmo adota-
do para o plano o

2.10.10. — Um poco no ponto A deve abastecer uma rede de irrigacao
em que o canal alimentador BC é uma reta (fig. 113) Se os limites de declivi-
dade para o canal reto de ligacdo de A a BC sdo 12% e 15%, determinar em
que faixa pode variar a direcdo do mesmo. Cotas em metros,

RESOLUCAO

No limite minimo {12%) o intervalo do canal devera ser, em metros, de
100/12 = 8,3m. No limite méximo ( 15%) esse intervalo serdcde 100/15= 6,6 m.
J& que 8,3 m é igual a830cm e 6,6 m =660 cm, dividindo essas medidas pelo
denominador (500) da escala da planta, teremos os intervalos de 1,7 cm e
1,3 cm aproximadamente,

Qualquer reta que passe em A e seja concorrente com a reta BC deve
pertencer ao plano definido pelos pontos ABC (plano ¢). Vamos graduar esse
plano oy (fig. 114).

No segmente AC ha 8 intervalos. Dividindo-o em partes iguais temos a
graduagdo da reta AC. Unindo seu ponto de cota 7m ao ponto B, fica defini-
da a direcdo do plano a.




Qualquer reta do plano, partindo de A, devera atravessar a reta de cota 7
com 3 intervalos. A solugdo de menor declividade permitida no problema
(12%) deverd no desenho intercalar um segmento de 3 x 1,7 = 5,1cm entre
A; e m;, enquanto a de 15% tera essa distancia com 3 x 1,3 = 3,9cm. Com a
ajuda do compasso, centrando em A, , determinamos os pontos D; e E;.

O angulo DAE delimita 2 faixa em que pode variar a direg¢do do canal
de A a BC para satisfazer as condigGes do enunciado.

i
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2.11. Exercicios Propostos

2.11.1. — Na planta da figura 115 as cotas estdo em metros. No ponto
A existe uma antena transmissora de televisdo de 120m de altura. Para uma
perfeita recepcdo o sinal deve ser recebido em linha reta, em uma casa situada
no ponto B. Sendo C o topo de um morro, determinar a altura da antena ex-
terna do prédio em B, e qual o ponto D de cota 0 nadire¢do A; B, que pode

receber bem o sinal sem necessidade de antena.

—

c(n B2 El2)
D,(0 G,(0)
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2.11.2. — No sblido da figura 116, iaentificar se é concorrente, paralelo
ou reverso cada par de arestas.

RECOMENDAGAO:

Praticar esse mesmo exercicio para os sélidos representados nos diversos
sistemas, no volume 1.

2.11.3. — A retam é concorrente com n e p. Sabendo-se que o ponto A
esta a 5 cm de B e tem cota menor que 2,5 cm, e que n tem inclinagdo de 32°
aumentando suas cotas da esquerda para a direita, sendo p uma reta de cota
constante, determinar na figura 117):

a) A cotado ponto C dem;

b) O traco de n;

c) Se n é concorrente com p.

2.11.4. — Naplantada figura 118 os pontos A, B e C estdo em uma pla-
nicie de cota constante 50m. N a prospeccdo de um veio plano de minério, es-
te aflorou (apareceu na superficie do solo) no ponto A e foi encontrado em
sondagens verticais nos pontos B e C com profundidades respectivas de 70m
e 90m.,

Determinar o angulo que a direcdo desse plano forma com o nortee o
mergulho (angulo de inclinacao) além da linha de afloramento (traco do pla-
no na superficie do solo)

2.11.5. — A figura 119 é a planta da fiagdo elétrica em uma maquina,
supondo reto cada segmento de fio. Em cada cruzamento, completar na plan-
ta o fio que passa por cima do outro, verificando ainda se hé pares de fios pa-
ralelos.
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2.11.6. — O poli'gono ABCDEF (fig. 120) é uma figura plana

Determinar as cotas dos pontos B, D e E. Apo6s achar essas cotas, afastar

7, da figura até que todas as cotas figuem positivas
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2.11.7. — Nafigura 121 as cotas estdo em metros. AB, BC, CD e DA sao
quatro traves de uma estrutura. Verificar se formam uma figura plana

2.11.8. — Na planta de figura 122 as cotas estdo em metros

clinagdo de 30°

O aviao que estd no ponto A segue em altura e direcdo constantes, sen
do alvejado por um navio B. Sabemos que disparou na direcao oeste e com in

De que ponto da sua trajetdria ele acertou o avido A?

2.11.9. — A plantada figura 123 (cotas em metros) mostra uma trelica
metélica em formato de prisma triangular
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Determinar a cota de seus vértices E e F e estabelecer a visibilidade nos
cruzamentos de suas pegas.

2.11.10. — Na planta da figura 124 (cotas em metros) um avido em A
voa a uma cota constante e com velocidade de 600 Km/h, sob um vento as-
cendente na direcdo norte com inclinacdo de 300,

Determinar em que direcdo o avido se desloca em relagdo ao ar e com
que velocidade.

A velocidade do ar é de 100km/h.

2.11.11. — Em um solo plano, na planta da fig. 125 — cota em metros
— corre um cano AB do qual deve partir uma rede detanais de decantagdo
com declividade de 5% e espacamento de um metro, até desaguarem no ca-
nal CD.

Tragar essa rede na planta.

2.11.12. — As paralelas da planta, na fig. 126 — cotas em metros — s30
as retas de cota constante da superficie do solo (evidentemente ndo é um pla-
no, pois o intervalo n3o é constante).

Tracar um caminho subindo do ponto A até a retade cota 5m, com de-
clividade constante de 15%.

3. INTERSEGCAO

3.1. — Intersegdo de Reta com Reta

J& vimos no caprtulo anterior que duas retas n3o paralelas s6 se inter-
ceptam se pertencerem a um mesmo plano. Se forem reversas nunca poderdo
ter ponto em comum,

Na épura, j4 sabemos que o ponto de intersecdo de uma reta com outra
reta sO poderd estar no cruzamento das projecoes dessas retas. )



A(S)
| 126

5] 4) (3) 2 1)) [{=}]

A

\ ESCALA {500 l /

ESCALA |/200

3.2. Interse¢do de Reta com Plano

O traco de uma reta em um plano é o ponto em que ela é interceptada
por esse plano, Isso também dissemos no capitulo 2,

Quando a reta é paralela ao plano ndao podemos contar com seu traco
nesse plano. Mesmo na geometria projetiva, que considera tal trago infinita-
mente afastado, ndo temm o mesmo importancia na préatica, j4 que é inacessi-
vel,

Excetuando o paralelismo, ha sempre um Gnico ponto de intersecao en-
tre uma reta e um plano. Ndo h4 reta reversa em relacdo a um plano.

Vejamos o procedimento em épura para determinar o trago de uma reta
em um plano.

Se o plano for de cota constante, como ABC na figura 127, basta-nos
ter a retagraduada e localizar nela o ponto que tem a mesma cota do plano. A
reta m atravessa o plano ABC no ponto de cota 5, o mesmo acontecendo com
a reta n, mesmo que tal ponto esteja fora do triangulo ABC. E staremos sem-
pre considerando o plano ilimitado em todas as direcdes, nos problemas tebri-
cos. Dessa mesma forma j& tinhamos mostrado a determinagdo do traco de
uma reta no plano 7, que é 0 seu ponto de cota nula.

Quando o plano estiver em vista basica, como na fig. 128, sera ainda
mais facil achar o traco de qualquer reta nesse plano. Notem que as retasm e
n atravessam ¢ nos pontos A e B, respectivamente, peis sdo eles os seus pon-
tos que se projetam em (1

Se ha tal imediatismo na determinacdo do trago de qualquer reta quan-
do o plano esta em 4ista basica, o caminho mais répido para achar a intersecdo
de uma reta com um plano inclinado é partir para uma vista basica secundaria
desse plano.

Suponhamos o plano . dado em épura por sua escala de declive (fig.
129). Desejamos achar o trago em g da reta m. Passando m; 7, perpendicular
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a dire¢do de i, conseguimos ¢, , vista basica desse plano. A projecdo de m
em m, determina A,. Como todos os pontos pertencentes ao plano ¢ se pro-
jetam em (@, , tal ponto & a projecdo secunddria do traco da reta m no plano
o . Uma linha de chamada baixada de A, determina A; em m;.

Ndo sendo o plano dado ja graduado, terfamos o trabalho adicional de
determinar sua direcdo antes de poder obté-lo em vista basica.

3.3. Intersegdo de Plano com Plano

Dois planos distintos e ndo paralelos tém como intersecdo 'uma reta. J&
fizemos referéncia ao trago de um plano em m;, que € a reta de intersecdo des-
se plano com o plano principal, ou seja, sua reta de cota nula.

Generalizando, a intersecdo de um plano cccom qualquer plano de cota
constante é sempre a reta de c.que tem cota constante e igual d desse plano.



Também é simples achar a intersegcdo de um plano ¢ocom um outro em
vista basica, pois essa reta estara na propria projecao do plano basico, que se
reduz a uma reta.

- E no caso geral de dois planos inclinados? Como achar em épura sua in-
tersecdo?

Suponhamos que um deles j& tenha sido dado graduado, coma = na fig.
130. Queremos determinar seu trago no plano |3 dado’pelo tridngulo ABC.

Tomando uma vista basica de ¢, no plano 7, podemos obter A, B, C,
(fig. 131). Conforme vimos no item anterior, achamos o ponto D em que AB
atravessa o, € o ponto E de intersecdo de BC com esse mesmo plano. Se os
pontos D e E pertencem simultaneamente a qe [3, a intersecdo desses planos
€ a Unica reta que passa por D e E, uma vez que dois pontos distintos deter-

minam uma reta.
3.4. Interse¢do de Planos sem a Utilizagdo de Projecdo Secundaria.

Para determinar a reta comum a dois planos inclinados, pelo processo
do tem anterior, € indispensavel ter em épura a direcdo de um deles. Se ne-
nhum dos dois for dado ja graduado, é preciso antes determinar as retas de
cota constante de um desses planos.

Se for rapido graduar os dois planos dados, é possivel determinar sua
reta de intersecdo somente em 7.

Supondo os planos e 2 ja graduados (fig. 132), as suas retas de mesma
cota tém de ser concorrentes. Assim as retas de cota 2 em (e 2, por serem
coplanares (jda que pertencem ambas ao plano de cota constante 2}, tém o
ponto A em comum. O mesmo acontece com as retas de cota 1 nos dois pla-
nos, que se interceptam em B.Como A e B estdo ao mesmo tempo em e
a reta AB é a intersecdo o 3. Podemos usar qualguer cota para achar pares de
retas concorrentes em oy e 2 , embora sO precisemos de dois pares para deter-

minar a intersecdo dos planos.



Este é o processo encontrado em qualquer livro sobre o sistema de pla-
no cotados, que ndo permite o uso de planos secunddrios.

3.5. Interse¢do de Reta com Plano usando somente b Projegdo Principal

Também o ponto onde um plano intercepta uma reta pode ser achado
sem o auxilio de projecdo secundaria.

Para tal, precisamos lembrar que todas as retas coplanares sdao concor-
rentes entre si, se ndo forem paralelas.

Dados o plano ¢ e a reta m,ambos ja graduados (fig. 133) podemos es-
colher uma diregdo qualquer e passarmos paralelas pelos pontos de m. Isso
significa passar por m um plano qualquer 3 , que intercepta g segundo a reta
AB, usando o procedimento do item anterior. Como as retas AB e m sdo co-
planares (pertencem a (3 ), devem concorrer no ponto C, que é a intersecdo de
m com o, E claro que poderiamos ter tomado a direcdo de 3 perpendicular
a m, o que faria esta ser suaretade maxima declividade. Se generalizarmos tal
situacdo, podera ser inconveniente determinar, em muitos problemas, a inter-
secdo 3.

Notem que, para explicar intersecdo de reta com plano, no sistema co-
tado, € preciso primeiro estudar como determinar a reta de intersec3o de dois
planos.
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3.6. Intersegdo de trés planos entre si.

Quando temos trés planos o, 2 e Y, Mesmo sem considerarmos dois de-
les paralelos’teremos 3 possibilidades de intersecdo (fig. 134):

a) As retas de intersecdo desses planos tomados dois a dois sdo distintas
e concorrentes. Os planos o, e 'ﬁormam um triedro e possuem um ponto
em comum (ci 3 ¥);
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b) As retas de intersecdo sdo distintas mas paralelas entre si. Os planos

formam uma superficie prismatica;
c} As retas de intersecdo se confundem em uma s6, que constitui a

aresta de um feixe de planos formado por ¢, e 7.

Naturalmente o primeiro é o caso mais fregliente. A determinagdo do
ponto de intersecdo de 3 planos é sempre conseguida resolvendo um duplo
problema de intersecdo de 2 planos. Dados o ,-B e 7, podemos achar (1 3 e
B 7, cuja intersecdo é o ponto ¢ R 7y procurado. Mas pode ser mais répido de-
terminarmos qu’ye 87, ou ainda R e ory.

" Em épura, se um dos planos tiver sido dado graduado, como ¢ na fig.
135, o mais rdpido para determinar seu ponto comum com 0Os planos
B= ABCey = DEF éachar a3 e aty. De fato, uma vista bésica de i deter-
mina as retas MN e PQ em que esse plano intercepta os outros dois. Se MN =
o. B e PQ= ¢ v, entdo o ponto X de intersegdo de MN com PQ é o ponto o

Se preferissemos operar apenas em m;, poderiamos achar as direcGes de
B e 7, determinando as intersecoes « 2 e iy pelas retas de cota constante dos

3 planos.
3.7. Segdo Plana de um Salido

Em desenho técnico, frequientemente estamos precisando seccionar um
sélido por um plano, ora para mostrar a constituicdo ihterna de objetos ocos,
ora‘para indicar o material de que sdo formados.

Em épura, achar a se¢cdo de um solido por um plano qualquer fornecido
implica em uma sutessdo de intersecGes desse plano com as arestas e faces de
tal sélido.

Vamos dar um exemplo da forma-modelo, dada com suas arestas pela
metade do tamanho real (fig. 136). Mostremos como obter a sua secdo pelo

plano @, ja graduado.
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Tomando uma vista basica do plano ¢, em w3 (figura 137) podemos
projetar todo o sblido, obtendo sua vista auxiliar nesse plano. As arestas do:
solido que forem atravessadas por g3 serdo aquelas que s3o interceptadas pelo
plano o,

Depois disso, a maior dificuldade prética estd em visualizar a ordem em
que os pontos de intersecao devem ser ligados entre si. E af que entra a ajuda
de uma perspectiva.

A figura 138 mostra em cavaleira obliqua a forma-modelo com a mar-
cacao, em cada aresta, do ponto em que foi cortada por ¢ Esses pontos sdo
marcados facilmente pela cota obtida na vista auxiliar da figura 137.

Na perspectiva € mais simples concluir quais sdo os pontos vizinhos nes-
sa secdo do sélido, ligando-os para obter o formato da se¢do (fig. 139).

A figura 140 mostra como ficarad o sélido se forem retiradas suas partes
que ficaram acima do plano o E usual hachuriar toda a drea da se¢do da pecga
pelo plano o




Com o auxilio da perspectiva, podemos voltar as vistas ortogonais e de-
terminar nelas, através das linhas de chamada, os pontos da se¢do — figura

141.
A fiéura 142 mostra o aspecto final da épura do sélido cortado, elimi-

nadas as partes acima de ¢,e hachuriada a se¢do.
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3.8. Retas Concorrentes com Duas Outras Reversas

Uma aplicagdo importante para a interse¢cdo de reta com planos € a de-
terminacdo de retas que concorrem com um par de retas reversas.

Devemos observar que uma reta fica perfeitamente definida quando sdo
dados 2 de seus pontos. J4& nos capftulos anteriores vimos que um desses pon-
tos pode ser substituido pela direcdo e pela declividade, isto é, se soubermos
gue uma reta deve passar em um ponto e ser paralela a uma reta dada, tere-
mos uma sO posicdo para essa reta. De fato, basta passar por esse ponto a reta
paralela aquela que foi dada.

Também a reta serd dnica se tiver que passar em um ponto dado e ser
concorrente com duas retas dadas. A figura 143 analisa em perspectiva como
passar uma reta por A, concorrendo com as retas m e n. Na hipoétese de me n
serem concorrentes entre si, o que admitimos na figura, a reta procurada passa
pelo ponto de intersecdo dessas retas (ponto B).

O mesmo problema, aplicado ao caso de m e n serem retas reversas, €
imaginado na perspectiva da fig. 144. Todas as retas que passam por A e con-
correm com m sdao coplanares, definindo um plano ¢ Esse plano so atravessa
a reta n em um unico ponto, que chamamos de B. A reta AB serd a solucdo
para o problema pois é a Unica que encontra m e n ao mesmo tempo. Tam-
bém poderiamos usar um raciocinio simétrico: todas as retas que passam em
A e concorrem com n determinam um plano 3 que intercepta m em um unico
ponto C; a reta AC € a solucdo (que deve coincidir com AB). Essa mesma reta
ainda poderia ter surgido da intersecdo dos planos e 3.
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Vejamos sssa questdo em épura (fig. 145). Temos dados o ponto A e as
retas m e n, cada qual por dois de seus pontos.

Graduando m, seu ponto de cota 2, ligado a A, define uma reta de cota
constante do plano o= Am. (fig. 146). A vista basica de ¢y permite determi-
nar o ponto B em que esse plano intercepta a reta n. A reta AB fica assim de-

terminada.
A figura 147 mostra a épura do segundo raciocinio apontado: graduan-

do a reta n e definindo a direcdo do plano 3 = An, a vista bésica (em m 3) de
2 definird o ponto C em que m atravessa 3. A reta AC coincide com AB da
épura anterior.

A figura 148 mostra a mesma solucdo obtida sem o uso de projecGes se-
cundarias. Definindo o= Am e 3 = An por suas direcGes, um par de retas de
cota 1 ecmem e R determina o ponto D comum aos dois planos. A reta AD é
a intersecdo x 2, que deve ser a mesma reta ABC das figuras anteriores.



Pode parecer, comparando as figuras 146, 147 e 148, que é sempre mais
simples o Gltimo procedimento. De fato isso acontece quando é ficil graduar
as duas retas dadas, e mais ainda quando m e n j& sdo dadas por suas escalas de
declive. Mas imaginem se as retas forem dadas por pontos de cotas fraciona-
rias. Sera que compensa o trabalho adicional de gradua-las? E verdade que as
duas primeiras alternativas exigem também a graduacdo de uma das retas, mas
sempre nos é possivel escolher a mais simples de graduar.

Vejamos outro problema envolvendo retas reversas.

Dado o par de retas reversas m e n € possivel passar uma reta na diregao
d,que seja concorrente com m e n? (figura 149).

Mostraremos que tal reta existe e € Unica.

Todas as retas concorrentes com m e paralelas a d.sdao coplanares, defi-
nindo um plano g (fig. 150). Este ndo pode conter n que é reversa em relagao
a m. Entdo intercepta n em um ponto que vamos chamar N, visualizado na




perspectiva. Passando por N uma paralela a d, terfamos a (nica reta nessa di-
recdao que pode concorrer com m e n, pois estaria contidaem o

Neste caso também & possivel o racioclnio simétrico de determinar o
plano 3 formado por n e paralelas a d que sdo concorrentes com n. Achando o
pont M em que a reta m atravessa 3 , terfamos também a solucdo da quest3o.
lgualmente seria achada tal solugdo pela intersecao dos planos cce 3.

Vamos ver em épura essa questdo, '

A figura 151 define em 7, as retas m, n e d. Como vamos precisar da
graduacdo, qual das retas m e n é mais facil graduar? Apesar das cotas fracio-
nérias em ambas, notemos que a divisdo de n em 5 partes, entre os dois pon-
tos dados, determina o seu meio intervalo. Serd mais simples que graduar m,
que necessitaria de uma divisdo em 13 partes iguais ou em partes proporcio-
nais.

Escolhendo entdo passar o plano 3 , que fica definido pela retan e por
uma reta d’ paralela a d e concorrente com n no ponto de cota 2,5 (fig. 152),
podemos graduar n e obter assim a reta de cota constante 1,5 no plano 3.
Uma vista bésica de 3 define o ponto M em que a reta m atravessa esse plano e

conseqiientemente a reta que passa em M paralela a d, que soluciona a ques-
tdo.
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3.9. Intersecdo de Planos de mesma Declividade

Merece um destaque especial o que ocorre na intersecdo de planos que
possuem a mesma inclinacao.

Os planos o e 2 (fig. 153), como apresentam o mesmo intervalo, tém a
mesma declividade, Notemos que a reta de intersecdo ¢t [3 , obtida pelos pon-
tos de encontro das retas de cota constante dos dois planos, é a bissetriz do
angulo formado pelasdirecGesde nef3.



A,(0) 0,0}

Y
8,0) clo )

Desde que os planos conservem suas dire¢cGes, 0 aumento ou diminui-
¢do de suas inclinagGes, desde Que ocorram na mesma pProporgao para os
dais planos, ndo alteram a direc3o da reta de intersegao,

Dessa observacdo decorre, por exemplo, que uma pirdmide regular de
base em m, (fig. 154), como tem todas as faces laterais com a mesma decli-
vidade projetam suas arestas nas bissetrizes dos angulos de base, independen-
temente de sua altura, desde que cada aresta da base é adirecdo da face cor-
respondente.

Na engenharia ocorre com freqiiéncia a intersecdo de planos com a mes-
ma declividade, particularmente no estudo de telhados. Como a declividade
de uma face de telhado (denominada AGUA DO TELHADO) ¢ dependente
do tipo de telha utilizado, 0 mais comum é termos, numa mesma cobertura,
todas as 4guas com a mesma declividade,

Suponhamos na fig. 155 um telhado em planta, que cobre uma é&rea
retangular ABCD. De cada lado deve subir uma face com a mesma declivida-

de.

Sendo A; By, B; C;, C; D; e D; A; as diregdes desses planos, ndo
.importa qual seja a declividade, pois a intersecdo deles tera sempre a direcao
de cada bissetriz do retangulo (fig. 156). Quando duas bissetrizes se encon-
tram, o0 que acontece nos pontos E; e Fy, ocorre um ponto comum a trés fa-
ces. Em E concorrem as faces que partem de AB, de AD e de DC; em F as fa-
ces que sobem dos lados AB, BC e CD. A reta EF ¢ horizontal do telhado, in-
tersecdo das faces que sobem de AB e CD.

Como as bissetrizes sao equidistantes dos lados do angulo que dividem
podemos perceber que E;F; estd a uma mesma distancia de A;B; e C;D;.

De um modo geral essas linhas de intersecdo, em planta, resolvem um
problema topolégico especifico: dividir a drea de uma figura em suas partes
que reinem os pontos mais proximos de cada lado. Assim, no caso da figura
156, os pontos do triangulo A; E;D; estdo mais proximos do lado A;D; do
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que de qualquer dos outros lados do retangulo. Os pontos do trapézio A; B,
F1E, sao os que mais se aproximam do lado A;B;. Dentro de B;C;F; os
pontos estdo mais préoximos de B;C;, e dentro de C;D,E; F; estdo mais

proximosde C; D;.

Em um tridngulo MNP (fig. 157) esse tipo de divisdo é conseguido pelas
trés bissetrizes, sendo o incentro Q o Gnico ponto equidistante dos trés lados.
Em um quadrilatero qualquer ABCD é possivel ocorrer um encontro das qua-
tro bissetrizes em um sO ponto, mas geralmente elas se interceptam duas a
duas em pontos distintos. O segmento EF, nesse caso mais freglente, é sem-
pre a bissetriz do angulo formado pelos lados Que separa (na figura, EF ¢ bis-

setriz do angulo formado por AD e BC),

V amos resolver essa questdo para um poligono irreqular de um ndmero

bem maior de lados (fig, 158).
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Comecemos tragando as bissetrizes de todos os vértices e observando os
pares que se encontram primeiro (figura 159). Notem que as bissetrizes de A e
J se interceptam em L, limitando a drea mais préoxima ao lado AJ. As bissetri-
zesde F e G delimitam a areada figura que mais se aproxima de FG. S6 esses
dois pares se encontram diretamente. Se tentassemos o encontro das bissetri-
zes de B e C, por exemplo, esse ponto j4 estaria mais perto do lado Ji que dos
demais, e n3o poderia pertencer 2 linha equidistante dos lados.

Observemos nas figuras 156 e 157 da pagina anterior, que em cada pon-
to temos 3 regides vizinhas, pelo menos, o que significa haver sempre trés li-
nhas partindo de cada um deles. Pode haver mais de trés, como aconteceré
nos poligonos regulares, nos quais o centro é comum, a todas as regides (fig.
160).

Voltando a figura 159, qual a terceira linha que sai do ponto L? Nesse
ponto estdo vizinhas as regiSes dos lados AJ, AB e Jl. A regido corresponden-
te a AJ j& est4d fechada. Falta limitar entre si as regiGes de AB e JI. A linha
equidistante desses dois lados é a bissetriz de angulo formado por eles (fig.
161). Nessa mesma figura, vemos que a terceira linha que parte de S é a bisse-
triz do angulo formado por EF e GH, cujas regides limita. Essas duas novas li-
nhas s6 terminam quando encontram as probximas bissetrizes, em M e R, res-
pectivamente.

Como fecharam as regiGes mais préximas de AB e EF, nos pontos M e
R restam abertas respectivamente as regides de BC e 1J (para M) e DE e GH
(para R). Portanto, de M parte 'a linha MN, bissetriz do angulo de BC com |J
(fig. 162) e de R parte a linha RQ, paralela a DE e GH. Essas linhas fecham
em N e Q as regifes correspondentes aos lados BC e GH.

A figura 163 mostra a linha NO, terceira que passa em N e bissetriz do
angulo de CD com |J. Ela fecha em O a regido mais préxima do lado IJ. A
linha PQ é bissetriz do angulo de DE com HI, e fecha em P a regido mais pro-

ximade DE.




Agora so falta ligar O a P para limitar as regides proximas de CD e IH. A
fig. 164 apresenta a divisdao final da figura dada em suas partes mais proximas
de cada lado. Esta seria a planta de um telhado se o paligono fosse o contor-
no do seu beiral, com uma agua descendo para cada lado.
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3.10. Exercicios Resolvidos

3.10.1 — Uma galeria de mina é abertaem A e deve descer com declivi-
dade de 20% até encontrar um veio plano de minério (fig. 165 — cotas em me-
tros). Este veio foi encontrado em sondagens efetuadasem B, C e D com pro-
fundidades de 28m, 25m e 55m. Quando encontrar esse plano, a galeria
de A deve se bifurcar em duas outras que sigam com seu eixo pertencendo
ao plano do veio, sendo uma para a direita com declividade de 25% e a outra
para a esquerda com declividade de 15%.

Determinar em planta as direcGes dessas novas galerias.
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RESOLUGAO

A primeira tarefa é determinar as cotas do veio nos pontos B, C e D.
Subtraindo, das cotas dadas na superficie do solo, as respectivas profundida-
des, achamos as cotas de 32m (em B) de 60m (em C) e 15m (em D). Com es-
ses trés pontos podemos achar a direcdo do veio. Uma vista auxiliar m, (fig.
166) permite achar na reta CD o ponto de cota 32, que ligado a B fornece tal
direcao.

Uma vista bésica do veio em w3 permitiré localizar o ponto onde esse
plano intercepta a galeria que desce de A, Para localizar a projecdo dessa gale-
ria em w3 (fig. 167) deveremos usar sua declividade. Marcando em 7, o ponto
E, tal que A;E; = 100m, sabemos que E3 deveré estar 20m abaixo de A;
(14 que a declividade dada foi de 20%). A3E3 atravessa o plano BCD no ponto
F3,do qual alinhade chamada determina F;.



Do ponto F deve partir uma reta do plano BCD com declividade 25%
para a direita e outra com declividade 15% para a esquerda. Essas retas estdo
mostradas na figura 168 sem maiores comentérios, pois essa parte do proble-
ma & uma repeticdo de exercrcio do capitulo anterior (reta pertencente a pla-
noJ.

3.10.2 — Determinar a intersecdo da placa triangular ABC com a placa
DEFG (fig. 169).

RESOLUCAO

Devido a simplicidade das cotas, é mais rdpido graduar os dois planos
(fig. 170) do que tomar vista secundéria. Dois pares de cota constante (de
1 cm e de 2 cm, na figura) determinam os pontos H e | comuns aos dois pla-
nos. A reta HI é a intersecdo desses planos, mas sb nos interessa o seu segmen-
to LJ, que esté no interior do triangulo e do paralelogramo.

De fato, apresentamos as duas figuras como placas planas, e assim sb
pode haver intersecdo se a reta comum estiver no interior de cada 4rea. Se
essas placas forem opacas fornecerdo o aspecto da figura 171,

3.10.3 — A figura 172 mostra a projecao da base de uma piramide trian-
gular cujas faces laterais sdo planas de declividade 125%.
Determinar o vértice dessa piramide.

RESOLUCAO
Trata-se de uma questdo de intersecdo de 3 planos. Cada um deles passa

em uma das retas AB, BC e CA e tem declividade 125%. Seu intervalo sera
100/125=0,8 cm.
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Graduando essas retas (fig. 173), vemos que todas tém intervalo maior
que 0,8 cm. Entdo cada uma delas pode pertencer a um plano com esse inter-
valo. Se uma delas tivesse apresentado intervalo menor que 0,8cm seria impos-
si'vel passar por ela uma face da piramide.

Para passar por AB um plano com o intervalo de 0,8 qual seria a diregdo
desse plano?

Se tomarmos 2 pontos consecutivos da escala de declive de AB, como
os de cotas 2cm e 3cm (fig. 174) e do mais baixo tragarmos um arco de cir-
cunferéncia de raio 0,8 cm, a tangente tirada do outro ponto a esse arco seré
a dire¢do do plano procurado. De fato, tracando do ponto de cota 2 cm uma
paralela a essa tangente teriamos a distancia entre tais paralelas medindo exa-
tamente 0,8cm. Chamemos de ¢ esse plano. Fazendo o mesmo para os lados
AC e BC da base, teriamos as faces e yda piramide (fig. 175). A intersecdo
o # pode ser obtida através de um par de retas de mesma cota nos dois planos




o

(ponto D, de cota 3), constituindo-se em uma das arestas laterais da piramide.
As intersecOes 3 v e o Y podem ser obtidas da mesma maneira (fig. 1786),
achando-se V na intersec@o das trés retas,

Vocés podem observar que ocorrerdo outras solucdes, pois cada um dos
planos o, B e ¥ pode ter sua direcdo para o lado de fora da base, conforme
mostra a figura 177.

3.10.4 — Na figura 178 as cotas estdo em metros. Em planta, temos a
porta B de um laborat6rio em que uma amostra fortemente radioativa no
ponto A é protegida por um escudo retangular. Delimitar a drea desse escudo
que se deve reforgar para garantir contra a radiacdo toda a area da porta B,
que tem 2,2rn de altura.

RESOLUGAO

Determinando os raios retos que partem de A para os quatro cantos da
porta (C, D, E e F, na fig. 179), precisamos achar onde atravessam o plano do
escudo. Uma vista basica do mesmo permite-nos localizar G; ,H,,l; e J; no
plano m, e, por linhas de chamada, G, ,H,,l; e J;. Esse quadrilatero delimita
a area que deve ser reforcada para maior protecdo da porta.

3.10.5 — As retas BC e DE s3o os bordos de um viaduto (fig. 180). A
planta tem suas cotas medidas em metros. A |ampada de um poste, colocada
no ponto A, projeta a sombra do viaduto na 4rea hachuriada da figura, que
sobe no plano inclinado de uma barreira, definido pelas horizontais m e n.

Determinar a declividade desse trecho de viaduto.
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RESOLUGAOQO

O contorno da sombra projetada é devido & sombra do bordo BC do via-

duto. Se passarmos um raio luminoso de A a um ponto de BC, como H, por
exemplo (fig. 181), tal reta interceptara o plano mn em F, no contorno da
sombra. Outro ponto qualquer | de BC projetara sombraem G.

Este é um problema inverso do que estudamos em intersecio de reta

com plano mn e queremos determinar os pontos H e | por suas cotas,.

Uma vista bésica do plano mn permite localizar em 7, os pontos F; e

G,, que determinam A, F, e A, G, e consequentemente H, e I, na linha de
chamada de H; e |;. Medindo as cotas de H e |, podemos tranqiilamente apli-
car a formula da declividade para o segmento HI e portanto para o trecho do
viaduto em planta.
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3.10.6 — Determinar a projecdo da secdo do sélido da fig. 182, ja estu-
dado no 19 capitulo, pelo plano ., dado pelo trago ¢ m; e pelo ponto P em
que intercepta a aresta BC do sélido.

RESOLUCAO

A vista basica de ¢ (fig. 183) € conseguida com m, m, perpendicular a
a7y . Projetando o solido em 7, localizamos P, na aresta B, C,, e ¢ 2 fica de-
terminado por conter esse ponto.

Essa reta oy, vista basica de .o, intercepta A, B;, B, F,, E;F; e E;G,,
nos pontos Hy, I J; e L, respectivamente. Linhas de chamada localizam
esses pontos na projecao principal.

Pela simplicidade dessa secdo, € facil perceber os pontos vizinhos, por
pertencerem a uma mesma face do sélido. Podemos dispensar a perspectiva e
obter logo o contorno da projegdo principal da secdo (fig. 184).

4




A visibilidade da figura mostra a eliminagdo da porgdo da pega acima do
plano @, hachuriando-se o interior da secdo.

3.10.7 — Uma caldeira cilindrica de eixo horizontal é mostrada na plan-

ta da fig. 185 (cotas em metros).
Determinar a projecdo da linha de intersegdo dessa caldeira com a pare-

de inclinada, definida na planta por suas horizontais de cotas 0 e 4.

RESOLUCAO

O cilindro também permite uma vista basica. Tomando-se m; m, perpen-
dicular ao seu eixo, serd obtido um circulo como projegdo do cilindro (fig.

186).
Escolhendo diversas cotas, podemos determinar vérios pares de gera-

trizes do cilindro (ab, cd, ef, etc). Essas geratrizes podem ser projetadas em
m; € em 73, que da uma vista basica do plano da parede.

Podemos determinar os:-pontos em que cada geratriz atravessa o plano
'(pontos A, B, C, D, E, F, etc), obtendo-os em 73 e depois em ;.
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Sabendo-se que a secdo resulta em uma el ipse, & facil unir esses pontos

para obter essa curva de secdo na projecdo principal (fig. 187), notando-se que
metade é visivel por estar-na parte superior da caldeira e a outra é invisivel,

por estar no semi-cilindro inferior.

3.10.8 — Um motor no ponto A deve transmitir rotacdo aos eixos BC e

DE por meio de um Unico eixo {fig. 188).
Desprezando o raio dos eixos, qual deve ser a direcdo do eixo transmis-

sor?
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O eixo de transmissdo € a reta que passa por A e é concorrente com BC
e DE. Essas retas sdo reversas, e assim estaremos diante da questdo discutida

no item 3.8 deste capitulo.

Como BC € de dificil graduacao, escolhemos determinar o plano g.defi-
nido por A e DE. O segmento DE, dividido em 3 partes iguais, localiza o pon-
to de cota 15, que determina a diregdo de oocom o ponto A (figura 189).

Uma vista basica de o, permite determinar em m, o ponto F em que ¢ in-
tercepta a reta BC. A reta AF é a solucdo para a questdo.

3.10.9 — Um artilheiro no bombardeiro A dispara para cima na direcdo
N 60° E e com inclinagdo de 300, Se esse avido se desloca em uma horizontal,
de que ponto o artilheiro disparou para atingir o caga B, que mergulha em um
angulo de 2097? (figura 190, cotas em metros).
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RESOLUGAO

As trajetorias de A e B sdo retas reversas. O projétil disparado de A deve
seguir uma reta concorrente com essas duas retas reversas, para atingir o avido
B.

Essa questdo recai naquele problema analisado no ftem 3.8: passar uma
reta em uma diregdo dada, concorrente com duas retas reversas dadas.

Aqui é mais simples definir o plano ¢ determinado pela trajetoria de A,
que ja@ tem cota constante, e por uma reta AC na diregcdo do tiro. Essa reta
forma 60C com o norte (fig. 191) e tem inclinacdo de 30°, Para achar um ou-
tro ponto dessa reta, como C, temos de tomar uma sua vista em v.g. no m,.
Como a cota de A é muito grande, vamos subtrair 1000 metros, ficando ele
com cota nula. Marcando o angulo de 30° em m, , escolhemos C, 1 cm acima
de A,, ou seja, achamos o ponto C de cota 1050m na reta AC.

Também precisamos de um segundo ponto na trajetéria do avido B,
Tomando sua vista em v.g. no 73, marcamos B3 por sua cota acima de 1000,
e o angulo de 20° fornecido no enunciado permite escolher D3 com 1 cm
abaixo de B3, e conseguentemente o ponto D de cota 1050m.

Agara, uma vista basica de ¢, do qual ja conlrecemos a direc¢do, € abti-
da em 74 (fig. 192). Projetando BD em 7, , a reta B4 D4 atravessa ou em Eg,
do qual a linha de chamada localiza E, em B; D,. A rtta EF paralelaa ACen-
contra em F a trajetoria do bombardeiro. E esse o ponto de disparo pedido no
problema.

3.10.10 — O poligono da figura é o contorno do beiral de um telhado
em planta, no qual deve descer uma agua para cada lado assinalado por uma
seta (fig. 193).

Para os lados AB e DE ndo descem &guas por estarem sobre o muro
divisorio do terreno.
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Tracar as linhas de interse¢do das dguas desse telhado, sabendo-se que
todas devem ter a mesma declividade.

RESOLUCAO

Conforme.foi analisado no item 3.9 desse capitulo, a intersecdo de pla-
nos de igual declividade ndo depende, em direcdo, do valor dessa declividade,
pois esta sempre na bissetriz do dngulo formado pelas diregoes dos planos.

Os lados da figura que estdo assinalados por setas devem ser horizon-
tais, por serem bordos de escoamento d’agua. Como nada foi observado em
contrario, todos eles devemn ter a mesma cota.

Com essas consideracdes, o problema recai em dividir a érea do poligo-
no em suas regiGes mais proximas dos lados da figura, excluindo A;B; e
D;E;.

Comecemos tracando de C,, F;, G;, H; el as bissetrizes do poligono
(fig. 194). De A,, B;, D, e E; ndo saem bissetrizes por nao haver agua do te-
lhado descendo para A; B, nem para D, E;. As retas que saem do meio de
A, B; e do meio de D, E; dividem as areas mais proximasde A,l; e B,C, e
de C; D, e E,; F,, respectivamente.

E facil perceber onde cada linha encontra a mais proxima (fig. 195).
No ponto J; fica limitada a drea mais proximado lado G;H;. Em L,, a drea
dos pontos que se aproximam mais de A, l;. Em M,, a érea correspondente a
Cl D‘l -

Vejamos agora, de cada um desses pontosJ;, L; e M; qual a terceira li-
nha que sai.

De J;, falta sair a intersecdo das areas mais proximasde H;|, e G, F,,
na direcdo da bissetriz do dngulo formado por esses lados (fig. 196). Em L;
estdo abertas as regidesde H;1, e B;C,; a bissetriz do seu angulo determina a
intersecdo dessas areas. De M, falta a bissetriz do angulo de B, C; com E, F,.



Finalmente, a reta que vem de J; encontra em N, abissetrizde F, li-
mitando a regido mais proximade F;G; — figura 197, e a reta de L; encontra
a de M, em 0,, limitando a regido mais proxima de B;C;. A linha N; O,
completa a divisdo das aguas do telhado.
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Notem que, dessas linhas, aquelas que sdo paralelas ao beiral do telhado,
como é o caso de PL, MQ e NO, sdo retas de cota constante. Essas arestas ho-
rizontais sdo as CUMEEIRAS do telhado. As arestas ndo horizontais mas que
separam a dgua para bordos diferentes sdo chamadas ESPIGOES do telhado. E
o caso de HJ, que divide a dgua corrente para H|l da dgua que corre para HG,
de GJ, que divide a 4gua que desce para GH e GF, e assim por diante. As ares-
tas que concentram agua que vem descendo em duas faces distintas sao deno-
minadas RINCOES do telhado. Temos o exemplo de IL, para onde vai dgua
que desce nas faces que jogam agua pelos bordos Al e HI. CM é outro rincdo
desse telhado. Podemos observar que todas as bissetrizes que saem dos vérti-
ces concavos do poligono sdo rincBes, enquanto as que saem dos vértices con-
vexos sdo espigdes. As cumeeiras jamais sao bissetrizes.

3.10.11 — A figura 198 é o contorno do beiral de um telhado em plan-
ta, onde todas as aguas tém a mesma declividade e descem para todos os lados
do poligono externo e do retidngulo interno, que representa um patio desco-
berto.

Determinar os espigdes, rincOes e cumeeiras desse telhado.

RESOLUCA®

Nessa situacdo ha bissetrizes saindo de todos os vértices, tanto do poli-
gono externo gquanto do retdngulo interno (fig. 199). Também devem ser lem-
bradas as cumeeiras que correm paralelas e equidistantes dos bordos externos
e internos.
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Com essas observacdes e achando a interse¢do das linhas mais préximas,
é facil chegar ao aspecto final da figura 200.
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RESOLUCAO

3.10.12 — Um telhado tem seu beiral indicado na planta da figura 201.

As cotas estdo em metros e suas dguas tém declividade de 50%.
Determinar os espigGes, os rincGes e as cumeeiras desse telhado.

-
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Precisamos de inicio achar horizontais de mesma cota em todas as faces

do telhado, pois os seus beirais tém nf(veis diferentes,
O intervalo é igual para todas elas, medindo o inverso da declividade, ou

seja, 100/50 = 2m. Na escala do desenho, teriamos 1 cm para a medida desse
intervalo na planta. Em cada mm na planta, a cota do telhado subird 10 cm.
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O beiral de nivel mais baixo é FGHI. Passando uma paralela por dentro
desse contorno e a 1 mm de distancia desse beiral, teremos a horizontal do te-
lhado de cota 2,8 m (fig. 202). Essa cota ndo é suficiente para encontrar o
beiral de nivel seguinte (JI e FE, com cota 3m). Somente passando mais duas
paralelas por dentro de F; Gy Hy I; chegaremos a essa cota de 3m (fig. 203).

Dai em diante podemos passar, com mais 1 mm de afastamento, uma
horizontal de cota 3,1 que contorne todo o beiral de Dy a M;, passando tam-
bém paralela a F{G;H; |, (figura 204). Uma segunda paralela nas mesmas
condigGes atingira a cota do beiral mais alto (3,2 m, de ABC).

Tendo chegado a uma cota Unica em todas as dguas do telhado, pode-
mos escolher entre aplicar a divisdo desse poligono em areas mais proximas de
cada lado, como nos problemas anteriores (figura 205), ou prossequir tragan-
do horizontais do telhado de 1 em 1 mm até ndo caber mais nenhuma (fig.
206), o que também resulta no tragado expontaneo das arestas do telhado.

Esse processo das horizontais equidistantes pode ser usado em telhados




de beiral todo na mesma cota. Muitos tém preferéncia por ele, apesar de ser
mais trabalhoso, pois da uma maior seguranga ao operador mais inexperiente.

3.10.13 — O telhado definido pelo contorno do seu beiral, na planta da

fig. 207, tem uma agua descendo para cada lado. Todo o beiral tem a mesma
cota, mas as declividades das dguas sdo diferentes. Para A;B, e E; D,, descem

d @) [
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com declividade de 40%. Para By C,; com declividade de 20%. Para os demais

lades, com 25%.
Tragar os espigGes, rincoes e cumeeiras do telhado.

RESOLUCAQ

Para declividades diferentes € indispensdvel o uso de horizontais do te-
Ihado, pois as arestas ndo seguem mais a direcdo das bissetrizes.

Calculando o intervalo de cada agua, temos os valores 100/40=26m
para as aguas de 40%. 100/20 = 5 m para as dguas de 20% e 100/25 = 4 m pa-
ra as demais aguas. Na escala da planta, esses intervalos medem respectiva-
mente 0,5,1,0 e 0,8 centimetros.

Marcando esses intervalos de cada lado, temos horizontais de cota 1m
acima do beiral (fig. 208). Ndo importa qual seja a cota do beiral, pois se € a
mesma ao longo de todo o perimetro da figura, a horizontal obtida inter-
namente € toda de mesma cota. Seus pontos de intersecdo determinam as di-
recGes dos espigGes e rincdes do telhado (fig. 209).

As intersecoes dos espigdes entre si, na mesma figura, foram obtidas por
procedimento analogo aquele usado em telhados de dguas com a mesma de-
clividade, isto é, partindo do principio de que, em cada vértice do telhado,
concorrem trés linhas, pelo menos.
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3.11. Exercicios Propostos

3.11.1 — Determinar os pontos da reta m em que ela atravessa os planos
aep (fig. 210).

3.11.2 — Na planta da figura 211 as cotas estdo em metros. As retas da-
das sdo as horizontais da superficie do solo. Um veio plano de minério aflora

no ponto A e € atingido por potos verticais em B e C com profundidades res-
pectivas de 25m e 52{,111‘.
Determinar a linha de afloramento desse veio.

3.11.3 — Passar pela reta m os planos {3 e y de 60° de inclinacdo e achar
as intersecGes o 3 e oy (fig. 212).
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3.11.4 — As placas ABC, DEF e GHIJ sdo semi-transparentes,
Determinar a intersecdo dessas placas entre si e a visibilidade do conjun-
to. (fig. 213).

3:11.5 — Um obelisco em A e um poste em B estdo em um terreno hori-
zontal de cota 0, na planta de fig. 214 (cotas em metros). A altura do obelis-
co, que tem forma de piramide, é de 10 m. A sombra que ele projeta, ilumi-
nado por uma lampada no topo do poste, atinge a horizontal de cota 6 m da
barreira definida em planta por duas retas.

Determinar a altura do poste e a sombra projetada pelo obelisco, no so-
lo da barreira.
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3.11.6 — Determinar a se¢do do solido da fig. 215 (o mesmo dos exerci-
_cios propostos do 19 capitulo) pelo plano que passa nos seus vértices A, Be C
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3.11.7 — Na planta da fig. 216 (cotas em metros) um silo cilindrico des-

carrega cereal para armazenar ao lado através de um conduto prismatico, cuja
base superior tem cota 6m.

Determinar a interse¢do desse conduto com o telhado do armazém, sa-
bendo-se que uma das suas arestas encontra esse telhado no ponto A.

3.11.8 — Em uma mina, na planta da fig. 217 (cotas em metros), a gale-

ria que desce de A tem declividade de 100% e a que desce de B tem declivida-
de de 40%. O poco em C tem profundidade de 65m.

Do fundo desse poco, passar uma galeria reta que encontre as duas ou-
tras.

3.11.9 — Na planta da fig. 218 (cotas em metros) os raios solares tém
diregdo d, com inclinagdo de 60°.
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Determinar o ponto em que a sombra projetada pelo cano AB atravessa
o cano CD,

3.11.10 — Determinar as arestas do telhado cujo beiral em planta é o
poligono da fig. 219. O retdangulo central é um patio interno, e seu beiral tem
o mesmo nivel do beiral externo. Deve descer uma dgua para cada lado da fi-
gura (assinaladas por setas), com excegdo de um deles que esta sobre o muro.
Todas as dguas tém a mesma declividade.

3.11.11 — No telhado cujo beiral esta na planta da fig. 220 (cotas em
metros) deve descer uma agua para cada lado, todas com declividade de 20%.
Tragar seus espigdes, rincGes e cumeeiras.

3711.12 — No telhado da planta (fig. 221) todos os vértices tém a mes-
ma cota, e deve descer uma dgua para cada lado da figura, com excecdo de
E,F,. As aguas tém declividade de 80%, com excecdo daquelas que descem
para os lados A;B; e C; D, que devem ter declividade de 100%.
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Tracar em planta os espigdes, rincOes e cumeeiras desse telhado.

4. DISTANCIAS E ANGULOS
4.1. Rebatimento de Plano

Para medirmos segmentos e angulos, necessitaremos com freqléncia da
v.g. de figuras planas. Desde o 19 capitulo sabemos obter uma vista em v.g.,
utilizando projecoes secundarias sucessivas da figura.

VVamos agora mostrar o procedimento grafico para rebater um plano in-
clinado sobre 7, outro processo muito utilizado para determinar também a
verdadeira grandeza de figuras planas.
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A operagdo de rebatimento é ja nossa velha conhecida desde o volume 1
deste trabalho. E ela que permite obter qualquer épura mongeana, rebatendo
os planos de projegdo secundarios sobre o principal.

Agora vamos discutir o rebatimento de planos inclinados. Tomemos um
plano ¢ (fig. 222). Para rebaté-lo sobre 7 ; a charneira desse movimento so
podera ser o 7, pois serd em torno dessa reta que todog os pontos de o irdo
girar até cair sobre o plano principal. Se soubermos rebater um ponto A qual-
quer de o, saberemos efetuar a operacdo para qualquer figura desse plano.

Lembremos que, em épura (fig. 223), s6 temos a projecdo do ponto A.
Ao girar em torno de ¢ m |, 0 ponto A deverd descrever no espagco um arco
de circunferéncia cujo centro é o ponto B da charneira (fig. 224). Tal ponto é
obtido quando se baixa de A uma perpendicular 2 o, m,;, sendo AB o raio desse
arco. Apos rebatido, A'B continua perpendicular ao traco do plano, pois o
ponto A descreveu uma trajetoria em um planc perpendicular a 0.7, . Obser-




vem ainda na perspectiva que AB ndo é igual a AA;, que traduz a cota do
ponto.

Mas AB é reta de maximo declive de o, por ser perpendicular ao seu
trago. Logo, A; B também é perpendicular a o, m;. O ponto rebatido (A’) e
sua proje¢do principal (A;) ficam assim em uma reta de m; ortogonal a o 7
(fig. 225). Tomando uma vista bésica do plano ¢, A; B, € av.g. do raio de gi-
ro AB, e m, é paralelo ao plano do arco AA’, congruente ao arco A; A’; na-

quele plano.
Portanto, em épura (fig. 226), de A, se tiraareta A;By L o7, e se to-

ma a projegdo em v.g. de AB (A;B;). Girando A, para A’, em my 7y, em tor-
no de B;, basta-nos uma linha de chamada para localizar A’; que coincide
com o proprio A’, rebatimento do ponto A sobre 7, .

Apobs rebatido o primeiro ponto de um plano, podemos fazer operagdo
similar para qualquer outro de seus pontos, como C (fig. 227). Via C, e C%

o

chegamos a C’; na reta C,C';, perpendicular a « m;. Mas é possivel chegar
mais rdpido a C; através da reta AC (fig. 228). De fato, a reta A, C; determi-
na um ponto D; em O m; que permanece fixo no rebatimento do plano a,
isto 6, D'y = D,. Entdo a reta AC rebatida passa por A’; e D', determinan-
ndo C; em seu cruzamento com a reta C, C'; (perpendiculara o m,).

A operac3o inversa do rebatimento é chamada ALCAMENTO.

Muitas vezes, no transcorrer de um problema, precisamos determinar
pontos no plano rebatido e trazé-los para a projecgdo principal. Suponhamos,
ainda no plano ¢ das figuras anteriores, que precisemaos determirar em épura
o ponto E,, projecdo do ponto E de ¢, que conhecemos rebatido (E‘;, na fi-
gura 229). Através da linha de chamada localizames E; em w7, e algamos tal
ponto para E,, girando em torno de B,. De E; a linha de chamada localiza
E, nareta E; E,, perpendicular a om; (fig. 230).

Por meio da reta AE também poderiamos ter chegado ao alcamento do



ponto E (fig. 231). Bastaria prolongar A’ E’, até encontrar F'; = F; no tra-
co omy. A reta Fy{A; determinaria E, no cruzamento com E’; E; perpendi-
culara om,.

E preciso um certo cuidado ao empregar o segundo processo tanto no
rebatimento como no algamento. Se um ponto como G; (fig. 232) estiver
muito préximo da reta A; A’;, a determinacdo de G'; através da reta A, G,
pode ficar muito imprecisa, pois a interse¢do de A" G*; com G, G"y se dard
sob um dngulo muito pequeno. E claro que na épura jd tinhamos pontos tais
como C; que permitiriam muito melhor precisdo na determinagdo de G’; . Por
outro lado, pode acontecer também, como no caso do ponto H;, que a reta
que passa por esse ponto e por A; ndo encontra o7, nos limites do dese-
nho. Mas igualmente teriamos C; ou outro ponto de rebatimento ja conheci-
do que pudesse leva H; a H',.

Uma observacdo final: O rebatimento de uma figura plana normalmente
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¢ feito para o lado do trago contrario ao que contém a proje¢do dos seus pon-
tos. Se @ for rebatido para o mesmo lado (fig. 233), notemos que A’* fica no
mesmo semi-plano que A; . E impossivel que um ponto rebatido coincida com
a sua projecao, mas é dificil evitar cruzamentos e superposi¢des entre as linhas
do plano projetadas e rebatidas. Voltando a épura (fig. 234), a opgdo deve ser
feita na hora de girar A, em torno de B,. Girando no sentido anti- horarlo le-

vamos A, para m; T, em A", , descrevendo um dngulo agudo. De A”z obtemos
Ay.

A figura 235 mostra o que aconteceria se toméassemos dois outros pon-
tos Me N de o e osrebatéssemos para os dois lados de ¢, . O tridngulo
AMN rebatido para o mesmo lado da projecdo cruzaria o lado M} Ny com
os lados A;M; e A; N; da projecdo desse triangulo.

Entdo, se quisermos ter figuras sempre distintas, na épura, € aconselhd-
vel descrevermos sempre o angulo obtuso, no rebatimento do plano. Mas, se o
objetivo do operador for o de economizar espago no desenho, sua op¢do deve
ser a do angulo agudo.
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Essa preocupacao pode ser initil se nos lembrarmos dos pontos de o
gue tém cota negativa. P, na figura 236, pertence ag mas se projeta do lado de
oy contrario a A;. Sua cota é negativa e P, pertence ao prolongamento de
A,B,. Quando A, gira pra A’;, P, gira_para P’;, no mesmo sentido horério,
pois o plano ndo se quebra no rebatimento. De P’'; obtemos Py, que também
trocou de lado do traco em relagdo a A'; . Se experimentarmos ligar os pontos
Ay aP; e A, aPj, confirmaremos que essas retas se cruzardo em um ponto
de o, , propriedade que ja salientamos para todas as retas de um plano que se
rebate.

No rebatimento de uma figura dada por sua projecdo principal e pelas
cotas de seus pontos podemos quase sempre evitar o aparecimento de cotas
negativas. Basta-nos ADICIONAR a todos eles o moédulo da cota do mais bai-
xo, se for negativa. Isso equivale a deslocar o plano 7; por translacdo até pas-
sar por tal ponto, que ficard com a nova cota nula. Todos os pontos da figu-
ra terdo uma nova cota positiva. Pode interessar ao operador essa translacdo
de m; com uma finalidade exatamente oposta: se todos os pontos da figura
gue ele precisa rebater tém cotas muito altas, a determinagdo da charneira
gy pode ser impraticavel nos limites do desenho. Se ele SUBTRAIR a todos
os pontos a cota do mais baixo, o plano 7 ; subird até conté-lo.

Tanto numa situacdo como na outra das acima citadas a figura rebatida
ficard mais comodamente situada na épura. Porém tal artificio ndo elimina a
necessidade de ser dominado o rebatimento de pontos de cota negativa, pois
eles podem surgir durante a resolucdo de um problema.

4.2 Distancia de Ponto a Reta

Quando se solitita determinar simplesmente a DISTANCIA entre dois
elementos geométricos dados, sejam pontos, linhas ou superficies, sem ser
imposta qualquer condicdo, deve ser entendido que é pedida a medida do
MENOR segmento de linha que tem seus extremos um em cada dos elemen-
tos dados.



No caso de um ponto e de uma reta dados, essa menor distdncia entre
eles é dada pelo segmento de reta perpendicular a essa reta, passando por esse
ponto.

Vamos determinar a distdncia do ponto A a reta BC (fig. 237). J& sabe-
mos que um angulo reto ndo se projeta com 900, a ndo ser gque um de seus la-
dos seja de cota constante. Mas A e BC determinam um plano. Se for tomada
uma vista em v.g. do plano ABC, ou se rebatermos esse plano, a perpendicular
de A a BC aparecerd como tal.

A diregdo do plano ABC, que chamaremos de ¢, € determinada pelo
ponto D de cota 2, a mesma de A. Como C tem cota nula, o ™ ; passa por
C,, paralela a A; D, (fig. 238). A vista bdsica de ¢, permite achar A’,, rebati-
mento de A, e por meio dele B4, rebatimento de B. Como C esta na charneira,
Ci coincide com C; e temos todos os dados rebatidos em 7 ;. A perpendicu-
lar baixada de A, a B} C{ (reta A, E{, na fig. 239) é o rebatimento da perpen-
dicular de A a BC, pois todos os dngulos e distdncias em ¢ aparecem em v.g.
no rebatimento. A medida do segmento A',E’, € a solugdo do problema.

Se a questdo fosse achar a projecao da perpendicular de A a BC seria faci-
limo algar o ponto E, pois a perpendicular de E’; a o 1y determinaria E;
sobre B, C;. Nunca é demais observar que A; E; n3o forma dngulo reto com
B,;C,.

Quando a projecdo da perpendicular € mais importante que a medida
da distancia, a solucdo deste mesmo problema pode ser obtida mais rapida-
mente por outro processo.

De geometria espacial, relembremos que toda reta de um plano 7 per-
pendicular a uma reta m (fig. 240) forma dngulo reto com essa reta. Se m for
a reta BC e passarmos 3 pelo ponto A, a intersecdo de 2 com m serd o pé da
perpendicular de A a BC, ou seja, o ponto E da figura 239.

- &)

B,(3)

¢ o)




b AN v

Voltando aos dados da épura (fig. 241), vamos tentar determinar E atra-
vés do plano B . Podemos tomar uma vista em v.g. de BC, através de
mymy // B;Cy, projetando também A em m 3. Quando temos uma reta
paralela a um plano, todo plano perpendicular & reta sera perpendicular ao
plano. Logo, o plano B estard em vista bdsica em 7 3 e devera passar em Az
para contér o ponto A. Como todas as retas de (3 sdo ortogonais a BC, sua reta
de maximo declive também serd perpendicular a BC, e assim o angulo entre
elas devera se projetar em v.g. em 7 3. Entdo 3 ;3 serd forcosamente perpendi-
cular a B3C; (fig. 242), passando em A;. Ainda por estar em vista bdsica,
% cortara BC no ponto E que se projeta na interse¢cdo de 33 com B3C;. A
linha de chamada de E; determina E; sobre B, C; (fig. 243), e E; A, serd a
projecao da perpendicular de A a BC. E 0 mesmo segmento da fig. 239.

Observemos que tal processo nao fornece diretamente a distdncia de A a
reta BC. Para obté-la teriamos que determinar uma vista em v.g. do segmento
AE.
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4.3. Distancia de Ponto a Plano

E de mais ficil determinacdo a perpendicular baixada de um ponto a
um plano do que de ponto a reta.

De fato, pelo teorema de geometria espacial que lembramos no item an-
terior, uma reta perpendicular a um plano é ortogonal a qualquer reta desse
plano. Em épura, sendo ela perpendicular as retas de cota constante do plano,
anotemos a seguinte propriedade:

4.3.1 — A projecdo principal da reta perpendicular a um plano € perpen-
dicular a dire¢do do plano, e tal reta estara em v.g. quando o plano estiver em
vista basica.

Por outro lado, sendo também perpendicular a reta de maximo declive
do plano, o dngulo reto entre elas se copiard em v.g. no plano da vista basica
do plano dado. Dai a outra propriedade:

4.3.2 — A vista em v.g. da reta perpendicular a um plano € perpendi-
cular a vista bdasica desse plano.

Tendo em mente essas duas propriedades, podemos determinar a menor
distdncia do ponto A ao plano ¢, dado por seu trago e pela reta de cota cons-
tante m (fig. 244).

Uma vez que ja temos adirecdo de ¢, a propriedade 4.3.1. permite tra-
car n; perpendicular a o, 7 1, que serd a projecdo principal da perpendicular
de A a ¢ (fig. 245). A vista basica do plano (¢, ) permite tracar n,, perpendi-
cular a ela, em virtude da propriedade 4.3.2. A interse¢cdo de n com (iestara
projetada em B, , no plano 7, (fig. 246).

A medida de A, B, ja é a distancia pedida do ponto A ac plano

Se for necessaria a projecdo principal do pé da perpendicular, uma sim-
ples linha de chamada localizara B, sobre n;.



E interessante notar que a inclinacdo de n é o complemento da incli-
nacdo de @, pois n,, (L, € 7@, formam um tridngulo retangulo. Portanto a
declividade da reta perpendicular a um plano é o inverso da declividade desse
plano. Em conseqiéncia, o mesmo acontece com seus intervalos.

4.4, Distancia de Ponto a Plano, Sujeita a outras Condigdes

E interessante estudar outras condicSes que podem ser impostas para
medir a distancia de um ponto a um plano.

Pode, por exemplo, ser exigido que o segmento seja medido paralela-
mente a uma reta dada (m, na fig. 247). Basta entdo tracar pelo ponto dado
(A) uma reta paralela a m (reta n) e determinar sua intersecdo (ponto B) com
o plano dado (q). A medida do segmento dessa paralela do ponto ao plano
(AB) € a solucdo do problema. Tal exemplo ndo permitiu a escolha de ne-
nhum minimo de distdncia, uma vez que € Unico o segmento da paralela a
reta dada.

A figura 248 ilustra, também em perspectiva, uma outra condicdo para
a distancia do ponto A ao plano o : que ela seja medida paralelamente a um
plano 3 dado. Todos os segmentos que partem de A paralelos a 3 estdo con-
tidos no plano ¥ que passa em A e é paralelo a 2 . Logicamente so poderio
tais segmentos encontrar ¢ na reta ¢ 7y . Entdo podemos escolher o mais
curto desses segmentos, que serd perpendicular de A & ¢ 7y, recaindo em dis-
tancia de ponto a reta.

Em épura, vamos mostrar apenas uma aplicacdo importante dessa ul-
tima condicdo. Tommemos um plano o, dado por duas retas, e um ponto A
(fig. 249). Vamos determinar o menor segmento de cota constante que liga
A aum ponto de o,

Qual a relacdo desse problema com a situacdo da figura 248?

E simples. Todos os segmentos de cota constante sdo paralelos a ;. O
problema poderia ser enunciado desta forma: “Determinar a distdncia de A a




o , medindo tal distdncia paralelamente ao plano 7;". Aplicando o que dis-
cutimos na fig. 248, o plano v seria o plano de cota constante que passa por
A, isto é, o de cota 2. Sua intersecdo com q, (reta ¢ y) seria a reta de cota 2
desse plano (fig. 250), que se obtém com a graduacdo de ¢,. A menor distan-
cia de A a essa reta é A; B;, que é perpendicular a reta de cota 2 cm de o,
sendo B o ponto de intersecao.
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Depois de estudarmos dngulos, neste mesmo capitulo, mostraremos ou-
tras condicdes interessantes para medir a distancia de ponto a plano.

4.5. Distancia entre Duas Retas

A menor distdncia entre duas retas concorrentes € nula, evidentemente.
Entre duas paralelas, o menor segmento que nelas se apoia esta na per-
pendicular comum a ambas. De qualquer ponto de uma delas podemos tirar



uma reta perpendicular a outra, que, devido ao paralelismo, serd também per-
pendicular a primeira. A solugcdo desse problema recai assim na distdncia de
ponto a reta (item 4.2).

Resta-nos discutir o caso de duas retas reversas. Imaginemos as retas m
e n em perspectiva (fig. 251). Podemos sempre passar pela reta n um plano
o, paralelo 3 reta m, o qual sera Gnico. Tal plano conterd todas as retas que

concorrem com n e sdo paralelas a m.

e

N .

Se baixarmos de um ponto A qualquer de m uma perpendicular ao pla-
no e imaginarmos o ponto B como o pé dessa perpendicular em ¢ (fig. 252),
AB serd a menor distancia entre m e 0,, pois AB também sera perpendicular
3 reta m. De fato, qualquer outro ponto C de o,, unido a A e B, forma um
tridngulo retangulo em B, pois sendo AB perpendicular a ¢¢, por hip6tese, for-
ma angulo reto com qualquer reta desse plano (e BC pertence a 0.). A hipote-
nusa AC é maior sempre que o cateto AB, o que demonstra a nossa tese, pois
também A serd o ponto de m mais proximo de B por ser AB L m.

Passando pelo ponto B uma paralela a m, obtemos a reta p (fig. 253).
Tal reta pertence ao plano (¢ e representa a projecdo ortogonal de m sobre o.
E concorrente com n, no ponto que chamamos D. Passando por D uma para-
lela a AB, determinamos o ponto E da reta m que se projeta em D. O segmen-
to ED é o menor de todosque se apoiam nas retas m e n, sendo sua medida a
solucdo do problema. A reta ED € a Ginica perpendicular concorrente com m e
n, ou seja, a reta perpendicular comum s duas retas dadas.

Vejamos o problema em épura, onde m e n sdo dadas por dois pontos
em projecdo principal (fig. 254).

Para definir o plano ¢ basta passar por um dos pontosde n a retagq,
paralela a m. Para baixar a perpendicular de um ponto de m ao plano o= nq
temos que achar a direc3o desse plano e ebter sua vista basica. Unindo um
ponto de n a outrode qg(fig. 255) a graduacdo do segmento assim obtido per-
mite-nos chegar a o 7y, e deste a (14, vista béasica do plano. Projetando m em




m, (fig. 266) ndo é simples coincidéncia ser m, paralela a o, . Isso tem que
acontecer pelo fato de m ser paralela a oi. De um ponto qualquer A da retam
tiramos a perpendicular ao plano o(A;B, 1 g, e A;B; L am). Se nos inte -
ressa APENAS A MEDIDAdadistanciaentre m e n, ela serda A;B,, v.g. de AB,
que como vimos na fig. 253, é congruente com ED.

Se for importante a propria perpendicular comum as retasme n (ED), é
sO6 passar por By aretap; // m;, quedeterminaD; em n,; (fig. 2567). De D,
obtemos E; em m,; passando a paralela a A;B,. Ascotasde D e E seriam fa-
cilmente obtidas localizando D, e E; em ti; e my, respectivamente.

Com aplicacdo do item 4.4. deste mesmo capi'tulo, podemos procurar a
distancia entre duas retas reversas sob a condicdo de ser medida paralelamente
a uma reta dada. Na fig. 2568, vamos discutir como obter a distancia entre m e
n, paralelamente a reta d. O plano ¢ pode ser passado por n paralelo a m, co-
mo no caso da perpendicular comum. A diferenca est4 ao tomarmos de um




ponto A de m adistancia ao plano o.. Em lugar da perpendicular, o segmento
AB seré paralelo 4 retad, como vimos na fig. 247,

A partir de B o problema se assemelha ao anterior. A reta p que passa
por B, paralela a m, determina C na reta n (fig. 259). CD / / AB d4 a distancia
entre m e n, paralelamente ad.

Esse problema ndo nos lembra algo j4 visto? CD ndo é a reta paralelaad
que concorre com as retas reversas m e n? Onde j& estudamos essa questao?

Voltemos a pagina 70, no caprtulo 3. Encontraremos o mesmo proble-
ma resolvido como aplicacdo de intersecdo de retas e planos. Logicamente a
solucao obtida & a mesma pelos dois procedimentos.

A outra condicdo do item 4.4, discutida na figura 248, também encon-
tra sua aplicagdo na distancia de duas retas reversas. Dados m, n e o plano
{2 (fig. 260), podemos procurar a distincia entre m e n, medida paralelamente
ao plano 3. Ap6s determinar o mesmo plano c.que contém n e é paralelo a m,
passamos por um ponto A de m um plano yparalelo a § que podemos imagi-




nar encontrando ¢ na reta o,y . Todos os segmentos de A a i, paralelosaf3,
encontram o, na reta o v , pois tém que pertencer ao plano 7. Nesse problema
ainda podemos escolher o menor segmento possivel, que é AB (AB Loy —
fig. 261). A partir de B o procedimento continua 0 mesmo, ou seja, passar
p // m e determinar C em n. O segmento CD // AB da a menor distancia entre
m e n, medida paralelamente ao plano 3,

4.6. Lugares Geométricos de Equidistancia

O problema inverso de medir a distancia entre 2 elementosdados ¢ de-
terminar a posicdo de pontos que estejam a uma distancia dada de um ele-
mento dado.

Geralmente todos os pontos que equidistam de um ponto, ou de uma li-
nha, ou de uma superficie dados possuem uma propriedade comum, que ca-
racteriza uma linha ou superficie chamada LUGAR GEOMETRICO. Talvez
todos nés j4 estejamos familiarizados com essa expressao, se estudamos dese-
nho geométrico.

Assim, no plano do desenho, dado um ponto A (fig. 262}, todos os pon-
tos que estdo a 1 cm de distancia desse ponto pertencem a uma circunferén-
cia, que é o lugar geométrico (abreviaremos sempre para |.g.) dos pontos do
plano que distam de A essa medida dada. No caso de uma reta r, o £ .g. dos
pontos que distam 1 cm dela é formado pelas paralelas s e p, pois 0s pontos
podem ser marcados a 1 cm para um lado ou para o outro da retar.

A trés dimensdes (fig. 263) osdois exemplos tém como £. g, superficies,
em vez de linhas. Assim, o £.9. dos pontos que distam 1 cm do ponto A é toda
uma superficie esféricade centro em A e raio 1 cm. O £.g. dos pontos que dis-
tam 1 cm da retar é toda a superficie de um cilindro de eixo nessa reta e raio
1 cm. E agora podemos também definir o ¥.g. dos pontos que distam 1 cm de



um plano o dado. S3o os dois planos 3 e 7y paralelos a o.e dele distantes de
1em.

Quando temos dois elementos dados € interessante definir o l.g. dos
pontos que estdo equidistantes deles dois.

No plano, devemos saber, por exemplo, que dois pontos dados A e B
(fig. 264) definem uma reta d que contém todos Os pontos que est3o auma
mesma distancia de A e de B. Essa reta é a MEDIATRIZ do segmento AB e
sobre ela se cruzam todos os pares de circunferéncias centradas em A e B e'de
mesmo raio. A mediatriz ¢ um £.9. de equidistancia, podendo ser determinada
pela intersegdo de lugares geométricos. Elaé perpendicular ao segmento AB e
passa no seu ponto médio,

Outro exemplo de .9. de equidistancia no plano sio as BISSETRIZES
dos angulos de duas retas ae b (fig. 265), cujos pontos estdo na intersecdo de
retas paralelas e equidistantes a a e b, A conseqiiéncia disso € que m e n divi-
dem ao meio os angulos que a e b formam entre si.

J& no universo de 3 dimensOes, os dois £.9. de equidistancia que acaba-
-mos de lembrar tém outrc significado, Assim, dados 2 pontos A e B, um par
de esferas de mesmo raio centradas nesses pontos se interceptam em uma
circunferéncia (fig. 266). Todos os pontos dessa circunferéncia sdo equidis-
tantes de A e de B, Qualquer outro par de esferas assim geraria uma circunfe-
réncia ainda no plano ¢, que contém a primeira. Esse plano é denominado
MEDIADOR do segmento AB. E f4cil demonstrar que ele goza da mesma pro-
priedade da reta mediatriz, ou seja, é perpendicular ao segmento AB e contém
seu ponto médio. Que o ponto M, na metade de AB (fig. 267), pertence ao ¥.g
de equidisténcia a A e B é 6bvio demais. Demonstremos o teorema inverso:
sendo oo um plano perpendicular ao meio de AB, qualquer ponto C desse pla-
no é equidistante de A e de B. De fato, ligando C a M obtemos CM | AB (to-
da reta de um plano perpendicular a uma reta é perpendicular a essa reta).




Entdo os tridngulos retangulos CMA e CMB tém os catetos congruentes-
(AM = MB). Eles sdo simétricos, caso particular de congruéncia inversa (pois
tém orientagdes de vértices distintas). Suas hipotenusas sdo congruentes, o
que demonstra que C estad 4 mesma distancia de A e B.

-

No caso de duas retas concorrentes a e b, 0 £.9. dos pontos equidistan-
tes das duas, a trés dimensOes, ndo se limita as bissetrizes m e n (fig. 268).
Chamando de ¢ o plano ab, todos os pontos de 2 e de v, planos perpendicula-
res a (i passando por m e n, respectivamente, sdo equidistantes de a e b. Seria
facil demonstrar tal propriedade. Deixamos essa tarefa a cargo dos leitores. Os
planos 2 e 7, que podem ser chamados de BISSETORES do angulo &b, tém a
mesma propriedade que o par de bissetrizes m e n: sdo perperdiculares entre
si.

Mas a denominacdo de BISSETORES é mais apropriada para os .9, dos



pontos equidistantes de dois planos dados (fig. 269). Quando temos dois pla-
nos o e 3 concorrentes, o £.9. dos pontos deles equidistantes é o conjunto dos
planos ¥ e § que dividem ao meio os dngulos diédricos formados por q.e B.
T ais como os bissetores de duas retas, os bissetores de dois planos também sao
perpendiculares entre si.

Notemos ainda que, se duas retas ou dois planos sdo paralelos, seu 2.g.
de equidistancia se reduz a um Unico plano.

Quando temos trés elementos dados, podemos achar o £.4. dos pontos
equidistantes desses trés elementos através da intersecdo dos £.9. de equidis-
tancia desses elementos tomados 2 a 2, Por exemplo, dados 3 pontos A, B e
C, a intersecdo do plano mediador de AB com o plano mediador de BC dar4
uma reta que também estara contida no plano mediador de AC. Essa reta seria
£.g. dos pontos equidistantes, no espaco tridimensional, dos‘trés pontos dados.
E facil demonstrar que tal reta passa no circuncentro do triangulo AB C e é
perpendicular ao seu plano.

AplicacGes em épura de todos esses lugares geométricos serao encontra-
das nos exercicios finais deste capitulo,

4.7. Angulo de Duas Retas

A figura geométrica ANGULO é essencialmente plana, pois é originada
pela intersecdo de duas retas.

Pedir a medida do angulo que duas retas formam deveria ent8o pressu-
por a coplanaridade das mesmas. Mas entendendo-se duas retas como diregdes
distintas no espaco, o dngulo que as retas reversas m e n (fig. 270) formam en-
tre si pode ser medido através de ¢, dngulo que uma delas (n) forma com
uma paralela a m (reta p) que passa por um de seus pontos.

De qualquer forma a questdo recai em medir o angulo de duas retas co-
planares, Tomemos em épura as retas m e n cancorrentes e procuremos deter-
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minar em v.g. a medida do angulo mn (fig. 271). J4 vimos que a projecdo prin-
cipal ndo mostra um angulo em sua medida real, a ndo ser quando seus lados
tém cota constante, 0 que nao acontece na figura.

Podemos sempre obter uma vista em v.g. do plano mn ou rebaté-lo so-
bre m{. Os pontos dados sobre m e n permitem determinar a direcao do plano
o= mn e conseqiientemente seu traco qm, (fig. 272).

Para rebater ¢ é suficiente usarmos 3 de seus pontos: A (concorréncia
de m com n), B e C (pontos de m e n sobre gm; (fig. 273). Como B; e C;
coincidem com B’; e C’;, basta operarmos o rebatimento de A, obtendo A’;.
As retas m’; e n’; nos permitem medir com um transferidor a v.g. do dngulo
das retas m e n.

Duas retas formam entre si dois angulos agudos e dois obtusos, suple-
mentares e congruentes dois a dois. Vamos padronizar daqui em diante que,
ao pedirmos a medida de um angulo de duas retas, estaremos sempre procy-
rando o angulo agudo.
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4.8. Angulo de Reta com Plano

Quando uma reta m atravessa um plano ¢cem um ponto A (fig. 274),
podemos tracar em ¢ varias retas passando em A. Na figura, destacamos ape-
nas duas: a reta n, que passa no ponto D, pé da perpendicular baixada de um
ponto B da reta m sobre ¢y, e uma outra qualguer p.

VVamos demonstrar que o angulo R formado entre m e n, é menor que 7,
formado entre m e p. s oz o

Marcando o ponto E em p tal que AE = AD, comparemos os triangulos
AEB e ADB. Como eles tém dois lados congruentes, o dngulo que tais lados
formam ser& tanto maior quanto maior for o lado oposto. Se o lado oposto a
gem ADB é BD, segmento perpendicular ao plano o (e portantd a menor dis-
tanciade 3 a @), o oposto a7y é BE no triangulo AEB, necessariamente maior
do que BD. Entdo 3 < g,
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Portanto o menor dngulo que uma reta m forma com uma reta de um
plano ¢ é aquele que ela forma com a sua projecdo ortogonal sobre ¢ (reta n),
Tal angulo define o préprio angulo da reta m com o plano .

Devemnos observar que, como ABD & um tridngulo retangulo, 3 é o com-
plemento. do angulo que m forma com BD. Dados oo e m, ndo precisamos
obter n para medir o angulo de m com (. Basta-nos baixar de um ponto B de
m a perpendicular a g, e medir seu anguio com m. Subtraindo de 90° a medi-
da do angulo obtido entre m e BD (problema de angulo formado por duas
retas), temos a medidado angulom .

Resolvamos tal probiema em épura (fig. 275).

Tomemos logo ¢, e m graduados. Podemos escolher o ponto B em qual-
quer posicdo sobre a reta m, facilitando o preblema se o tomarmos com cota
inteira (na fig., foi tomado com cota 2). Uma vista basica de ¢ (fig. 276) per-
mite baixar a perpendicular BD a esse plano, conforme vimos no item 4.3.
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Poderfamos achar facilmente o ponto A onde m atravessa ¢ e ligé-lo a
D, obtendo a reta n, para determinar o angulo mn. Mas é bem mais répido
achar o angulo de m com BD. Basta graduar BD, determinando-lhe os pontos
de cota 1 e de cota 0. Os pontosde cota 1 em BD e em m permitem determi-
nar a direcdo do plano § formado por m e BD (fig. 277), e em conseqiiéncia
o trago (31 ;. Usando-o como charneira, podemos tomar a vista basica de
B em w3 e rebater as retas BD e m, cujo dngulo em v.g. serd 6 . Medindo
esse angulo, basta achar seu complemento, que sera o angulo da reta m com
o plano ¢.

4.9. Angulo de Dois Planos

Quando dois planos sdo concorrentes, formam um angulo diédrico que
pode ser medido através de um angulo de duas retas.

Imaginemos dois planos ¢ e 8 que se interceptam na reta o (3 (fig. 278).
Escolhendo um ponto A qualquer de B, baixamos a perpendicular AB sobre
o.. Podemos tirar varios segmentos de B a reta o 3, todos eles formando an-
gulo reto com AB, pois pertencerao sempre ao plano ¢ . Na figura tracamos
apenas dois: BC perpendicular a o 3 e BD qualquer. Os tridangulos ABC e ABD
sdo retangulos em B, possuindo um cateto comum AB. Ent3do, dos dois trian-
gulos, © que possui menor o outro cateto, tem o menor angulo agudo em A,
Sendo BC 1 o 3 € a menor distancia de B a essa reta, Logo CAB < DAB. Co-
mo os angulos agudos de tridngulos retangulos sdo complementares, ACB >
ADB.

Por outro lado, como AB e BC sdo ortogonais a ¢ 3, todo o plano ABC
¢ perpendicular a ¢t [3 eentao AC 1l o3 Porum tratamento simétrico, deduzi-
rfamos entao que, se passassemos por A uma reta perpendicular a [} ela en-
contraria ¢y em E, no prolongamento de CB (fig. 279).



" Portanto o angulo ACB é o maior agudo formado entre uma reta de ¢,
e outra de 3 obtido quando seus lados sdo perpendiculares a ¢ 8. Sua medida

é ado ANGULO DIEDRICO 8.

Chamamos a atencdo para o fato de que o teorema que acabamos de de-
monstrar generaliza aquela propriedade que j4 vimos da reta de méximo de-
clive de um plano. Por ser perpendicular ao traco do plano, sua‘inclinacdo me-

dia a proépria inclinagdo do plano.

Na determinagdo de um angulo diédrico, podemos 3s vezes chegar mais
rapidamente 3 sua medida tirando de um ponto P, fora dos dois planos e
3 (fig. 280), uma perpendicular a cada um desses planos. De fato, sendo PM e
PN tais perpendiculares, o plano PMN ¢ ortogonal a oy [3, por ser perpendicular
a ¢ (por conter PM L ¢) e a B (por conter PN L 8). Entdo o ponto Q em que
tal plano corta o R define QM e QN perpendiculares a ¢ 3, e assim NQM ¢ a
medida do angulo ¢ 3 Mas o quadrilatero PMQN tem &ngulos retosem M e N.
A soma de seus angulos internos é 360° | e assim os dngulos em P e em Q sdo
suplementares, |sso significa Qque o angulo agudo formado pelas perpendicula-
res PM e PN tem a mesma medida do angulo diédrico o 2.

Vamos ver em épura como medir o dngulo diédrico ¢ £, sendo suas fa-
ces dadas por suas retas de maximo declive (fig. 281).

Podemos tomar um ponto P em qualquer lugar e com gualquer cota
(fig. 282). Escolhemos com a cota 1 por ser mais simples, evidentemente.
Tomando uma vista bdsica de o em m,, podemos baixar a reta m perpendi-
cular de P a o. E a reta PM da figura 280, mas ndo nos interessa o ponto M
em que ela atravessa n,. E mais importante localizar seu ponto de cota 0, Pro-
cedendo da mesma forma para 3 a suavista béasica permite tracar a reta n per-
pendicular de P a 3 determinando seu ponto de cota 0.

Chamando agora de ¥ o plano de m e n, podemos destacé-lo na figura
283 e salientar seu traco 7y 7;, pelos pontos de cota nula de m e n. O rebati-
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mento de ¥ em 7, determina a v.g. do angulo mn, que tem a mesma medida
do dngulo diédrico pedido.

4.10. Lugares Geométricos de Angulos

No espaco bidimensional, ou seja, no estudo do desenho geométrico,
deve ter sido visto um £.g. de dngulos, bastante importante por suas aplicacoes
nas construcOes de figuras planas.

S3do os ARCOS CAPAZES de um angulo dado em relacdo a um segmen-
to dado AB (fig. 284).

Com base numa propriedade de angulos inscritos em uma circunferén-
cia, lembremos que todos os pontos do plano que, ligados aos pontos A e B,
formam um mesmo angulo ¢ (como C, C', C’, C'"', C*, C° e C®, na figura) es-
tdo situados sobre dois arcos de circunferéncia simétricos em relacdao a AB,
que é uma corda comum aos dois.



A trés dimensdes, esse £.9. seria a superficie gerada pela rotagdo da figu-
ra 284 em torno de AB. E do género de superficies chamado TORO CIRCU-
LAR (fig. 285).

No caso particular do dngulo ¢ ser reto, os arcos capazes $3o semicir-
cunferéncias, completando uma circunferéncia inteira, para os pontos do pla-
no. No espaco, o R.9. seria a superficie de uma esfera de diametro AB.

Mas no espaco tridimensional hd um 2.9. das retas que passam por um
ponto A e formam um angulo dado ¢,com uma reta m (fig. 286). Passando a
reta n / / m pelo ponto A, todas as retas desse £.9. sdo geratrizes de um cone
de revolugdo de eixo n. Outra superficie cdnica é o L.g. das retas que passam
em um ponto A e formam um &dngulo dado ¢ com um plano 3 (fig. 287). Ti-
rando-se de A aretam 13, jd vimos Que toda reta que faz angulo o,com o pla-
no B forma angulo complementar (90° - o) com a perpendicular m, o que
equivale ao £.9. da fig. 286.

4.11, Distancia de Ponto a Plano, Sujeita a Condi¢coes Angulares

No item 4.4, prometemos outras condicOes interessantes para medir a
distancia de um ponto a um plano.

Vejamos 0 caso em que temos uma reta m e queremos medir a distancia
de um ponto A a um plano ¢, usando um segmento que forme com m um an-
gulo dado 8 (fig. 288).

Passando por A a reta n paralela a m, o £.g. de todas as retas que for-
mam angulo @ com m, conforme vimos em 4.10., é a superficie do cone de
revolucdo cujas geratrizes formam angulo 6 com o eixo n (fig. 289). A inter-
secdo dessa superficie conica com o plano o serd uma curva conica (elipse, hi-
pérbole ou parébola), cujos pontos distam de A o comprimento da respectiva
geratriz. E facil imaginar que, se m for dada perpendicular a ¢, a curva conica
serd uma circunferéncia, pois ¢y cortard o cone perpendicular ao seu eixo. Em



tal situacao particular, qualquer geratriz teria 0 mesmo comprimento, que se-
ria a distanciade A a o, formando angulo 8 com m.

Fora desse caso especial, as geratrizes tém comprimentos diferentes. Po-
demos procurar a mais curta delas, que traduzird a menor distancia de A a cx,
sob aquela condicdo do angulo 8 com m.

\ amos baixar de A a perpendicular AB sobre o . Qualquer geratriz AC
(fig. 290) determina com B um triangulo retédngulo, do qual o cateto AB ndo
depende da posicao de C na curva cdnica. Entdo, quanto maior for BC, maior
sera a hipotenusa AC, e a mais curta geratriz corresponderd a posicao de C
mais proxima de B. O nosso problema depende agora de achar o ponto da
curva cdnica que mais se aproxima de B.

Passando um plano de projecdo 7, paralelo a AB e a n, obtemos nele a
vista em v.g. do plano ABD, onde D é a intersegcdo de n com ¢ (fig. 281). O
plano m, & perpendicular a ¢ por ser paralelo a sua perpendicular AB. Entao
¢y estara em vista bésica em my, reduzindo a projecdo da curva cdnica a um
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segmento de reta em o, m;. Por ser paralelo ao eixo n do cofie de revolugao,
m, mostrard o contorno desse cone como um triangulo, em que n; é a bisse-
triz do angulo 26 no vértice A;. Os outros vértices E; e F; desse triangulo
sdo as projecSes de E e F, extremos das geratrizes AE e AF que estdo em um
plano paralelo a m;. Como BD também & paralelo am,, os pontosB, D, E eF
estdo numa mesma reta, sendo portanto os pontos E e F respectivamente o
mais proximo e o mais afastado de B, sobre a curva cOnica.

A medida de AE, que estd em v.g. no plano 7; (A E;), é amenor dis-
tanciade A a ¢, formando angulo & com m.

Outra condicdo angular para adistanciade um ponto a um plano é ade
que seja medida por um segmento que forme um angulo dado com outro pla-
no dado.

Na figura 292, suponhamos que se deseja medir a distancia de A a ¢,
formando um angulo @ com o plano 3. Pelo que vimos em 4.10, passando por
A a reta n perpendicular a 3 todas as retas que sairem de A formando angulo
90° — @ com n satisfazem a condicdo exigida. O raciocinio seria o mesmo de-
senvolvido nas figuras anteriores, com a Gnica diferengca de tomarmos o com-
plemento de € para dngulo das geratrizes com o eixo do cone de revolucao.

A mais interessante aplicacdo pratica dessa questdo ocorre quando
2 é o plano ;. O problema equivale entdo a achar o menor segmento que une
um ponto a um plano, com declividade dada.

Vamos analisa-lo em épura.

Dados o ponto A e o plano ¢ , determinemos o menor segmento de in-
clinacdo 60° que une A a um ponto de o (fig. 293).

Acompanhando o raciocinio desenvolvido nas perspectivas, a reta n,
perpendicular a m;, € uma reta basica (fig. 294). A vista basicade ¢, tomada
em m,, também mostra n em v.g., além da perpendicular AB. Portanto 7,,
também mostra n em v.g., além da perpendicular AB. Portanto m, correspon-
de ao m, da fig. 291). O ponto D é aintersecdo de n com ¢r. O 2.9. das retas
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que saem de A e formam 60° com 7, (e portanto 90° — 60° = 30° com n) é
a superficie do cone de revolucdo cujo contorno em 7, sdo as retas que for-
mam 30° com n, (fig. 295). Esse contorno determina E, e F, em o5, sendo
E,F, a projecdo da elipse em que ¢ corta o cone. Como E e F pertencem a
reta BD, as linhas de chamada determinam E, e F; em B;D;. J& vimos que
AE, cujav.g. é A, E;, é o segmento pedido.

E interessante notar que AF é o maior segmento de A a g.com a inclina-
cdo dada.

As condicGes que acabamos de estudar também poderiam ser impostas
para medir a distancia entre duas retas reversas., Nos exercicios resolvidos
(item 4.13) desenvolveremos tais aplicacOes.

4.12. Retas que Formam Angulos Dados com Duas Retas ou Planos Dados

Qutra aplicacdo do R.g. das retas que formam um &angulo dado com
uma reta ou com um plano dados (item 4.10) é a que vamos discutir a seguir,

Imaginemas em perspectiva duas retas m e n, e um ponto A (fig. 296).
Tentemos localizar uma reta que passe em A e forme um angulo dado g.com
m e outro angulo dado 3 com n.

Passando em A a reta p // m, todas as retas que fazem angulo ccom m
sao geratrizes da superficie cdnica de eixo p (fig. 297). A retaqg / / n define
uma segunda superficie cdnica cujas geratrizes formam o dngulo 3 com a reta
n.

A reta procurada, se existir, deverad pertencer aos dois £.9° ao mesmo
tempo. Seria a intersec@o das duas superficies conicas. Para determiné-la, po-
demos imaginar uma esfera centrada em A e de raio qualquer (fig. 298). Sua
superficie intercepta cada cone segundo uma circunferéncia, pois todas as ge-
ratrizes tém o mesmo comprimento, do centro a periferia da esfera. Se as duas
circunferéncias se cruzam nos pontos B e C, as retas AB e AC sdo comuns aos



2 2.9. de angulos e satisfazem, assim, & condicdo pedida.

Para operar em épura o procedimento é bastante simples quando uma
das retas, m ou n, se projeta em vista béasica (fig. 299). No exemplo, n é reta
basica, o mesmo acontecendo com q, sua paralela passando em A. A outra
{m) é inclinada, e com 0 mesmo intervalo temos p passando em A.

Destacando apenas as retas p e q (fig. 300), podemos tomar a vista em
v.g. de p, que também o serd para q. Os conesde eixo em p e q, conforme dis-
cutimos na fig. 291), tendo tais eixos em v.g., projetardo seus contornos em
7, formando os angulos o e {3 respectivamente, com p, e g,. Qualquer secdo
dos dois cones, perpendicular a seus eixos, aparecerd em vista béasica em m,,
tais como M; N, no cone de eixo p e P,Q; no de eixo g. Para que essas se-
cOes circulares estejam situadas em uma mesma esfera de centro em A, é ne-
cessario que as geratrizes que aparecem em v.g. no plano m,, tais como AM,
AN, AP e AQ, tenham o mesmo comprimento.
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Portanto, centrando compasso em A, e descrevendo uma circunferéncia
de raio qualquer (fig. 301), obtemos secdes nos dois cones (R;S; e ToU,)
que podem ter pontos comuns, por estarem na mesma superficie esférica, tal
como foi visualizado na figura 298. Os pontos B e C estdo superpostos na pro-
jecdao em m,, pois ambos pertencem a intersecdo das duas secBes nos cones de
eix0s p e q, cujos planos estdo em vista bésica (fig. 302). A secdo que se proje-
ta em T,U,, sendo paralela a m; (cotaconstante), terd uma vista em v.g. no
plano m; , ou seja, uma circunferéncia centrada em q; com diametro T, U,.
Sobre ela se projetardoB e C,em B, e C;.

Temos o problema resolvido, com as projecoes de AB e AC, as duas re-
tas que passam em A formando angulo gccom m e 3 coem n.

E preciso observar que essa questao pode ndo ter solucdo. Basta que os
cones nao se interceptem. Isso ocorrera quando g + B for menor que o angulo
formado entre m e n (igual ao angulo pq).




Quando o + B for igual a pg os dois cones se tangenciardo e a solugdo
sera dnica.
A operacdo que acabamos de efetuar é exatamente a mesma para resol-

ver dois outros problemas.
O primeiro é determinar uma reta que passe em A, faca um angulo dado

o.com uma reta m e um outro angulo dado B com um plano ¥ (fig. 303). Bas-
ta passar p paralela a m e g perpendicular a7y . Os cones terdo suas geratrizes
formando angulos respectivos o,com p e 90° — 3com q.

_ JAN y

O outro problema é determinar uma reta que passe em A, forme angulo
g com o plano v e angulo 8 com o plano & (fig. 304). Os cones tém eixos ply
e qld, e suas geratrizes formardo angulos de 90° — ¢ com p € 90° — 3 com q,

respectivamente.

4,13. Exercicios Resolvidos

4.13.1. Determinar a projecdo de um tridngulo equildtero com um vérti-
ce em A e o lado oposto sobre a retam (fig. 305).

RESOLUCAO

Como a projec3o deforma os lados e angu Iat:us1 do tridngulo equilatero,
precisamos rebater o plano o, definido por m e A, para construir o triangulo
em verdadeira grandeza. Graduando m, obtemos a direcdo de c.e 0 seu traco
a 7, (fig. 306), que permite ter m'y e A'y.

Na figura rebatida o problema é de desenho geométrico. Assim como
foi solicitado um triangulo, poderia ter sido qualquer outra figura plana com
dados suficientes para sua construcdo. Passando por A’; as retas que formam
angulo de 60° cm m’, (fig. 307), localizamos B’ e C’,, os outros dois vérti-
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ces do triangulo pedido. Mas eles estdo rebatidos. Para a solucdo do problema,
basta-nos alca-los para a projecao em B; e C,, sobre m,. A;B,C, é aproje-
cao pedida.

4.13.2. A figura 308 mostra em projecdo principal o rasgo ocorrido nu-
ma chapa de pléastico de direcdo d e inclinacdo de 60°, Para dificultar a expan-
sdo do furo, devemos torné-io circular de didmetro minimo. Determinar a
projecao de tal circulol.

RESOLUCAO

A primeira vista, pode parecer que os dados sdo insuficientes para resol-
ver o problema, pois ndo temos nenhuma cota. Mas se tomarmos 7T, perpen-
dicular a d, garantiremos obter uma vista basica do plano da chapa, e esco-



lhendo ggry / / dy, a qualquer distancia de d;, temos elementos para definir
o, (fig. 309) . Sobre o, projetamos os trés pontos que nos parecem mais afas-
tados sobre o contorno do rasgo. O rebatimento de A, B e C é suficiente, pois
a circunferéncia que passa nesses 3 pontos deve envolver todo o perimetro da
figura irregular dada. No rebatimento (fig. 310), basta determinar o circun-
centro 0’; do tridngulo A’;B’;C’', (intersecio das mediatrizes), tracar a cir-
cunferéncia e alcar quantos pontos quisermos dessa curva, de preferéncia
usando a propriedade que mostramos na figura 228 e nas sequintes. Tendo
D., E{,F;, G;,H,;, etc., podemaos uni-los para ter a projecdo do furo circular
minimo que contera a expansao do rasgo. Facilita muito ssbermos que tal
curva é uma elipse. E preciso verificar se realmente todos os pontos da figura
dada ficaram dentro dessa el’pse. Se tal ndo ocorrer é porque escolhemos mal
os pontos extremos A, Be C.

4.13.3. No tronco de prismada fig. 311, determinar a distancia do vérti-
ce F 3 aresta DH e a face ADHE.

RESOLUCAOQ

Temaos dois problemas distintos. O primeiro pede a menor distancia de
um ponto a uma reta (item 4.2.) e o segundo a menor distancia de um ponto

aum plano (item 4.3}.
A figura 312 isolado prisma as arestas BF e DH para encontrar a distan-

ciade F a DH. A cota de H ndo foi fornecida porque as arestas sdo paralelas.
O seu plano tem como traco By D, que pode ser tomado como charneira para
rebater F em 7,, obtendo-se F';. A aresta DH continua paralela a BF no reba-
timento, o que permite determinar D', H’,. Tirando-se de F'; a perpendicular
F' 1"y aD'yH",, 0 segmento F',|", dd a medida procurada.
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A figura 313 destaca a aresta BF e a face ADHE. Para achar a distancia
de F a essa face, sabemos que A;D; é o traco do seu plano. Entdo m 7, 1
A;D; da uma vista basicada face ADHE. Ndo temos a cotade H nem ade E,
mas B, F2 pode ser tracada e deve ser paralela a vista do plano, uma vez que
toda aresta de um prisma é paralela as suas faces laterais. Assim aretaB,F,
permite tracar a vista bdsica da face (A, E,) e a perpendicular de F, a essa
reta (F,J,) determina av.g. dadistanciade F a ADHE.

4.13.4, Na figura 314, um observador no panto A percebe o sol brilhar
no ponto B, refletido no cano metalico (cotas em metros). Determinar a dire-
cdo dos raios solares nesse exato momento,

RESOLUCAO

Pelo gue devemos saber de 6tica, o raio solar que estiver contido no pla-

oA (1,8)
(1,5)
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no definido pelo ponto A e pelo eixo do cano (que vamos chamar ¢.), e atin- -
gir o ponto B formando com o cano o mesmo angulo que faz AB, sera aquele
que o observador vera refletido ao olhar para o ponto B.

A figura 315 destaca apenas os pontos e o eixo do cano. Neste, pode-
mos localizar o ponto de mesma cotade A, definindo adiregdo de o.. Na esca-
la da figura as cotas sdo muito grandes para o desenho. Podemos subtrair
1,5m de todas elas, ficando com o ponto mais baixo do cano de cota 0, por
onde passara entdo o trago qm; (fig. 3186).

Tomamos entdo a vista basica de ¢y, onde se situam A, e B,, que po-
dem ser rebatidos sobre ;.

No rebatimento (fig. 317) todos os angulos sobre o plano ¢ estdo em
v.g. Determinando o ponto C’; simétrico de A’; em relacdo ao eixo do cano,
a reta B’y C!; dara a direcdo d’; do raio solar incidente em B’; que se reflete
em A'l, uma vez que A"; B’y e C';B’; fazem o mesmo angulo com o cano.
Bastaria alcar essa direcdo para ter a resposta do problema na proje¢do princi-
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Tivemos neste problema a aplicagdo de reta perpendicular a reta sem en-
volver a medida de distancia. Conforme comentamos nas figuras 240 a 243, a
solucdo poderia ter sido encontrada através de plano perpendicular a reta. A
figura 318 mostra esse caminho. Tomando a vista em v.g. do eixo do cano,
passamos por A; o plano 2 que lhe é perpendicular, e que estéd em vista basica
em m3. Chamando D a intersecdo de 3 com o eixo do cano, AD €é a perpendi-
cular de A ao cano, que permite localizar o simétrico de A (ponto C) ja na
projecdo principal. B;C, é a direcdo pedida dos raios solares. Notemos a
vantagem deste processo sobre o primeiro, lembrando que, na fig. 317, ainda
falta alcar d.

4.13.5. Numa mineragdo, um veio plano de minério foi atravessado por
uma sondagem vertical feita em A entre as profundidadesde 15 me 27 m



Az

iz

SN\~

w/

g

A (50)
o
&
y /¢,
Vo4
Vo4
s
B,(45)

\ ESCALA | /1000 )

-

Ayl 50)
QE |(35}
FI(23} D|t331

41

B,(45)

_

(fig. 319). A galeria aberta em B, descendo com a declividade 20%, atravessou
O mesmo veio entre os pontos C e D. Determinar a espessura desse veio (cotas

em metros).

RESOLUCAO

Um veio plano é uma placa de minério limitada entre dois planos parale-
los (teto e base do veio). O problema é aplicacdo do item 4.3., pois teremos
apenas que medir a menor distancia de um ponto do teto ao plano da base, ou

vice-versa.

Subtraindo as profundidades do furo vertical em A da cota desse ponto,
obtemos os pontos E e F onde o pocgo atravessou o teto e a base, respectiva-
mente, do veio de minério dado (fig. 320). Na galeria do ponto B, o intervalo
serd de 5m (5mm no desenho). Havendo 4 intervalos entre B e C nessa reta, a



cota deste ponto serd 41m. 3 intervalos entre C e D indicam como 38m a cota
deste Gltimo. _

Estamos entdo com uma reta no teto do veio (EC) e outra na sua base
(FD). S3o as retas m e nda figura 321. Sabemos que planos paralelos contém
retas paralelas, Passando por C a reta p / /m, ela ter& que pertencer ao plano
do teto do veio, por ser paralela a uma reta da base. Do mesmo modo, a reta
q / / n devera pertencer ao plano da base por ser paralela a uma retado teto.
Entdo ou=pn é o teto e 3=qm é a base. Determinando a direcdo de um desses
planos, podemos escolher qualquer ponto do outro e estabelecer a distancia
de tal ponto ao plano, conforme procedimento do item 4.3.
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4.13.6. Decompor o vetor AB segundo as direcGes AC, AD e AE (fig.
322).

RESOLUCAO

As componentes do vetor AB serdo as arestas de um paralelepipedo que
tem AB como diagonal, sendo AC, AD e AE os suportes das suas arestas que
concorrem no vértice A.

Para construi-lo, podemos passar por B uma parelela a uma das retas da-
das até encontrar o plano definido pelas outras duas, o que dara um segundo
vértice do solido. Isso equivale a obter a distancia de um ponto a um plano,
paralelamente a uma reta dada, o que discutimos na fig. 247.

Sendo AE de cota constante, no problema, é mais simples tomar o pla-
no que ela formacom AD ou com AC e achar adistancia de B a tal plano, pa-
ralelamente a terceira reta, Na figura 323 passamos por B a reta BF paralela a
AD. A vista basica do plano AEC permite determinar o ponto G em que ele
corta BF.



o

G é o vértice do paralelogramo no plano AEC. De G, paralelasa A; E;
e A;C, completam uma face desse s6lido na projecado principal (fig. 324). As
demais arestas podem ser facilmente tracadas paralelamente s 3 direcGes da-
das. Assituadas em AC, AD e AE sao os vetores comp2nentes de AB naquelas
direcdes. i

- preE_i}so'notar que somente A [ tem seu mbdulo em v.g. Se quisésse-
mos AL e AH em v.g. terfamos de projeta-los em planos paralelos ou rebater
o plano CAD.

Esse problema pode ser aplicado na fisica para decompor forcas, veloci-
dades, aceleracGes, momentos, e outras grandezas vetoriais.

4.13.7. Um veio plano de minério tem como teto o plano ;e como base
o plano 3. A figura 325 mostra o seu afloramento no plano m;, que é a super-
ficie do solo. O terreno local apresenta uma falha sequndo o planoc 7, que des-
locou o veio para ¢’ e 3' . A direcdo do deslizamento no plano da falha foid.
Determinar a amplitude desse deslocamento.

RESOLUCAOQ

As setas nas retas de méaximo declive sdo usadas para indicar o mergulho
de cada plano, isto é, o sentido em que tais planos descem com o angulo de
inclinacao especificado a seu lado.

Tomando o ponto A do plano ¢ no plano da falha (figura 326), so te-
mos que determinar paraonde tal ponto se deslocouem ¢’ . Como d é adire-
cdo da trajetoria, o problema recai em medir a distanciade A a ¢ nessa dire-
cdo, ou seja, é outra aplicacdo do que vimos na figura 247. Passando por A a
retam/ / d, ela pertence ao plano 7y . A vista bé4sica T3 permite localizar ou-
tro ponto de m (na figura, o ponto B de cota — 10m). .

A vista baésica de ¢’ determina onde esse plano corta m, através de Ca



que leva a Cy (fig. 327). O ponto C é aquele do teto do veio para onde desli-
zou o ponto A com a falha do terreno, Para a medida da amplitude do deslo-
camento desse ponto, falta-nos apenas tomar AC em v.g. no plano . A4Cs,
medido na escala do desenho, resolve o problema.

4.13.8. No tetraedro ABCD, determinar a menor distancia do ponto M
de CD ao plano ABC, medida paralelamente a face ABD (fig. 328).
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Esta é uma aplicacdo da teoria mostrada na perspectiva da figura 248.

Passar por M um plano paralelo & face ABD é simples no tetraedro, pois
secionara as outras faces segundo o tridngulo MNP, de lados paralelos a ABD
(fig. 329). Todos os segmentos de M a ABC, paralelos a face ABD, serdo cevia-



nas do triangulo MNP, A mais curta sera a altura desse triangulo, que s6 pode-
ra ser tracada no rebatimento de MNP. Poderiamos ter achado as cotas de M
N e P, mas o paralelismo de seu plano a ABD permite obté-los em vista basi-
ca através da direcdo do_plano ABD. A figura 330 mostra o final do problema,
tracando a altura M’; Q’; no rebatimento de MNP. Nio é necessario seu alga-
mento, pois foi pedida sua medida, que estd em v.g. no rebatimento.

4,13.9. Em uma mé&quina, m e n sdo dois eixos que devem ser movimen-
tados por um anico parafuso sem fim (fig. 331). Determinar a projecdo do ei-
x0 desse patw.uso, desprezando os raios dos eixos e do parafuso (cota em mi-
limetros).

RESOLUCAOD

Um parafuso sem fim é o meio mais simples de transmitir um movimen-
to de rotacao de um eixo para outro perpendicular. Como as retas m e n sdo
reversas, o parafuso sem tim deve ter seu eixo perpendicular as duas retas si-
multaneamente. Portanto é a perpendicular comum, que estudamos no item
4.5.. A disposicdo dos dados facilita a resolugdo, pois sendo m de cota cons-
tante, a sua paralela q passada por um ponto de n ja é a direcdo do plano o A
figura 332 mostra a solugdo DE, obtida através das mesmas etapas das figuras
de numeros 254 a 257.

Podemos observar que a posicao particular de m faz com que ela se pro-
jete em vista basica em m,. Nao precisariamcs ter escolhido o ponto A qual-
quer e baixado AB L . Diretamente de m, , baixando a perper.dicular a ¢,
ja terfamos a projecdo E, D, da perpendicular comum (notemos que p// m
coincide com a linha de chamada), que levaria direto a E; D;.

4.13.10. Em uma instalagéo elétrica, projetada na figura 333, determi-
nar a menor distancia a que passa o fio UV do fio XY (cotas em centimetros).
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RESOLUGAO

Destacando apenas os fios, o problema recai ainda no ftem 4.5 (fig.
334). Mostramos a resolucdo usando as mesmas letras (UV = m e XY = n).
Tomamos. V_como o ponto A da discussdo tebrica. A solucdo do problema
¢ amedida A, B,.

Essa aplicacao traduz a necessidade que temos de encontrar APENAS
A DISTANCIA entre duas retas reversas, sem precisar liga-las pela perpendicu-
lar comum. Em eletromagnetismo é importante saber a distancia Que separa
dois condutores, pela influéncia mitua que suas correntes exercem.

4.13.11. Demonstrar que a perpendicular comum a duas arestas opos-
tas de um tetraedro regular passa pelos seus pontos médios e obter a projecao
desse s6lido na direcao dessa perpendicular.



RESOLUGAO

Tomando uma face no plano 7, (fig. 335), a projecdo principal de um
tetraedro é a mais simples possivel. A;B; C; é triangulo equilatero e o vértice
oposto V se projeta no seu centro.

Na vista béasica da face VAC, obtida com w;m, LA, C,, aprojecdo V,
pode ser encontrada na linha de chamada de V; e no algamento da face VAC,
pois no seu rebatimento em torno de AC o vértice V cairia em B;, uma vez
que todas as faces do sblido sdo iguais.

Destacando as arestas opostas AC e VB, o plano quque passa por VB e é
paralelo a AC estad em vista b4sica em m, (fig. 336). Entdo a perpendicular
baixada de A; = C, a o, determina M; tal que A, M, ja mede a distancia en-

tre as duas arestas consideradas.

-

mm,
Ci(0) c

v, B,(0)=V, B,

e VA )

Como AC esta em vista bésica, as linhas de chamada permitem logo en-
caixar M;N; entre as projecGes A;C, e V, B, das arestas (fig. 337).

Observando o triangulo V,A,B,, notemos que é isosceles (V,A,
A, B3 ), onde a altura N; M, coincide com a mediana. Estd entdo demonstrado
que M é o ponto médio de VB, sendo evidente, em m;, que N, é ponto médio
de A,C,,jaque M;N; é superposta a alturade A;B,;C;, e assim fica também
demonstrado que N esta na metade da aresta AC.

S6 resta projetar o tetraedro na direcdo de MN (figura 338). Tomando
m, como projecao principal, MN & reta de cota constante e podemos passar
m, w3 perpendicular a My N,. Em 73 essa perpendicular comum a ACe VB se
projeta em vista bésica (M3 = N3). Projetando todos os vértices na nova vista,
podemos ocbservar que o contorno do s6lido ficou um quadrado, do qual
Mz = N3 € o centro.

4.13.12. Em uma induastria, as normas de seguranca para instalacao de
um equipamento exigem uma distancia minima de 8m de uma valvulaem A,
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5m de tubulagdo UE e 10m da parede vertical de um galp@o em BC, na planta
da figura 339 (cotas em metros). Determinar as posices dos pontos mais
préximos que satisfazem tais condicGes.

RESOLUCAO

Trata-se de uma aplicacdo dos £.9. que comentamos na figura 263.

Todos os pontos que estdo a 8m de A, na escalado desenho, pertencem
a superficie da esfera de centro em A e raio 1,6cm, cujo contorno na planta é
a circunferéncia da figura 340. Aqueles que distam 5m de DE est3o na super-
ficie de um cilindro de eixo nessa reta e raio 1cm, cujo contorno em planta
também estd mostrado na figura. O terceiro £.9. é o plano bésico o1, distante
2cm de B, C,, que contém todos os pontos que estdo a 10m da parede.

A intersecdo desses trés £.g. dar4 os pontos que resolvem o problema.




A figura 341 mostra a intersecdo da esfera com o plano ¢ . Como este
Gltimo esta em vista basica em 7, a circunferéncia que ele corta na esfera se
projeta no segmento F;G;. Sua v.9. pode ser obtida com mym, / / cury, bas-
tando projetar A com sua cota e tracar a circunferéncia de centro A, e diame-
tro F, G;.

A figura 342 fornece a elipse em que o plano g corta o cilindro de eixo
DE. Para determinar seus pontos, usamos varias geratrizes do cilindro, com
cotas obtidas em sua vista basica no plano 5.

Tendo ocorrido a interseco dessa elipse com a circunferéncia de centro
A2, 0s pontos comuns as duas curvas (X, e Y, ), que tém a proje¢ao principal
em oy (X; eY,), determinam os pontos X e Y que resolvem o problema.

A resolucdo gréfica seria mais trabalhosa se a tubulagdo DE ndo tivesse
cota constante, pois terfamos de conseguir nova projecdo secundéria para
obter avista béasicado cilindro,

4.13.13. Determinar o centro da esfera cuja superficie contém os pon-
tos A, B, C e D (fig. 343).

RESOLUCAO

O centro da esfera ¢ equidistante de todos os pontos da superficie. Por-
tanto, devera pertencer aos planos mediadores dos 6 segmentas determinados
pelos 4 pontos dados. Determinando-se a intersecdo de 3 desses planos media-
dores, o problema estara resolvido,

A figura 344 traz a intersecdo de ¢, plano mediador de BC, com 3, pla-
no mediador de CD, Lembremos que a vistaem v.g. de cada segmento forne-
ce a vista basica do seu plano mediador, pois esse plano é perpendicular ao
segmento passando em seu ponto médio. Entdo o, L B;C, passa em E,, na
metade de B,C,, e £, 1L C3D; contém F3, ponto médio de C3D3. A reta
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o. B foi encontrada através de 2 pontos: a intersecdo de o,m, com 37, e ain-
tersecdo das retas m e n de cota 1 em p.e {3 respectivamente.

A figura 345 define v, plano mediador de AB, através da projecdo em
74, e determina oy, intersecdo desse plano com o mediador de BC.

O ponto comum a of e o,y € o ponto X, destacado na figura 346, Sua
projecdo_principal permite levantar a linha de chamada para obter X, sobre
Oz, que fornece a cotado ponto. O centro da esfera pedida é esse ponto X.

Devemos advertir os leitores para duas ocorréncias que devem ser evi-
tadas, uma na posicdo dos dados e outra na escolha dos planos mediadores.

O que acontecerd ao problema se 3 dos pontos dados estiverem em li-
nha reta? E se os 4 estiverem em um mesmo plano?

No primeiro caso ndo teremos solucdo, pois uma esfera sé pode ser atra-
vessada por uma retaem 2 pontos, e nunca poderiamos ter uma superficie es-
férica com 3 pontos alinhados.



E no segundo caso? O problema poderd ser impossivel ou indetermina-
do. Se A, B, C e D estiverem em um (nico plano, este sera forcosamente uma
secdo da esfera (sempre um circulo). Como 4 pontos coplanares definem um
quadrilatero, nem sempre é possivel passar uma circunferéncia pelos 4 vérti-
ces. Se o quadrilatero for inscritivel numa circunferéncia, esta ser a secdo da
superficie esférica pedida, mas havera uma infinidade de solucGes para o pro-
blema. O centro da esfera podera ser um ponto qualquer na reta perpendicu-
lar ao plano ABCD, passando pelo centro da circunferéncia circunscrita a esse
quadrilatero. Se nado for possivel passar uma circunferéncia pelos 4 pontos da-
dos, o problema néo teré solucio.

Quanto a escolha dos planos mediadores, na resolucdo do problema, o
que acontecera se tomarmos 3 segmentos que formam um triadngulo, como
AB, BC e CA, por exemplo?

Tal opcdo deve ser evitada, pois n3o determinard o centro da esfera.
Deixamos para o raciocinio de cada leitor a dedugdo dessa afirmacdo. Como
pista, lembramos a observac3o final do item 4.6.

4.13.14. Uma lage triangular ABC deve ser escorada por um tripé for-
mado por trés vigas pré-moldadas iguais, que se apoiem nas estacas cujas ca-
becas estdo em D, E e F (figura 347). Determinar o comprimento dessas vigas
e o ponto da lage ABC em que se incrustaré o vértice do tripé (cotas em me-
tros).

RESOLUCAO

Se o tripé deve ter as pernas iguais, seu vértice serd equidistante de D,
E e F. Temos apenas que achar o ponto do plano ABC que equidistade D, de
E ede F. :

Todos os pontos equidistantes de D e E estdo no plano mediador de
DE de E e F no plano mediador de EF; e de F e D no plano mediador de FD.
Poderiamos entdo trabalhar em épura com tais planos, como fizemos no pro-
blema anterior. Mas j& observamos no 1'tem 4.6. que esses 3 planos mediadores
se interceptam segundo uma reta que sai do circuncentro do tridngulo DEF e
é perpendicular ao seu plano.

A figura 348 destaca DEF e rebate seu plano para achar o circuncentro
G} no encontro das mediatrizes, alcando-o para G;. De G; e G, tracamos as
projecoes da perpendicular ao plano DEF, sobre aqual tomamos um segundo
ponto H.

A figura 349 volta a considerar o plano da lage e determina onde GH o
atravessa (ponto X). As pernas do tripé sdo XD, XE e XF. Para terminar o
problema precisarfamos medir o comprimento de uma delas numa vista em
v.0., 0 que deixamos a cargo de cada leitor. Se for desejada uma confirmacao
da equidistancia é suficiente ter a paciéncia de determinar o comprimento das
trés pernas e compara-las.



A3} oy

k ESCALA 1/250 j

4.13.15. Uma cobertura em forma de cone de revolucdo est4 apoiada
nas vigas DA, DB e DC (fig. 350). Determinar seu eixo na projecao principal
(cotas em metros).

RESOLUCAO

Estamos procurando uma reta cujos pontos equidistam de 3 retas dadas
(no cone, DA, DB e DC sao geratrizes, das quais 0 eixo equidista). Na figura
268, vimos que o 2.g.,dos pontos equidistantes de duas retas dadas é um par
de planos que passam nas bissetrizes dos angulos que elas formam, sendo per-
pendiculares ao seu plano.

A figura 351 mostra o rebatimento do angulo ADC, que nos permite
tracar a bissetriz rebatida m’; e alca-la. Pela posicdo dos dados, ndo nos inte-
ressa a outra bissetriz desse angulo, O plano ¢ qQue contém m tem seu trago



passando em E (ponto de cota O de m). Para ser perpendicular ao plano
DAC, o contém a reta DF perpendicular a esse plano, cujo traco F determina
com E o traco do plano (a7, ).

Construcdo semelhante pode ser feita para o angulo BDC (fig. 352). O
seu rebatimento localiza a bissetriz n, cujo traco G determina, com o ponto H
(traco de DH, perpepdicular ao plano BDC), o traco de 3, um das planos bis-
setores do angulo BDC. A interse¢do de g, com (3 passa no ponto |, comum a
omy e3 ;. Entdo DI é areta o 3. Todos os seus pontos sdo equidistantes de
DA, DB e DC, pois estdo na intersecdo dos £.9. de equidistancia dessas rzatas,
tomadas duas a duas.

Naturalmente poderiamos ter trabalhado com o bissetor do angulo
ADB, que também contém a reta DI. Recomendamos uma confirmacao gréafi-
cadessa propriedade.

O cone cuja superficie contém as arestas de um triedro é CIRCUNSCRI-
TO a esse triedro, propriedade espacial correspondente a circunferéncia cir-
cunscrita aum tridngulo, na geometria bidimensional.

4.13.16. Determinar o eixo do cone de revolucao de maior abertura que
pode ser torneado de um bloco metélico em forma de piramide (ABCD), de-
vendo o vértice de tal cone ser o ponto D (fig. 353 — cotas em milimetros).

RESOLUCAOQO

Como a operagdo de torneamento somente CORTA material do bloco,
o cone pedido deve estar inteiramente contido no interior da piramide. O de
maior abertura possivel é o que tangencia as trés faces concorrentes no vértice
D, ou seja, o cone INSCRITO no triedro de arestas DA, DB e DC,

O eixo de tal cone deve ter todos 0s seus pontos equidistantes das faces
DAB, DBC e DCA. Conforme comentamos na figura 269, os pontos equidis-
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tantes das faces DAB e DBC estdo em um dos planos bissetores do angulo
diédrico da aresta DB. Também os equidistantes de DBC e DCA estdo em um
dos bissetores do diedro de aresta DC. A intersecdo desses dois planos bisse-
tores serd o £.g. dos pontos procurados, isto é, o eixo do cone inscrito na pi-
ramide.

Vimos no item 4.9. que o @ngulo de dois planos deve ser medido em
uma secdo perpendicular 3 sua intersecdo. Quando esta € uma reta em vista
basica, como ja acontece com CD, os planos do diedro estdo também em vista
basica (fig. 354), e o seu angulo se projeta em v.g. Como o bissetor divide ao
meio o angulo diédrico, também ele estd em vista basica, e assim g .contém a
bissetriz do angulo A;C;B,, sendo ele o bissetor do diedro da piramide de
aresta CD.

Para achar o bissetor do angulo diédrico de aresta DB o trabalho é bem
maior. Poderfamos obter uma vista béasica dessa aresta, mas preferimos traba-
lhar com as retas perpendiculares aos planos, conforme a observacdo da fig.
280. Ainda na figura 354 passamos por D as retasm L DBC e n 1 DBA. Obser-
vemos que m tem cota constante porque BDC é plano bésico. A retan neces-
sitou da vista bésiga do plano DBA para ser tracada, e sobre ela escolhemos
um segundo ponto E, de cota 150mm, para trabalhar com ela em outras pro-
jecGes.

Na figura 355 rebatemos o plano mn (subtraimos a cota de m, 80mm,
de todos os pontos, para que m seja a charneira) e tracamos p’;. bissetriz do
angulo entre m e n rebatido. Alcamo-la para p; através do seu ponto F de
mesma cota de E. E facil constatar que o plano bissetor procurado deve ser
perpendicular a reta p.

Restaurando as antigas cotas para voltar a trabalhar com o mesmo 8
ariginal (ftg_._356), tomamos a vista em v.g. de p, onde podemos passar Ba l
P4 € consequentemente 3 m, Que € 0 traco do plano bissetor do angulo das
faces DBA e DBC. E interessante notar que 3 7, deve passar em B,
pendicular a p,, além de encontrar 2 4 em MMy,

€ ser per-
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A intersecao dos bissetores ge 3 é a reta DG, onde G € o0 ponto de in-
tersecdo de o my; com 8 7y . Essareta é o eixo do cone procurado.

4.13.17. Na piramide VABCDE (fig. 357}, determinar o dngulo que ca-
da aresta lateral forma com o plano da base.
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RESOLUCAO

Notemos que o plano da base, que vamos denominar =, foi determina-
do pelos pontos A, B e D, cujas cotas foram dadas. Queremos achar os angu-
losde VA, VB, VC, VD e VE com esse plano .

No rtem 4.8. estudamos angulo de reta com plano, Para projetar as ares-
tas em (1, basta baixar de V a perpendicular ao plano da base. Determinando
em AD o ponto de cota 1 (fig. 358), temos a direcdo de x.e suavista béasica
em 7. A alturadapiramide sera entao VF, perpendicular de V ac plano 1.



Poderifamos agora ligar F a cada vértice da base e resolver 5 problemas
distintos de angulo entre duas retas (cada aresta com a sua projecao em al.
Mas a figura 359 mostra como obter com uma sé charneira os 5 angulos pe-
didos. De fato, como VF é uma reta comum aos planos VFA, VFB, VFC,
VFD e VFE, podemos toma-la em vista bésica, passando m, 73 L Vo, F,, eem
3 todos aqueles planos estdo igualmente em vista béasica.

Subindo m,m3 para passar em V3 = F3, essa reta fica com cota nula
(fig. 360), e pode ser usada como charneira. Lembramos que o plano princi-
pal passou a ser m,, do qual_m3 é projecdo secundéria. E sobre m, que reba-
temos as arestas VA, VB, VC, VD e VE, e seus angulos com a base aparecem
em v.g. no rebatimento (dngulos V,A";F,, Vgﬁ'z Fa; VallaFay Vi 5'2 F, e
V,E F,). )

g AN [

4.13.18. Em um determinado momento, um navegador observa o sol!
sob inclinacdo de 25° com o horizonte, enquanto sua bassola acusa 32° NO
para a direcdo de visada. Qual o angulo real dos raios solares com © noite, na-
quele exato momento?

RESOLUGAO

E um problema de angulo entre duas retas: uma horizontal que aponta
para o norte e aoutra um raio solar.

Podemos tomar um ponto qualquer A de cota 0 (ja que o dngulo n3o
depende de cotas nem de escala) como posicao do nategador (fig. 361). Pas-
sando uma reta em A para ser a direcdo norte, partimos da primeira reta n
com cota constante. A segunda reta do dngulo procurado é £, cuja projecdo
€, forma 329 com n; (a bassola mede &ngulos no plano horizontal). Para de-
terminar um outro ponto de £, passamos 77T, para ter sua vistaem v.g., fa-
zendo angulo de 25° com mym,. Em £, localizamos o ponto B, de cota 1cm,
que levou a B; na projegao principal.
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O plano £n pode ser rebatido em m; (fig. 362) usando n como charnei-

ra. O angulo rebatido pode ser medido a transferidor, fornecendo assim a so-
lugdo do problema, pois é av.g. do angulo do raio solar com adirecdo norte,

4.13.19. Em que diregdo deve ser disparado um foguete de Paris para
atingir Moscou, com um erro menor que 100km?

RESOLUCAO

Imaginemos os pontos P e M (fig. 363) comoposicGes de Paris e Moscou
respectivamente, na superficie da Terra. O é o centro do planeta, N e S os po-
los. GAB ¢ alinha do equador, situada em um plano que contém 0 e é perpen-
dicular ao eixo terrestre NS.

Para localizar um ponto na superficie terrestre sdo usadas duas coorde-
nadas geograficas: latitude e longitude.

As longitudes permitem situar os meridianas, planos que contém o eixo
NS e demarcam na superficie esférica circunferéncias de mesmo raio da Terra.
O meridiano de referéncia para as longitudes € o que passa em Londres, no
cbservatorio de Greenwich. Na figura, ele esta representado pela curva que
passa em G, N e S. OG é o raio da Terra sequndo o qual se interceptam o pla
no do equador e o do meridiano de longitude 0°,

Procurando em um atlas, encontramos a longitude de Parisde 2° ¢ um
quebrado, no sentido leste. | sso significa que o plano meridiano que passa em
P forma angulo diédrico dessa medida com o meridiano de G. Tal dngulo pode
ser medido entre OG e OA, no plano do equador. A longitude de Moscou ¢é
quase 38° E, o que significa que o angulo BOG tem esse valor.

A latitude de P define o dngulo que OP forma com o plarno do equador,
ou seja, a medida de POA. Como o atlas fornece paraParis a latitude aproxi-
mada de 499 N, devemos ter o raio OP acima de OA. Se a latitude fosse sul,
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OP estaria abaixo de OA. A latitude de Moscou é também norte, em torno de
569, que ser4 a medida do angulo MOB. _

A menor distancia de P a M seré obtida pelo arco de circunferéncia de
centro O que passa nesses dois pontos. A sua direcda é medida pelo angulo
que a direcdo norte (reta n tangente ao meridiano) forma com a direcado m
(tangente ao arco PM). Como as tangentes sdo perpendiculares ao raio, tal an-
gulo é a medida do angulo diédrico entre as faces OPN e OPM do triedro
OPNM.,

Podemos agora resolver o problema em épura.

Vamos tomar no plano 7, os raios ON e OP (fig. 364). Pouco importa o
tamanho que tomamos para o raio da Terra, uma vez que o problema envolve
medidas angulares. Apenas devemos ter o cuidado de observar arelacdo O, N,
=0;P;. O dngulo que eles formam é o complemento da latitude de Paris (vol-
tar a figura 363).

_ Em seguida, podemos desenhar o raio 0, M’), rebatimento do angulo -
ONM, complemento da latidude de Moscou. A charneira é 0; N, (fig. 365).
Lembrar que 0, M’ deve ser do mesmo comprimento de 0;N;. Uma vista b4-
sica permite alcar M, que devera ficar projetado, em m,, na vista basica do pla-
no ONM (que forma com a face ONP o angulo diédrico medido pelo dngulo
AOB do equador, diferenca das longitudes de Moscou e Paris, ou seja, 38° —
29 =369). De M, temos M; e a projecdo em 7, do raio OM.

A vista basica do plano MOP (fig. 366) fornece em 73 0 angulo diédrico
de aresta OP no triedro OPNM. Sua medida pode ser obtida com o transferi-
dor entre P3M3 e m,m3. Entdo o foguete deve ser disparado na direcio m,
que forma com o norte esse angulo obtido, para nordeste. I

Como observacao final, podemos ver, na figura 368, que, se fizéssemos
o rebatimento do angulo POM, terfamos o comprimento do arco de circunfe-
réncia PM, que traduz a distancia de Paris a Moscou. E facil medi-la em quil6-
metros, sabendo que cada grau no anqulo central determina na superficie ter-
restre um arco de 111km.




Quanto a precisdo exigida no enunciado do_prob[ema, como as latitudes
e longitudes foram tomadas com erro bem menor que 19, o erro nas distan-
cias serd menor que a tolerancia imposta, dependendo da precisdo do tracado.

4.13.20. Um prisma tem base ABC e 2 cm de altura (fig. 367). Sua ares-
ta lateral que sai do vértice A forma angulo de 60° com AC e de 45° com AB.
Completar sua projecao principal.

RESOLUGCAO

Estamos diante da situacdo da figura 296, e poderfamos aplicar a inter-
secdo dos cones, £.9. das retas que saem de A formando 60° com AC e das re-
tas que passam em A fazendo 459 com AB.

Mas no caso particular em que as retas dadas ja pertencem a w,;, como
neste problema, podemos aplicar um raciocinio mais rapido, baseado no alca-
mento de angulos rebatidos (fig. 368).



Chamando a aresta procurada de r, podemos construf-la rebatida com a
face do prisma que sai de AB, em torno dessa aresta, uma vez que ficarad em
r’ (que faz 45° com A;B;). Também temos r" fazendo 60° com A, C,, resul-
tante do seu rebatimento em torno dessa aresta. _ . &

Como r estard em v.g. nos dois rebatimentos, tomando A;D’; =
A; D"y (fig. 369) podemos garantir que esses pontosem r’ e r’’ sdo rasultantes
dos rebatimentos do mesmeo ponto p da aresta r. Entdo podemos algar D em
torno de ‘A;B; e A;C,, pois D; estd nas perpendiculares de D’; e D’’, a suas
respectivas charneiras.

Uma vista basica da face do prisma que sai de AB (fig. 370} permite lo-
calizar D2 na linha de chamada de D1 e no algcamento de D5, Sobre A;D> lo-
calizamos .E, com 2 cm de cota, que é o vértice da aresta AD na base supe-
rior do prisma. Como as arestas laterais do prisma sdo paralelas e iguais, pode-
mos tracar C1G, e B,F,, completando o tridngulo da base syperior E;F,G1
e destacando a visibilidade do s6lido (fig. 371).

4.13.21. Ligar os condutores m e n pelos pontos mais proximos entre si,
de mesmo potencial no campo elétrico de um condensador de placas paralelas
ao plano 3 (fig. 372). As cotas estao dadas em centimetros.

RESOLUGAO

Pontos equipotenciais estdo em planos paralelos a 3. Estamos diante do
problema discutido nas figuras 26Q e 261, pois temos de apoiar o0 menor seg-
mento entre m e n, paralelo ao plano R Os dados receberam, inclusive, as
mesmas letras daquelas figuras, para facilitar o acompanhamento da resolucao
gréficada figura 373).

Passamos a retaq / / m por um ponto de n para definir o plano ctque
contém n e é paralelo a m. Graduando ¢, obtemos suas retas de cota constan-
teQ, 1e 2.



Tomamos o ponto A de cota 2 da reta m e passamos por ele o plano
Y // B. Ainterse¢do o,y foi determinada pela intersegdo das retas de cota 2
(ponto M) e das retas de cota 1 (ponto N) de ¢ e de y. B

Temos agora que passar por A a perpendicular AB a reta oy, o que fi-
zemos na figura 374. Como ndo precisamos de sua verdadeira grandeza, é
mais r&pido achar AB através do plano 8, perpendicular a MN passando em A.
Uma vista em v.g. de MN é vista basicade §, e §, determina B, em MyN,. A
linha de chamada localiza B; em M;N,. Deslizando tal segmento paralela-
mente a m,, encaixamos CqD ¢ entre mq e nq, segmento que resolve o proble-
ma.

4.13.22. Duas galerias de mina sd@o abertas em A e C, nadirecdode B e
D, respectivamente (fig, 375). Sendo de 40% a declividade maxima de uma
conexdo entre essas galerias, determinar a de menor comprimento possivel.
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RESOLUCAO

Pode acontecer que a perpendicular comum, que é o mais curto segmen-
to que une as retas AB e CD, tenha declividade menor que 40%, e assim resol-
veria o problema. Mas se ela ultrapassar tal limite, deveremos procurar o mais
curto segmento entre as duas retas com a declividade méaxima permitida.

Vamos aplicar a construcdo da perpendicular (f 376).

Passando por A areta AE // CD, definimos um plano qoque contém AB
e & paralelo a CD. Determinamos em AB o ponto de mesma cotade E e temos
a direcdo de ¢t. A vista bésica de o, em m,, permite baixar de C a perpendi-
cular ao plano ¢, a qual é paralela a perpendicular comum as retas AB e CD
(como ja sabemos do ftem 4.5), Indiscutivelmente tal perpendicular ultrapas-
sa 0s 40% de declividade.

Nas figuras de 293 a 295 discutimos como obter a menor distancia de
um ponto a um plano com inclinacdo ou declividade dada. Constatamos que
sua projecao principal é ortogonal a direcdo do plano, Entdo podemos pro-
curar o menor segmento de C a ¢, com declividade de 40% (fig. 377), cuja
projecdo em 7, estd em r,. Paraobter sua projecdo em 7y ,que estdem v.g.,

sabemos que forma com 7,7, o angulo de inclinacdo correspondente & decli-
vidade dada, A cota de C, por coincidéncia, ¢ 40m. Quando se desce 40m, a
projecdo em 7, corre 100m (na declividade de 40%). Marcando entdo 100m
(4 cm do desenho) em 7,m, a partir da linha de chamada C,C,, determina-
mos F,, contorno daquele cone considerado na fig. 295, R.g. das retas que
partem de C com declividade de 40%.Como o, corta C2F2 em G, qQue leva a
G, na projecdo ry. este segmento CG é o mais curto que une o ponto C ao
plano o, com aquela declividade. Passando por G aretas// CD, localizamos
H na intersecdo de s com AB. O segmento HI // CG é o eixo dagaleria que
conecta AB a CD, de comprimento mais curto possivel, sem ultrapassar a de-
clividade méxima estabelecida,
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4.13.23. Uma piramide VABCD tem sua base no plano 7 (figura 378).
Determinar o ponto D, sabendo-se que VD faz &ngulo de 30° com a face VAB
e de 459 com a face VBC.

RESOLUCAO

A aresta pedida estd na intersecdo dos £.g. que vimos na figura 304.
Passando por V as retas m L VAB e n L VBC, através das vistas basicas

das faces, em Ty e 5 (fig. 379), os cones que devem determinar a aresta VD
tém tais retas como eixo e suas geratrizes devemn formar angulosde 909 — 300
= 60° ¢ 90° — 45° = 45° com m e n, respectivamente. Ainda na mesma fi-
gura localizamos os pontos M e N de cota O nas duas retas.

Para termos a situacdo da figura 300, precisamos obter novas projecdes,
onde uma das retas esteja em vista basica e aoutraem v.g. Na figura 380, iso-
lamos apenas as retas m e n, projetamo-las em T4 (onde n estd em v.g.), e des-
ta vista em m4 (vista basica de n). Mas em 7, a reta m ainda nao estad em v.g.,
e precisamos de mg, onde finalmente as retas estdo na posicdo analisada na
figura 300. :

A figura 381 mostra a esfera de raio qualquer centrada em V e intercep-
tando os cones de eixos m e n segundo as circunferéncias projetadas em R585
e PgQg, respectivamente. Esta altima esta em v.g. no plano 7, e permite loca-
lizar os pontos T e U, interseces de RS com PQ. De T4 e U, voltamos esses
pontos as projecdes em 74, passando por 7 4.

As retas VT e VU sdo duas solucGes para a reta suporte da aresta pedida
VD. Como a base da piramide esta em m,, D devera ser o ponto de cota 0 de
uma dessas retas. A figura 382 mostra esse ponto nareta VU, uma vez que o
traco de VT esta muito afastado. Definido D, a projecdo principal da pirdamide
foi completada.
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4.13.24. Em um projeto de irrigagdo, deve ser tirada do cano distribui-
dor m (fig. 383) que tem inclinacdo de 20°, uma tubulac3o que seja conecta-

da por um “y" de 45° navéalvula A e tenha inclinacdo de 10°. Determinar sua
projecao (cotas em metros).

RESOLUCAO

A conexdo dos dois canos exige que formem um &ngulo de 459 entre
seus eixos. Estamos diante do problema discutido na figura 303, pois procu-
ramos uma reta que passe em A e faca angulo de 45° com m e angulo de 10°
com 7,

Baixando de A a retan L m, (fig. 384), devemos definir a intersegdo dos
cones de eixos em m e n, cujas geratrizes tém angulos respectivos de 45° e
90° — 100 = 80° com os eixos. Na projecdo em 75, m mostra av.g. da sua in-
clinagdo, e as duas retas ja permitem o procedimento da figura 300.
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A figura 385 traz a intersecdo da esfera de centro em A e raio qualquer
com os dois £.g. dos angulos pedidos (projetadas em B,C; e D, E, ). Essas cir-
cunferéncias se interceptam em F e G, sendo AF e AG os eixos das tubulacdes
que atendem as condicOes exigidas.

E preciso lembrar que tais retas n3o sdo as Gnicas que resolvem o pro-
blema. Na discussdo tedrica deixamos de observar que cada cone, como £.g.,
tem uma segunda folha, obtida quando as geratrizes se prolongam além do
vértice. No nosso problema, ndo interessaria a sequnda folha do cone de eixo
n, pois a canalizacdo que procuramos tem que DESCER a partir de A. Mas o
cone de eixo m pode ser tomado para cima (fig. 386), determinando a cir-
cunferéncia HI na superficie da esfera e as intersecoes AJ e AL com o cone de
eixo n. Essas retas também servem para eixo da canalizacio pedida.



4.14, Problemas Propostos

4.14.1. No telhado da figura 387, onde a gua do bordo AB tem decli-
vidade 20%, determinar o nimero total de telhas necessérias, sabendo-se que
cada metro gquadrado, em verdadeira grandeza, precisa de 36 telhas. Todo o
perimetro do telhado tem a mesma cota.

4,14.2. Aplicando rebatimento e algamento de plano, determinar a pro-
jecdo do circulo de maior raio que pode ser recortado da chapa plana ABCDEF
(fig. 388).
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4.14.3. Determinar a menor distancia entre as duas placas de um con-
densador, das quais s&o conhecidos os pontos.A e B na superiore Ce D nain-
ferior (fig. 389 — cotas em milimetros).

4,144, Um reservatdrio tem a forma de uma piramide invertida
VABCD (fig. 390). Precisamos tirar um cano para alimentar o ponto G. Veri-
ficar se a mais curta solucdo é sair com tal cano de umadas faces do reserva-
tbrio ou ligslo, com um “T'’, ao cano EF, que sai da face VAB no ponto E.
(cotas em metros)

4.14.5. Na figura 391, determinar o menor raio de um espelho circu-
lar de centro A, no plano ¢, para que um observador no ponto C veja a ima-
gem de uma lampada no ponto B (cotas em centimetros),

4.14.6. O tripé ABCD sustenta um peso de 250Kg pendurado do seu
vértice (fig. 392), sendo m, horizontal. Determinar as componentes desse pe-

so segundo as 3 pernas do tripé (cotas em metros).

4.14.7. Um ponto material A d& voltas em torno da reta m, ac mesmo




Di12)

ESCALA zzJ

\_ ot
/

-]
8,(50)

o c,lio)

K ESCALA 1 /10 /

sl

\

c,15) 0 G,(0)
ESCALA H:‘wJ
8,(2,3)
c,i1,0
As,3)
Dy 1,5}

ESCALA mod

tempo que desliza na direcdo dessa reta e perpepdicularmente & mesma. Se
sua velocidade resultante é de 2cm/s na direcdo AB, determinar as componen-
tes dessa velocidade na diregao de m, na direcdo perpendicular a m, e na dire-
¢do perpendicular ao plano Am (fig. 393).

4.14.8. Em uma mineracao, determinar a diregao em que deve ser aber-
ta a menor galeria do ponto A, com seu eixo contido no plano da falha vy, pa-
ra atingir o plano médio do veio de minério de teto ¢y e base 3 (fig. 394 —

cotas em metras).

4.14.9 . No prisma da figura 395, determinar a menor distancia entre
cadaum de seus pares de arestas reversas.

4.14.10. A instalagdo elétrica constiturda pelos fios m n e p (fig. 396)
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precisa ser ligada ao fio q. Onde deve ser feita tal ligago para ser usado o me-

nor fio possivel? (cotas em metros),

4.14.11. Determinar os pontos que estao a 2 cm de distanciado plano
0,23 cmdoponto A e a 2,6 cm do ponto B (fig. 397).

4.14.12. Localizar os pontos do plano basico o.que estdo a 2 cm da reta

m e a 3 cm do plano B (fig. 398).

4.14.13. Em uma destilaria, um dep6sito esférico de 6m de raio deve ser
apoiado em 3 colunas verticais, nos pontos A, B e C (fig. 399), c6m alturas
respectivas de 3m, 2m e 1,5m. Determinar a projecdo do seu centro, Achar
também outra posicdo para o seu centro, se o dep0sito estiver apoiado em 3
vigas partindo do ponto D para o topo das colunasem A, B e C,
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4.14.14. Determinar o raio da maior esfera que podemos tornear de um
bloco metalico prismatico ABCDEF (fig. 400 — cotas em milimetros).

4.14.15.Na piramide ABCD (fig. 401), determinar um ponto que este-
ja equidistante das faces DAB e ABC, equidistante das arestas CD e BC e

equidistante dos vértices A e C.

4.14.16. As retas m, n e p sdo eixos de uma méaquina (figura 402). Para
projetar as engrenagens de transmissao, determinar em v.g. 0s angulos que os
eixos m € p farmam com o eixo n (cotas em milimetros).

4.14.17. As coordenadas de Recife sdo: latitude 89S e longitude 35°0,

Determinar:

a) A distancia de Recife (ponto R na fig. 403) ao ponto A de mesma la-
titude no meridiano de Greenwich;
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b) O ponto do arco RA que tem maior latitude (complemento do angu-
lo que a reta OS faz com o plano ORA)

4.14.18. Dois pontos A e B na superficie da Terra distam entre si de
5.200km (fig. 404). O ponto A estd a 7.000km do polo norte e B a 4.500km
desse mesmo polo. Determinar as latitudes desses pontos e sua diferenca de
longitude, além dadirecdo que o arco AB forma com o norte.

4.14.19. Medir todos os angulos diédricos que as faces da piramide
VABCD formam entre si, nas arestas laterais e nas arestas da base (fig. 405).

4.14.20. Determinar o eixo e 0 comprimento da menor galeria de mina
que pode ser aberta em A, com declividade de 20%, para atingir o veio de mi-
nério o (fig. 406). Determinar também, com a mesma declividade, a galeria
que saide A fazendo com ¢t0 menor angulo possivel (cotas em metros).
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4.14.21. Uma trelica metalica tem ABC como uma das secGes (fig. 407).
Suas vigas paralelas formam angulos de 80° com AB e de 65° com AC. De-
terminar a projecao de um segmento dessa trelica, sendo 1m o comprimento
das vigas paralelas entre duas se¢des (cotas em metros).

4.14.22. Projetar ligacGes entre os canos m e n (figura 408) nas seguin-
tes condicGes:
a) Usando conexGesem T com m e n;
b) Usando conexdo em “T" com m e em “Y" de 459 com n;
c) Usando conexdesem ‘Y’ de 45° com m e n.
(cotas em metros)

4.14.23. Determinar a projecdao de um segmento com seus extremos
em m e n (fig. 409), formando angulos de 60° com m e tendo declividade
100%.



4.14.24. Uma viga prismética tem secdo ABC, e D é um ponto da face
que contém AB(fig. 410). Abrir em D um furo gue atravesse a viga com seu

eixo formando angulos iguais de 45° com as faces de AB e de AC (cotas em
milimetros).
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