




Geometria Grafica 
Tridimensional 



UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO 

Reitor: Prof Mozart Neves Ramos 
Vice-Reitor: Prof Geraldo Jose Marques Pereira 
Diretor da Editora: Prof! Ana Maria de Franya Bezerra 

COMISSAO EDITORIAL 

Presidente: Prof-! Celia Maria de Medicis Maranhao 
Tltulares: Ana Maria de Fran~a Bezerra, Benicio de Barros Neto, 

Carlos Teixeira Brandt, Dilosa Carvalho de A. Barbosa, Flavio Henrique 
Albert Brayner, Nelly Medeiros de Carvalho, Roberto Gomes Ferreira. 
Roberto Mauro Cortez Motta, Sylvio Loreto, Valderez Pinto Ferreira. 

Suplentes: Angela Maria Barbosa Neves, Benicia de Barros Neto, 
Celia Maria da Silva Salsa, Gilda Maria Lins de Araujo, Jose Thadeu 
Pinheiro, Joselia Pacheco de Santana, Manuel de Jesus da Cunha Braga, 
Maud Fragoso Perruci, Nadja Maria Lins da Silva, Pedro Lincoln C. L. de 
Matos. 

Capa : Elvira Maria R . de Paula 
ReYisao: 0 autor 
Impressao: Sistema digital de publicac;ao por demanda da 

Editora U niversitaria I UFPE. 

Costa, Mario Duarte 
Geometria grafica tridimensional. Recife, UFPE 

Editora Universitaria , 1996. 

515 
515 

V. 

Conteudo . - v. 2. Ponto, reta e piano. 
1. Geometria descritiva. I. Titulo . 

CDU 
CDU 

UFPE 
BC-88-681/ 



Geometria Grafica 
Tridimensional 

Ponto, Reta e Plano 

Mario Duarte Costa 
Aley P. de A. Vieira Costa Vol. 2 

Edit0<a~ Unive~it~ 





PREFACIO 

Estamos agora com este volume completo. 
0 primeiro volume da nossa GEOMETRIA GRAFICA TRIDIMENSIO

NA L apresentou os sistemas de represent~ao mais usuais, comparando-os em 
rela<;:ao ao tipo de projec;:ao utilizado ea posic;:ao do paraleleplpedo de referen
cia relativamente ao piano do desenho. 

Este segundo volume aborda o relacionamento entre pontos, retas e pia
nos. Pod em ta is elementos significar vertices, arestas e faces de s61idos, em um 
problema, mas sao tambem considerados independentemente. 0 ponto pode 
marcar a posic;:ao de um furo, o centro de uma esfera, a posic;ao de um ponto 
material; a reta pode representar um fio, o eixo de uma viga ou de um cano, 
uma galeria de mina, o eixo de um cone; o piano pode significar uma placa, 
uma chapa, o limite de um veio de minerio, o piano de simetria de um s61ido. 

Assim, o tratamento dado aos elementos geometricos neste trabalho 
permite desenvolver aplicac;:6es objetivas que extrapolam o domlnio da geo
metria tebrica e aplicada saindo da matematica, (ja Hsica e da qui mica para o 
campo profissional dos diversos cursos da area de tecnologia. Evidentemente 
nao pretendemos aprofundar os exemplos com dados tecnicos que somente o 
segundo ciclo dos cursos de graduac;:ao propicia. O~ problemas aqui conside
rados apenas revestem as quest6es geometricas de uma roupagem funcional 
que motiva o estudante, abrindo-lhe a perspectiva de associac;:ao entre a teoria 
muitas vezes mon6tona e a atividade pratica que devera exercer na sua vida 
prof issional. 

Por outro I ado, o nosso estudo nao visa com exclusividade o ensino de 
terceiro gr au. Muito pelo contrario, os dois volumes desta Geometria Grafica 
Tridimensional tern corno suporte teorico a geometria euclideana. Poderiam 
ser adotados em um curso d e y~qundo qratJ, onde CJS aplicac;:6es dirigidas aos 
mais diversos rarnos tecr1olc)gicn s fur1c1onariam corno orienta<;:ao vocacional 



para a escolha de um curso universitario. 0 nlvel que perseguimos para o en
sino de graduac;:ao exigiria um embasamento de geometria projetiva, pois so
mente esta permite a verdadeira compreensao da unidade ex istente entre os 
sistemas de represent~ao . Ha poucos anos essa geometria ainda estava inclul
da em todos os programas de geometria descritiva das nossas universidades, 
mas hoje sao poucos as cursos superiores a conseguir tempo para desenvol
ve-la adequadamente, tendo em vista a deficiencia em geometria euclideana 
dos nossos atuais estudantes universitarios. 

A primeira edic;ao deste ·2<? volume s6 abordava os problemas de posi
<;ao relativa entre ponto~, retas e pianos, objeto dos tres primeiros capltulos. 
Apesar de algumas medidas fundamentais, como a inclinac;ao, a declividade e 
o intervalo qe retas e pianos, e da possibilidade da obtenc;ao de vistas em ver
dadeira grandeza de segmentos de reta e de figuras planas, estudadas naqueles 
capltulos, somente no 4'?, acrescentado nesta edic;ao, desenvolvemos plena
mente OS problemas metricos. As medidas de distancias e angt:.los entre pon
tos, retas e pianos sao exaustivamente estudadas neste complemento, que qua
se duplicou a primeira edi<;ao, tanto em numero de paginas como de figuras. 

Apesar da quantidade tota~ de exerclcios desenvolvidos no final dos ca
pitulos - 57 resolvidos e 60 propostos -recomendamos insistentemente aos 
nossos alunos. nao se limitarem a tal universo. E essencial que procurem novas 
soluc;:oes, modificando os dados em cada um deles, para adquirir uma visao 
crltica da situa9ao que apresentam. A lim itac;ao dd estudante em apenas com
preender o problema na posi9ao em que definimos os seus dados pode levar a 
uma simples memorizac;ao do tra9ado, o que esta bastante longe do domt'nio 
real da questao. 

Em razao da redu<;ao que sofreram todas as figuras deste livro em rela
c;cio ao original, as medidas citadas, tanto no texto como nas pr6prias figuras, 
devem ser lidas no desenho segundo a escala grafica que aparece no bordo es
-querdo da figura 1, na pagina seguinte. 0 leitor deve copia-la numa tirade pa
pel para acompanhar todas as citar;:oes de medidas lineares que aparecem ao 
longo deste volume. 

Os autores 



1. POSICOES DE PONTOS, RETAS E PLANOS EM RELACAO AOS 
PLANOS DE PROJECAO 

1. 1. Cota de um Ponto 

Tai coma fizemos no volume 1, estaremos usando em todo este 2? vo
lume do is tipos de figuras: o primeiro mostrara o problema em discussao co
ma se fosse uma fotografia tirada de fora do piano do desenho, isto e, uma 
PERSPECTIVA do objeto em estudo; o segundo mostrarft os pianos de proje
~ao d iretamente no piano do desenho, ou seja, em uma EPU RA mongeana. 

Assim a f igura 1 mostra a perspectiva da forma-modelo do volume l 
sendo projetada ortogonalmente sabre o piano principal rr1 . 

Ja destacamos naquele volume que a projec;ao principal, sozinha, nao re
presenta o objeto. Entretanto, fizemos referencia a um sistema grafico-anal(ti
co, chamado de PROJE<;OES COTADAS, o qual utiliza apenas a projec;ao 
principal do objeto estudado. Para· isso, a projec;ao de cad a ponto do s61ido e 
acompanhada de um numero. E a med id a da altura desse ponto em rela<;ao a 
n1 em uma unidade de· med id a pre-estabelecida. 

Oestacando o vertice A na figura 1, sua altura AA 1 em relayao a rr1 , de
nominada COTA do ponto A, med id a em cenHmetros, por exemplo, seria es
crita ao lado de A 1 (entre parenteses) na EPURA (fig. 2). Estamos supondo 
que mec;:a 2 cm essa cota. 

A.<2J 

Vamos mostrar que tal artificio permite obter um a projec;aa secundaria 
qualquer do ponto A. 

I sol ando o ponto A na perspectiva (fig. 3), podemos no tar que sua pro
jecao secundaria A2 em um pfano r1 2 estara a 2 cm acima da linha de terra 
'11 "Th. A projecao A3 em outro piano 1r3 estara tambem a 2 cm acima de rr1 

'"'13. 
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Oualquer que seja a posic;:ao da linha de terra, coma n1 n14 (fig. 4),a pro
je~o A 4 no piano correspondente estara sempre a 2 cm acima dessa lintia de 
terra. 

Passando a EPURA mongeana (fig. 5) I basta definir a posic;ao da linha 
de terra da projec;:ao secundaria (n1 n2 , n1 n3 ou n1 n4 ) para termos condic;:oes 
de obter A<i., A 3 ou A 4 • De fato, basta lembrar do volume 1 que, no sistema 
mo,.-,geano, cada projec;ao secundaria est a ligada a principal par urn a LIN HA 
DE CHAMAO~ perpendicular ~ respectiva linha de terra. Entao basta tirar 
Ai A 2 perpendicular a TI1 n2 • A 1 A 3 perpendicular a Tit 1h a·u A 1 A 4 perpen
dicular a n1 TI4. Nessas I in has, basta marcar 2 cm de cad a linha de terr a ( sem
pre para fora da projec;:ao principal) e teremos A 2 , A 3 ou A 4 • 

Se todos os vertices do s61 ido tiverem su as cotas ind icadas ao I ado da 
proj~ao principat e posslvel obter toda a form a projetada em qualquer piano 
secundario. E claro que a simples obtenc;ao de todos os vertices em uma pro
jec;:ao secundaria nao garantiria a determinac;ao correta da visibilidade das fa-
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ces e arestas do s61ido. Para isso seria ex igida uma visualizac;ao tridimensional 
da forma representada. 

Por outro lado esse sistema nao tern uma aplicac;ao pratica na represen
ta~ao de s61idos de muitos vertices, pois os numeros indicativos das cotas sa
turam facilmente a figura. Mase ideal para estudar rela<;oes entre pontos, re
tas e pianos isolados, que e o objetivo deste volume da GEOMETRIA GRAFl
CA TRIDIMENSIONAL. 

Usaremos as projec;6es cotadas para apresentar todos os problemas que 
serao discutidos. Prevenimos, no entanto, que este nao e um livro sabre 0 Sis
tema cotado. 

De fato, qualquer autor que aborde o sistema de projec;oes cotadas fica 
limitado a resolver todos os problemas na projec;ao principal, seja por opera
c;6es graficas o.u anal lticas. No nosso caso, estaremos freqUentemente usando 
projec;oes secundarias, sempre que isso facilitar a solu<;ao da questao aborda
da. Nao e a mesma coisa que comec;ar sempre usando j a du as projec;:5es mon
geanas, como faz qualquer livro de geometria descritiva. 

Vamos lembrar que desenvolveremos aqui um estudo de rela<;:oes geo
metricas puras. Nao estaremos no domlnio do desenho tecnico. 

Assim o piano principal nao tera que ser horizontal nem ocupar qual
quer outra posic;ao particular. Essa e outra diferenc;:a senslvel entre nossa obra 
e outros livros de geometria descritiva, os quais denominam 7T 1 de piano hori
zontal. Para nos, 7T 1 e simplesmente o primeiro piano de projec;:ao usado, e 
sempre coincide com o piano do desenho, em epura. Ouando passarmos a de
senvolver aplicai;:6es tecnol6gicas dos problemas discutidos em teoria, o piano 
7r 1 passara a ter um significado especffico, geralmente horizontal. Em tal oca
siao haver a necessidade tambem de utilizar uma escala de reduc;ao para poder
mos representar no papel dimens6es que, na realidade, estao na ordem de 
grandeza do metro. 

Par enquanto, vamos padronizar que todas as cotas serao medidas em 
centlmetros, unidade compatlvel com as dimensoes do desenho. 

1. 2. Cotas Negativas 

Ao estudarmos um conjunto de pontos e evidente que a posic;;ao de 7T 1 

pode ser escolhida tal que todos eles fiquem do mesmo lado desse piano, ou 
pelo menos no pr6prio piano n 1 (como D, na fig. 6). 

Entaa parece evidente que basta definir se estaremos usando o sistema 
Alemaa (pontos sempre a frente de 7T1) OU no Sistema Norte Americana (pon
tos sempre atras de rr 1 ) para sabermos se deveremos marcar as cotas para um 
!ado ou para o outro lado do piano principal. 

Mas aqui cabem duas observac;:6es fundamentais: primeira, a conven~ao 
que destingue OS dais sistemas e valida apenas no Campo do desenho tecnico; 
em segundo lugar, muitas vezes a solui;:ao de um problem a geometrico conduz 
a obtenc;:ao de pontos do outro I ado de rr 1 , em relac;:ao aos dados da questaa. 

13 



Portanto e essencial usarmos numeros relatives para as cotas _dos diver
sos pontos estudados. Se tivermos urn a cota posit iv a, fica convencionado que 
o ponto estara a frente de rr 1 ; se negativa, o ponto estara atras de 7T1 . Na fig.7, 
o ponto A tera cota positiva e o ponto B tera cota negativa. No pr6prio piano 
rr1 (como C) o ponto tera cota nula. 

Para evitar sobrecarga grafica as cotas positivas d ispensam a coloca9ao 
do sinal +. 

Para obter qualquer proje<;ao secundaria (7T2 sempre perpendicular a 7T1 , 

coma sabemos), os pontos de cotas positivas como A tern A 2 acima da linha 
de terra (fig . 8). Os pontos de cota negativa coma B tern 8 2 abaixo da linha 
de terra. Os pontos d€ 7T 1 (co mo C) se projetam na pr6pria linha de terr a. 

Para obtenc;:ao da epura, coma a metade superior de 1T2 se rebate sempre 
para fora da linha de terra (em relac;;ao a A, B e C), a metade inferior, para 
nao quebrar 1T2 I vem para a frente de 7T11T2. Assim, na epura, OS pontos de co
ta negativa tern suas cotas marcadas abaixo de rr 1 1T2 . A figura 9 exemplifica 
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como obter a projec;ao sacundaria de cad a um dos pontos A, 8 e C, medindo 
suas cot as 2, -1 e 0, r~spectivamente. U ma vez escolh ida a posic;ao da I inha 
de terra 1T1 1T2 , e s6 passar por A 1 , 8 1 e C 1 as linhas de chamada, sobre as 
quais sao marcadas em centlmetros as cotas indicadas. Para A2 , marcaremos 
2 cm acima de 1T 1 1T2 ; para 8 2 marcaremos 1 cm abaixo de rr 1 rr2 ; quanto a 
C2 , estara na pr6pria linha de terra. 

1.3. Posi~oes de Retas 

Voltemos ~ forma-modelo e analisemos as diferentes posic;6es que suas 
arestas podem ter em relac;ao a n 1 (fig. 10). _ 

Algumas como AB e CD sao paralelas a 7T 1 • Seus extremos tern a mesma 
cota {ali~s, todos os seus pontos tern cota igual). Chamaremos as arestas em 
tal posicao de RETAS DE COTA CONSTANTE. 

Outras como CE e D F sao perpend icu I ares a 1T I. Todos OS seus pontos 
se sobrep5em na projec;:ao principal. Assim htl uma reduc;ao dimensional, ou 
seja, a reta (que possui uma dimensao) se reduz em projec;ao a um ponto (di
mensao nula). Chamaremos tal posic;:ao de RETAS VISTAS D-E BASE, ou 
simplesmente R ETAS BASICAS. 

Fora dessas duas posic;:6es particulares uma aresta coma BC e uma RE
TA I NCLI NADA. Seus pontos nao coincidem na projec;:ao principal nem pos
suem a mesm a cot a. 

1.4. Verdadeira Grandeza de Segmentos de Reta 

U ma aresta de cota con st ante aparece em seu tamanho reql na projec;ao 
principal. E ntao qualquer questao que necessite da verdadeira grandeza desse 
segmento pode ser resolvida apenas em rr1. 

Na posic;:ao da reta b~sica (fig. 11) um segmento AB, de qualquer tama
nho, desaparece em n 1 , pois se reduz a um ponto. 

15 



0. 
A 

Entretanto qualquer projec;:~o secundf:lria, como A 2 B2 ou A 3 B3 , mostra 
tal segmento em verdadeira grandeza, que e a pr6pria d iferenc;:a de cota entre 
A eB. 

Ja ~ reta inclinada, alem de tambem nao rnostrar seus seamentos em ve·r
dadeira grandeza no piano 7T 1 (A 1 8 1 e sempre menor que AB - fig. 12) nao ~ e 

em qualquer piano secundario que projeta seus segmentos em tamanho real. 
De fato, somente um piano 7T 2 paralelo a · AB (o que se consegue to

mando 7T1 7T2 paralelo a A 1 B 1 ) recebe a projec;ao ortogonal desse segmento 
em verdadeira grandeza (fig. 13). Oualq~er outra direc;ao do piano de proje
c;ao tera o segmento projetado com reduc;:ao. 

Chamaremos a projec;ao de um segrnento em um piano paralelo de VIS
TA EM V. G. DO SEGMENTO. 

Em epura, suponhamos dado A 1 B 1 com as cotas de A e de B assinala
das. 0 fato das cotas serem d iferentes ja caracteriza o segmento coma incl ina
do (fig. 14). 

Para obter uma vista em V.G. de AB basta tomarmos 7T 1 7T2 paralela a 
A1 B1 (a qualquer distancia deste). Passando as linhas de chamada por A 1 e 
8 1 e nelas marcando 3 cm e 1 cm acima da linha de terra, teremos A2 8 2 , 

cuja med id a ea mesma do segmento no espa90. 

1.5. I nclinacao e Declividade de Retas 

Uma reta inclinada esta numa situac;ao intermediaria entre uma de cota 
constante e uma basica. 0 angulo de inclinac;:ao, au simplesmente INCLI NA
CAO de uma reta AB e aquele que ela faz com o piano 7T 1 , au seja, com sua 
projec;ao A 1 B 1 ( angulo a na mesma figura 15). E claro que nao necessitamos 
prolongar AB e A 1 B1 para med ir a Se passarmos pelo ponto B uma paralela 
a A 1 B1 (fig. 16) teremos formado o mesmo angulo a 
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. Numa vista em V.G. do segmento, o angulo de inclinai;ao aparece entre 
A 2 8 2 e uma paralela a rr 1 rr2 . Em qualquer outra proje9~0 secundaria esse 
angulo se deforma. 

Portanto I em epu ra, dado A 1B1 (fig. 17) teremos, para determ inar a in
clinac;:ao de AB, que obter uma vista em V. G e medir o angulo formado par 
A 2 8 2 e urn a paralela a rr 1 7T2 (8 2 C2 ). 

E de se notar que uma reta de cota constante tern inclinar;ao o0 , e uma 
reta basica inclinac;ao de 90°. 

Nas aplicay6es tecnol6gicas e usual substituir a medida da inclinac;ao em 
graus pela tangente trigonometrica desse angulo, que e denominada DECLl
VIDADE da reta. 

Vejamos qual a vantagem da declividade sabre a inclina9ao. Voltando a 
observar a figura 17, para determinar a tangente de a basta-nos dividir o cate
to A 2 C 2 pelo cateto C2 8 2 , no triangulo retangulo A2 B2 C2 . Mas A 2 C2 ea 
diferenc;:a de cot a entre os pontos A e B, q ue poderia ser obtida diretamente 
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em 1T1 subtraindo 1,2 de 2,5. Quanta a C2 B2 tern a mesma medida que A 1 8 1 . 

Desde que usemos a mesma unidade das cotas (no caso, o centlmetro) para 
medir A 1 B 1 , poder(amos entao determinar a declividade do segmento AB 

·sem precisar da proje<;ao secundaria. Bastar-nos-ia aplicar a f6rmula: 

cota A - cota B 

Ai 81 

1.6. Dire~io -de Retas 

0 conceito de DIR ECAO de uma reta se refere a posi(:ao de sua proje
cao principal. Se for definida uma direc;:ao de referencia no piano 111 I a dire
<;:ao de uma reta AB pode ser traduzida quantitativamente pelo angulo que 
A 1 8 1 form a com esse referencial. 

No desenho tecnico, quando 71'1 e o piano horizontal, tal dire9ao refe
rencial pode ser o norte, dos pontos cardeais. 

1. 7. Posi~oes de Pianos 

Em relac;:ao ao piano tr1 as faces planas de um s61ido, tais como suas 
arestas retas, podem ocupar duas posi<;5es particulares. 

Voltando a forma-modelo (fig. 18), algumas faces como ~ 3 e '1 sao para
lelas a.1T 1 • Os vertices e arestas de cada uma dessas faces, assim como qualquer 
outro de seus pontos, tern a mesma cota. Esses pianos serao chamados DE 
COTA CONSTANTE. 

Tambem temos faces em VISTA DE BASE ou BASICAS. Sao aquelas 
perpendicu!ares a rr 1 , como o e Ena figura 18. Na proje<;:ao principal ta is pia
nos sao reduzidos a retas, perdendo entao uma dimensao. 

Excluindo tais posi96es particulares, uma face esta num piano INCLl
NADO, como µ na fig. 18. Em tal situa<;:ao geral, urn a face possu i pontos de 
cotas diferentes, mas nao se reduz a uma reta na proje9ao principal. 

1.8. Retas de um Plano 

Vamos analisar os tipos de retas que podem estar contidas em cada posi
vao de um piano. 

Em uma analise precipitada, pode parecer ao estudante que cada posi
<;ao de piano s6 contem retas do mesmo name. 

I sso s6 e verdade para o piano de cota constante, onde todas as retas 
evidentemente sao de eota Constante, a mesma do piano. 

Um piano basico (fig. 19) naturalmente contem retas basicas, coma AB 
e CD. Mas tambem tern retas de cota constante, como AD e BC. Se girarmos 
uma reta em torno de B, sempre no piano ABCD, ela vai ocupar sucessivamen
te posic;oes de retas com angulo variando de o0 a 90°. Entao um piano basico 
pode canter retas de qualquer incl in~ao. 

18 



A 

Um p I ano incli nado possu i retas de cot a constante (co mo BC e AD na 
figura 20). Mas nao pode canter retas basic as. Se girarmos urn a reta no piano, 
em torno do ponto E, e f acil perceber que ela comec;a com uma inclinac;ao de · 
0° (quando coincide com EB) e vai aumentando de inclina9ao at~ atingir um 
maxima em EF, quando fica perpendicular aBC,jaque,passandodessepon
to, volta a se aprox imar da reta de cota constante em EC, quando volta a ter 
inclinac;ao de o0 . 

As retas como EF, perpendiculares as retas de cota constante do piano, 
sao denominadas de RETAS DE MAXIMA INCLINAc;AO ou DE MAXIMA 
DECLIVIDADE do piano. Deve ser observado que E 1 F 1 e tambem perpen
dicular a B 1 C 1 , pois quando um angulo reto tern um de seus I ados pa. alelos 
ao piano de projec;:ao (coma e o caso de BC) sua projec;ao ortogonal tambem 
e um angu lo reto. 

1.9. Direc;:ao, lnclinac;:ao e Declividade de Pianos 

Em epura, caracteriza-se a DI RE<;Ao de um piano pelas suas retas de 
cota constante. Em qualquer piano essas retas podem ser obtidas cortando-o 
por pianos paralelos a rr 1 • Um feixe de pianos paralelos corta um piano segun
do retas par ale las (fig. 21). Assim, todas as retas de cot a con st ante de um pia
no tern direc;:6es iguais, que ea DIRE<;AO DESSE PLANO. 

Oevemos ressaltar que um piano de cota constante tern direc;ao inde
terminada, pois possui retas de cota constante em todas as direc;;oes. 

Quanta a inclinacao, devemos lembrar 0 item anterior, onde mostra
mos que um piano inc.linado co~tem retas de inclinac;;ao variando de o0 ao 
angulo de sua reta de maxima declividade , que e perpendicular as retas de 
cota constante do piano . 

Suponhamos em epura uma face triangular ABC de um s61ido (fig. 22), 
onde o lado BC tern cota constante de 2 cm. Baixando a altura de A ter(amos 
uma reta de maxima inclinac;:ao dessa face (AO). 
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Tomando uma vista em v.Q. dessa reta AD determinar(amos seu angulo 
de inclinac;ao et em 1T2 • 

A inclinac;ao de sua reta de maxima declividade mede a INCLINACAO 
DO PLANO. Notem que a vista em v.Q. dessa reta mostra uma VISTA BASl
CA da reta de cota constante do piano (BC) e tambem uma VISTA BASICA 
DO PROPR 10 PLANO ABC, que se reduz a urn a n=!ta em 1T2 • 

A DECLIV-IDAD-E do piano tambem Ef a declividade da sua reta de ma
xima inclinac;ao, ou seja, a tangente do seu angulo de inclinac;ao. 

Oestaquemos ainda que o piano de cota constante tern inclina<;:ao de o0 

e o basico tern inclinac;ao de 90°. 

1.10. Verdadeira Grandeza de Figuras Planas 

Em um piano de cota constante todas as figuras se projetam em rr 1 em 
v.Q. Todos os seus lados e angulos podem ser medidos diretamente na proje
c;;ao principal. 

Seo piano esta perpendicular a rr 1 (em vista basica) ja sabemos que to
dos os pontos e retas desse piano se projetam em uma (mica reta (fig. 23). Pa
ra obter uma c6pia exata da figura teremos de obter uma proje9ao secundaria 
em um piano 1T2 paralelo ao piano da figura. Basta que a linha de terr a ( rr 1 tr2 ) 

seja paralela a p_rojec;ao principal do piano. Dever:nos insistir na observac;ao 
de que, se 1T 1 1T2 nao for paralela a A 1 8 1 C 1 0 1 E 1 , a proje~o em rr2 deformara 
os lados e angulos do pollgono ABCDE. 

No case geral de um piano inclinado, o problema se complica. A figura 
ABCD, sendo um piano inclinado, nao e projetada com todos os seus lados e 
angulos em verdadeira grandeza, em rr 1 (fig. 24). Pior ainda: nao ha nenhuma 
dire~ao de linha de terra que consiga um piano de projec;ao secundario parale
lo ao piano da figura. 

Para obter a verdadeira grandeza de uma figura plana assim teremos que 
fazer du as novas projec;;oes. 
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Primeiro, teremos que conseguir uma vista bflsica do piano inclinado, is
to ~. uma projer;ao secundaria em que toda a figura se projete em uma so reta. 
Para conseguir isso e necessario tomar 7T 1 1T2 perpendicular as retas de cota 
constante da figura. No caso {fig. 25), AB e CD tern cota constante. Tomando 
1T1 n 2 perpendicular a A 1 8 1 e C 1 0 1 , garantiremos que AB e CD se projetam 
em vista basica. Toda a figura se projetara na reta A 2 8 2 C2 0 2 . 

Em seguida desprezamos 7T 1 e passamos a considerar 7T2 coma projec;ao 
principal. As cotas dos pontos passarao a ser suas distancias a 1T2 (fig. 26). 
Bastara tomarmos rr2 rr3 p_aral~la a A 2 8 2 C2 0 2 e projetarmos a figura em 7T3 , 

o qual, sendo paralelo ao piano da figura, mostrara esta em verdadeira grande
za, ou seja, sera uma VISTA EM V.G. do piano. 

Vejamos coma proceder em epura. 
Partindo de A 1 8 1 C 1 0 1 com suas respectivas cotas (fig. 27), para che

garmos a vista basica do seu piano tomamos n 1 n 2 perpendicular a A 1 B 1 c 
C 1 0 1 de cotas constantes. Passando as linhas de chamada e marcando as 
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cotas acima da Ii nha de terr a, obtemos A 2 B 2 C 2 0 2 . 

Agora vamos inverter a situac;:ao, passando a considerar 7T2 coma o pla· 
no principal e rr 1 como secundario. Entao as cotas dos pontos passarao a ser 
medidas pelas distancias respectivas de A 1 , 8 1 , C 1 e 0 1 a linha de terra. A 
figura 28 mostra essas medidas em centimetres colocadas ao lado de A 2 , 8 2 , 

C2 e 0 2 . Passamos entao 7T2 rr 3 paralela a A 2 8 2 C2 D2 e tiramos desses pon
tos as novas I inhas de ch am ad a, marcando nelas A 3 , B 3 , C3 e D 3 com as no
vas cot as med id as a parti r de 7T2 rr 3 . T emos entao av ista em v.g. d a figura da
d a. 

Chamamos a atenc;:ao para a notac;:ao das linhas de terra. A primeira foi 
chamada rr 1 rr 2 porque o piano rr 2 fo i introduzido a partir de n 1 . A segunda 
foi denominada iT2 7T3 porque 7T3 formou d iedro com 7T2, e nao com 1T1. 

Na pratica nao prec isamos escrever as novas cot as em IT2 . Ap6s passar
mos rr2 rr 3 , podemos transportar a compasso a distancia de A 1 a rr 1 rr,, direta
mente para A 3 a partir rr 2 rr 3 , fazendo o mesmo para os outros pon{os da fi
gura. 
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1. 11. Exercicios Resolvidos 

1.11.1 - Representar o s61ido dado no sistema mongeano (fig. 29) atra
ves de uma (mica proje<;:ao cotada. 

RESOLUCAO 

A primeira preocupac;:ao e identificar cada vertice nas tres vistas dadas. E 
o que mostra a figura 30, onde cada vertice do s61ido recebe uma letra distin
ta. 

0 passo seguinte e def inir a linha de terra 7T1 7T2, que poderia ser to ma
d a entre as duas vistas a qualquer distancia de cac:la uma delas. A figura 30 
mostra a ma is simples posiyao, encostada na vista em 7T2 • Assim, co mo as co
tas dos vertices vao ser medidr.1s a partir de rr 1 rr2 , os pontos A, D, F e G ja 

terao cota nula. Como a outra vista secundaria 7T 3 tambem permite medir as 
cotas, se preferirmos trabalhar nela teremos de tomar 7T 1 7T3 tambem passando 
par A 3 , D 3, F 3 e G 3, para nao entrar em choque com 1T2 • 

Podemos logo escrever a cota O ao I ado de A 1 , D 1 , de F 1 , e G 1 (fig. 31) 
Quanta as cotas de B, de Ce de E basta-nos medir as distancias de 8 2 , C2 e 
E2 a n 1 7T2 , em centlmetros, e escreve-las ao I ado de B1 , C1 e E 1 , completan
do a representa<;;ao cotada. 

1.11.2 - Determ inar as cotas dos vertices do sblido da figura 30 se a li
nha de terr a for tomada passando em C2 . 

RESOLU<;AO 

Em tal situac;:ao de n 1 rr 2 os pontos A, D, Fe G ficam com cotas negati
vas (-1 cm), C com cota nula e Ee B com cota positiva (fig . 32). 
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Comparando essa figura com a 31, observamos que todos os pontos ti
veram suas cotas diminuidas 1 cm, distancia que subiu a linha de terra. 

0 bse rvemos que o objeto em e studo nao se mod if ica q uando to dos os 
seus pontos tern sua cot a aumentada ou dim inuida em um mesmo numero de 
centlmetros, pois tal operac;:ao apenas significa seu afastamento ou aproxima
c;:ao de n 1 . . 

1.11.3 - Na planta da figura 33 n 1 ea superflcie livre do mare as cotas 
estao med id as em metros. Determinar: 

a} - Urn a proje~ao secundaria dos pontos A, B, Ce D. 
b) - As cotas desses pontos na preamar e na baixamar, se for de 5 ma 

variac;;ao total da mare local. 

RESO Luc;Ao 
Pela conformacao do mapa, A e B sao os pontos mais altos de uma ilha 

e C e o ponto ma is profundo de um Iago. 0 ponto D nao teve sua cota ind ica-
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da, mas esta devera ser nula par estar esse ponto na linha do litoral, e portan
to ao n Ivel media do mar. 

A escala indicada abaixo do mapa significa que todas as medidas reais 
estao no desenho reduzidas 10.000 vezes. Cada mill metro na planta represen
ta 10.000 mm na regiao representada, ou seja, 10 m. 

Para o item a, poderfamos tomar qualquer linha de terra 1T 1 1T 2 (fig. 34) 
e tirar de cada ponto da planta a linha de chamada perpendicular a 1T 1 1T 2 • As 
cotas devem entao ser marcadas a partir da linha de terra, lembrando que cad a 
rnillmetro significa 10 metros. Portanto A 2 ficara 6,5 mm acima de rr 1 rr2 . 

8 2 a 2 mm, 0 2 na pr6pria linha e C2 3 mm abaixo, porter cota negativa. 
Para o item b devemos raciocinar que o nlvel do mar subira 2,5 m na 

preamar (mare alta) e descera 2,5 m na baixamar (mare baixa), ja que a varia
~ao total e de 5 m. Entao, se 1T 1 so be 2,5 m na preamar, todas as cotas ficarao 
diminuidas nessa medida. 0 ponto A ficara com cota 62,5 m, B com 17,5 rn, 
D com -2,5 m e C com -32,5 m. Na baixamar e o inverso: todas as cotas au
mentarao 2,5 m. As cotas passarac a ser 67 ,5 m, 22,5 m, 2,5 m, e -27 ,5 m, 
respectivamente. 

1 :11.4 - No s61ido da figura 31 (repetido na figura 35), identificar a 
posi9ao de cada uma de suas arestas, determinando sua verdadeira grandeza e 
incl ina<;:ao. 

RESOLUCAO 

a) Retas de cota constante: DG, GF, FA, AD e BE. Todas essas estao 
em v.g. no rr 1 , e medidas diretamente no desenho conduzem aos seguintes 
comprimentos: DG = 2,5 cm, G F = 1,0 cm, FA = 1,8 cm AD = 2,2 cm e 
BE = 1,5 cm. A inclinac;ao de todas e o0

. 

b) Retas basicas: EG e CD. ' 
Para determinar, sua v.g. poderi'amos obter qualquer projec;:ao secundaria, mas 
e ma is rapido obter essas med id as pela d iferenc;:a de cota entre seus extremes. 
Assim, EG = 2 cm e CD= 1 cm. A inclina<;:ao de quaiquer reta basica e 90°. 

c) Retas inclinadas: BC, EF, BF, BA e CA. 
BC aparece em v.g. no 1T' 2 , tomanc;fo-se rr 1 rr2 para1ela a B1 C1 . 8 2 C2 fornece 
a v.g. (BC= 1,4 cm) ea inclina9ao a = 45°. (fig. 36).. · 

Uma mesma linha de terra rr 1 rr 3 e paralela a E1 F 1 ea B1 A 1 . Entao 
em rr3 teremos E3 ~ 3 e 8 3 A 3 em v.g. Logo E F = 2,2 cm e BA= 2,8 cm, sen-

do suas inclinac;;oes (3 = 64° e 'Y = 45° 

BF e CA exigem linhas de terra distintas: rr 1 rr4 paralela a 8 1 F 1 e rr 1 rr 5 

paralela a C 1 A 1 (fig. 37), as quais determinam 84 F4 e Cs As em v.g. 
Medindo no desenho teremos BF = 2,7 cm e CA= 2,5 cm, com inclina

c;:6es respectivas 8 = 49° e E = 240. 

1.11.5 - Em uma cidade temos os pontos assinalados (fig. 38). A plan-
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ta esta na escala 1/ 5.000, com as cotas em metros. Um velculo esta no ponto 
E e precisa ir ao ponto A, mas nao pode veneer uma declividade superior a 
20%. 

Determinar: 
a) Se ele pode chegar ao seu destino e, em caso positivo, quais os seus 

passive is trajetos. 
b) Ouais as diferen~as em metros entre os trajetos de Ea A. 

RESOLUCAO 

Os caminhos possfve is de E a A sao EFA, EDBA e EDCBA. No primei· 
ro, o trecho FA tern cota constante (logo, declividade nula). E preciso verse 
EF tern declividade acesslvel ao vei'culo. Segundo a formula da declividade 
(Item 1.5) teremos para EF: 

26 



dEF = cota F - cota E 
E 1 F i 

60- 10 = 50 =0,26 
Ei Fi 195 

OBSE RVA<;AO: Lembrar que E 1 F 1 deve ser medido na pr6pria rua, e 
em metros, que e a unidade de medida das cotas. Sendo a escala da planta de 
1/5.000, cada millmetro nela medido corresponde a 5.000 mm= 5 m. 0 de
nominador da formula acima foi obtido medindo E1 F 1 na planta, em mill
tros, e multiplicando por 5, para obter essa distancia real em metros. 

A declividade obtida pode ser expressa em percentagem, multiplicando
se o valor obtido por 100. Teremos assim 26% para a declividade do trecho 
EF, o que nao permitira o acesso do velculo. 

Pela mesma formula calcularemos as declividades de cada segmento dos 
outros percursos, obtendo: 

dEo = 4% d 08 = 27% dsA = 11% doc= 20% des= 19%. 

Como o trecho DB e inacesslvel ao veiculo, restara o trajeto EOCBA, 
em que todos os segmentos estao com declividade ate 200/o. 

Para responder ao Item b teremos que obter a vista em v.g. de cada seg
mento dos tres percursos e med 1-los em mil !metros. Convertidos a metros pe
la multiplicac;ao por 5, serao adicionados para obter o total de cada trajeto, 
em metros. Os resultados serao: 

EFA = 345 m; EDBA = 342 m; EDCBA = 393 m. 
Portanto do 1 <? trajeto para o 2<? ha uma diferern;:a de 3 me do 2C? para 

o 3<? uma diferenc;;a de 51 m. 

1.11.6 - Na figura 39, determinar as cotas de B e C, sabendo-se que 
AB = 4 cm e que a inclinac;;ao de BC e de 60°. A cota de B deve ser maior que 
a de A ea de C menor que a de 8. 

RESOLU<;AO 

Passando 1T 1 1T2 paralela a A 1 B 1 (fig. 40) sabemos que A2 8 2 devera 
medir 4 cm, pois e uma vista em v.g. de AB. Centrando o compasso em A2 e 
com o raio de 4 cm cortamos a linha de chamada tirada de B 1 em do is pontos 
que serviriam para 8 2 . Como somente o ma is alto tern cota maior do que A 
fica definida uma s6 posic;;ao para 8 2 , que ja fornece a cota de B ( 1,7 cm). 

Com essa cota de B podemos tomar uma vista em v.g. de BC, passando 
n 1 7T3 paralela a B 1 C1 • Marcando 8 3 por meio da cota e tirando·desse ponto 
uma reta que forme 60° com a linha de terr a, estamos com 8 3 C3 def in ida. 
C3 esta na linha de chamada de C 1 e abaixo de n 1 n 3 , o que da uma cota ne
gativa para C (-3,2 cm). Observem que o angulo de 600 marcado para o outro 
lado de 8 1 8 3 acarretaria para C uma cota maior que a de B, contrariando 
uma condi~ao do enunciado. 
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1.11 /- Do ponto A no fundo de um dep6sito cili'ndrico a 6 m de al
tura desce um cano de descarga de 6 m de comprimento para um outro dep6-
sito de altura 3 m. 

Determinar o ponto em que tal cano atinge a "tampa do dep6sito infe
rior ea inclinac;:ao do mesmo. 

RESOLUCAO 

Na escala dada ( 1/200) cada centlmetro na figura representa 200 ·cm = 
2 m na realidade. 

Tomando uma vista em v. g. do cano (fig. 42), do ponto A2 de cota 6 m 
basta trac;:ar um arco de circunferencia de 6 m de raio (3 cm no desenho) que 
definira na cota de 3 m (tampa do tanque menor) o ponto 8 2 • A linha de cha
mada de 8 2 definira o ponto B na planta (B 1 ). A inclina9ao do canoe a me
dida do angulo a. 

1.11.8 - No triangulo ABC (fig. 43). 
Determinar a direi;:ao das seguintes cevianas do vertice A: 
a) A altura · 
b) De declividade de 60% 
c) De comprimento 3,5 cm. 

RESOLUCAO 

a) A altura e a perpendicular de A ao lado BC. Sendo este de cota cons
tante, e paralelo a rr 1 • Sua perpendicular forma angulo reto tambem em proje
c;:ao. Entao AD ea solu9ao (fig. 44). 

b) A ceviana de declividade 6D°k (ou 0,6), se chamarmos seu extrema 
de E, conduzira a aplicai;ao da formula da declividade: 
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cota A - cota E 
0,6 

Como E esta no lado BC sua cota e tambem 1 cm. 
Entao: 

2,5 - 1 
0,6 donde A 1 E 1 = 

1,5 

0,6 2,5 cm 

Graficamente, basta-nos centrar o compasso em A1 e com raio de 2,5 cm 
cortar o lado B 1 C 1 . Haveria uma segunda solw;:ao no outro ponto em que o 
raio interceptasse B 1 C1 • A dire9ao da ceviana pedida e A1 E1 . 

ESCALA I /200 
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c) A verdadeira grandeza da ceviana nao permite usar uma vista em v.g., 
uma vez que nao sabemos sua dire<;:ao. 

Sabemos, entretanto, que na vista em v.g. terlamos um triangulo retan
gulo do qual conhecemos um cateto (diferenc;a de cota, 1,5 cm) ea hipotenu
sa (verdadeira grandeza 3,5 cm). Podernos construir um triangulo igual a parte 
da proje9ao (fig. 45) e determinar o tamanho do outro cateto. Chamando de 
AF a ceviana pedida, tal cateto e o comprimento de Ai Fi. Centrando o com
passo em A 1 , determinamos com rai0 Ai F 1 o ponto Fi em B 1 C 1 • A direc;ao 
da ceviana pedida e Ai F 1 • 

1.11.9 - No s61ido da figura 31 (repetido na 46}, identificar a posi<;:cio 
de cada uma de suas faces planas, deter mi nan do sua direc;;ao e incl ina<;:ao . 

RESOLUCAO 

a) Face de cota constante. 
56 existe uma no s61ido: sua base no piano rr 1, cujos vertices sao aque

les de cota 0 (DGFA). Ja sabemos que nao tern direvao definida ea inclina
c;ao e nula. 

b) Faces em vista basica. 
Te mos tres: ADC, EFG e BEG DC. Como se reduzem a uma reta em rr 1 , 

suas direc;oes respectivas sao A1 D1 I F1 Gi e Gi o;. A inclinac;ao e de 90°. 
c) Faces em piano inclinado. 
Temos tambem tres: ABC, ABF e BEF. As direc;Oes sao as de suas retas 

de co ta constante. Entao a d irec;:ao de AB F e A 1 F 1 (AF tern cota constante 
0) ea direc;;ao de BEF e B 1 E 1 (BE tern cota constante 2 cm). Mas ABC nao 
tern nenhum de seus lados de cota constante: Entretanto, quern percorre a 
aresta AB encontra, a meio caminho entre A.(cota 0) e B (cota 2 cm), o pon
to H de cota 1 cm (fig. 47). Unindo Ca H obtemos uma reta de cota constan-

. te ( 1 cm) na face ABC. Entao C 1 H1 ea direc;;ao de ABC. 
Para determinar a inclinac;:ao temos de achar uma reta de maxima incli

nac;:ao de cada face. Sabemos que e sempre perpendicular a reta de cota cons
tante da face. Para BEF o pr6prio lado EF e reta de maxima inclinai;:ao, ja 
que e perpendicular a 8 E (de cota constante). Tomando uma vista em v.g. de 
E F (fig. 4 7 - pagina seguinte) sua incl inac;:ao sera a med id a do angulo 3 , que 
ea pr6pria incl inac;:ao da face BE F. 

Na face ABF, Bl e uma reta de maxima inclina9ao ,.-- {fig. 48). A sua vis
ta em v.g. determina a inclinac;:ao µ da face. Em ABC tiramos a reta B.J de ma
xima declividade e determinamos·a inclinac;;ao v dessa face na projec;;ao em rr4 , 

vista em v.g. de BJ. 

1.11.10 - A figura 49 ea planta do telhado de uma casa {cotas em metros). A 
declividade da face que desce para o bordo AB e 600/o. 

Determinar: 

30 



C1lll 8 1(2) E,C2J 
0

1 
(Ol<>---..11r----.. G

1
<0l 

Fj (0) 

e e 
N 

t:' 
c:-

C 1(1) B, E, 

G, 

F2 F, 

a) A cota da cumeeira, E F, em metros. 
b) A declividade da face que desce para o bordo CD 
c) A area rea I de cad a u ma das faces. 

RESOLUCAO 

a) A reta AE e de maxima declividade da face do telhado, pois e per
pendicular a AB, de cota constante. 

Tomemos uma vista em v.g. de AE, passando 1T 1 n 2 paralela a A 1 E 1 
(fig. 50). Ap6s marcar A2 pela cota (cada mm representa 500 mm = 0,5 m) 
podemos construir um triangulo retangulo de cateto horizontal medindo 
10 mm e o vertical 6 mm (com isso a tangente de seu dngulo sera 0,6, valor 
dado para a declividade). A hipotenusa sera a dire~ao de A2 E2 , e nela o ponto 
E2 estara determinado na linha de cham;;ida de E 1 . Medindo sua altura acima 
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de 71'1 71'2 em mm e multiplicando essa medida por 0,5 teremos a cota de E (e 
de F) em metros (9 m). 

b) Com a cota da cumeeira podemos aplicar a EC, reta de maxima decli
vidade da outra face do telhado, a formula da declividade: 

dEc cota E - cota C 
E1 C1 

dEC = 9 - 2,5 
15 

6,5 = 0,43 = 43% 
15 

Tambem poderfamos achar essa declividade atraves do angulo de incli-
na9ao medido em rr2 (fig. 51 ). -

c) Para a area das faces poderi'amos tomar uma vista em v.g. do piano. 
Na figura 51 ja temos as faces em vista basica. lsolando a primeira face (fig. 
52), poderlamos projetar em rr2 os vertices G e H, que logicamente estarao si
tuados na reta (mica (A2 E2 ) a que se reduziu a face em rr2 . Passando a consi
derar rr2 como proje9ao principal, tomamos 1T2 7T3 paralela a A 2 E2 e consegui
mos A 3 tal que de A 3 a 1T2 n 3 haja a mesma distancia que de A 1 a rr 1 1T2 • Da 
mesma fo~ma achamos os demais pontos em 7T 3 , obtendo a verdade ira grande
za da face. 

Resta lembrar que a area obtida deve ser multiplicada por 250.000, pois 
os lados estando reduzidos 500 vezes na figura, a area o estara 500 x 500. 

Com o mesmo proced imento acharlamos a area da outra face. 

1.12. EXERCICIOS PROPOSTOS 

1. 12.1. Representar o s61ido dado no sistema mongeano (fig. 53) atra
ves de uma Cmica proje<;ao cotada. 
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RECOMENDA~AO 

E
1
(-600) 

0 
J, 

o, (-300) 
0 

t, 

ESCALA I I 100.000 

Praticar o mesmo tipo de exerclcio com as diversas pe9as representadas 
nos varios sistemas de representac;;ao do volume 1 da GEOMETRIA GRAFl
CA TRIOIMENSIONAL. 

1.12.2. - Em um campo petrollfero representado na planta (fig. 54} as 
cotas estao em metros. Cinco po9os foram abertos nos pontos A, B, C, D e E. 
As profundidades respectivas desses po9os sao 1.200 m, 600 m, 500 m, 200 m 
e 150 m. Deterrr. ina r as cotas dos fundos d esses po9os (po ntos F, G, H, I e J) 
e uma proje9~fo secundaria de todos os pontos da planta. 

1.12.3. - No s61 ido da figura 53, repetido na figura 55, identificar a po
si9ao de cada u ma de suas arestas, determ inando sua verdadeira grandeza e in
c!i nac;:ao. 
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RECOMENDA<;AO 

Praticar este mesmo exerclcio em outros s61idos. 

1.12.4. - Numa mina temos a rede de ga.Jerias mostrada na planta (fig. 
56), com as cotas em metros. Os pontos A e B sao entradas da mina e Ceo 
fundo de um poc;o de 80 m de profundidade. Para extrair minerio no ponto 
D, determinar o comprimento total de cada percurso posslvel, incluindo a ex
tra<;:ao pelo poc;o vertical em C. Determinar ainda a declividade do segmento 
de galeria de maior angulo de inclinac;ao. 

1.12.5. - Uma antena vertical em A, ·na figura 57 (cota em metros) de
ve ser equilibrada por tres cabos, partindo para B, Ce D (este ultimo a deter
minar). 

Sabe-se que os tres cabos partem da antena no mesmo ponto e tern a 
mesma inclinac;ao. 0 comprimento de AB e 50m. 

Oeterminar a cota de C e a projec;ao D 1 , sabendo-se que deve estar na 
margem da estrada m, de cota constante. 

1.12.6. - Uma bateria anti-aerea em C (fig. 58} dispara contra um aviao 
que se desloca de A para B. Sabendo-se que atira corn inclinac;ao de 40°, em 
que dire9oes pode atingir o aviao e em que pontos da sua trajet6ria este pode 
ser acertado? 

1.12.7. - Na planta da figura 59 as cotas estao em metros: Um cano de 
descarga vertical CD precisa ser desviado usando um joelho de 450 e um cano 
de 2 m de comprimento para a tubulac;ao de esgoto AB. Determinar a proje
c;ao desse cano. 
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1.12.8. - Na planta da figura 60 as cotas estao em metros. Uma rede 
eletrica deve ser estendida do ponto A ao ponto E. Os outros pontos sao ele
vac;Oes onde podem ser loca lizadas torres. 

Desprezando as curvaturas dos fios, determinar os comprimentos das 
diferentes redes eletricas poss(veis. 

1.12.9. - No s61ido da figura 53, repetido na f igura 61, identificar a 
posi<;:ao de cada uma de suas faces planas, determinando sua dir.e<;:ao, inclina
<;:ao e verdadeira grandeza. 

RECOMENDACAO 

Prati car esse ex ere lcio em outros s61idos representados no volume 1. 
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1.12.10. - 0 paralelogramo ABCD da f igura 62 esta em planta, repre-
sentando uma rampa. 

Determinar: 
a) A declividade dessa rampa. 
b) Oual o menor caminho em zigue-zague, de declividade constante, en

tre aqueles que partem de B nas d irec;oes de E, F, H e I, capaz de su
bir a rampa arrastando um objeto, se a fon;:a propulsora nao agUenta 
uma declividade superior a 20% 

A 1(3) 

o-----------~ s1131 

ESCALA 1/500 
ESCALA I /50 

1.12.11. - A figura 63 ea planta do telhado de uma casa (cotas em me
tros). Determinar a declividade de cad a face e o numero de telhas que foram 
necessarias para completa-lo, sabendo-se que cad a metro quadrado ex ige 26 
telhas. 

1.12.12. - A figura 64 e a µlanta de uma calha prismatica (cotas em 
metros). 
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Determinar quantos m2 de chapa metalica foram necessarios para sua 
confec9ao. 

2. PERTINENCIA 

2. 1. Ponto Pertencente a Reta 

Para reconhecer se um ponto dado pertence a uma reta definida em 
~pura podemos usar apenas 1T1 . 

Nos casos de retas de cota constante e de retas bfJsicas, como AB e CD 
(fig. 65) o reconhecimento e imediato. Em AB qualquer de seus pontos s6 po
dera ter cota de 3 cm. Entao E e F pertencem a AB, mas G nao pertence. Para 
CD o reconhecimento da pertinencia e ainda mais facil, pois somente pontos 
superpostos a C1 e 0 1 , na projec;:ao, podem pertence a essa reta. 

Para uma reta inclinada teremos de -fazer uma verificac;:ao grafica para 
estabelecer-lhe a pertinencia de um ponto dado. 

Suponhamos a reta AB da figura 66. 
0 ponto C pertence a AB? 
Se a cota de C estivesse fora do intervalo entre as cotas de A e B pode

rlamos imediatamente negar a pertinencia. De fato, quern percorre AB no 
sentido de 8 para A deve subir da cota 0 para a cota 3. Entao ha possibilidade 
de passar em C com a cota 2, 5 cm. 

Utilizando qualquer vista secundaria (nao precisa ser a vista em v.g. de 
AB) notarlamos logo que C2 nao pertence a A2 8 2 (fig. 67), o que nega a 
pertinencia de C a AB. Em nenhuma proje9ao um ponto de uma reta pode 
cair fora de la. 

E se C2 pertencesse a A2 8 2 ? Poder(amos garantir que C pertenceria a 
AB? 

Ha uma posic;;ao de 7T 1 rr2 que nao daria essa garantia. Vejam a figura 

BiC3l 
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68, onde tomamos 1T 1 1T2 perpendicular a A 1 8 1 , mesma reta das figuras ante
riores. Nessa posic;ao da linha de terra C2 pertence a A 2 8 2 , mas isso decorre 
de que A, 8 e C tern a mesma linha de chamada. Ja sabemos que C nao per
tence a AB. Por consegu inte, nunca deveremos tomar 1T 1 1i2 perpendicular a 
A 1 B 1 para teste de pertinencia. 

2.2. Graduacao de uma Reta - lntervalo 

D izlamos, na primeira frase do (tern 2.1, que s6 precisamos de rr 1 para 
reconhecer se um ponto pertence a uma reta. 

Varnes mostrar agora como isso pode ser consegu ido para urn a reta in
cl inada. Voltando a reta AB (fig. 69) tomemos sua vista em v.g. (A 2 8 2 ). 

Ouerendo determinar sobre ela os pontos de cota 2 cm e 1 cm, bastar-nos-ia 
passar paralelas a rr 1 rr2 com essas distancias e determinar 0 2 e E2 . Linhas de 
ch am ad as estabeleceriam D 1 e E 1 em rr 1 . 

0 que voces observam comparando A 1 0 1 com 0 1 E1 e E1 8 1 ? Nao 
acham iguais esses segmentos? 

Na figura 70 destacamos os triangulos retangulos A 2 0 2 X, 0 2 E2 Ye 
E2 8 2 Z. Notaram que sao congruentes? Todos tern um angulo agudo iguai 
( ex le o cateto oposto igual ( 1 cm) . Entao os seus catetos paralelos a n 1 rr2 

tambem sao iguais (XD 2 = YE 2 = ZB 2 ). Como XD 2 = A 1 0 1 YE 2 = 0 1 E 1 e 
ZB 2 = E 1 8 1 , esta demonstrada a igualdade dos segmentos na projec;;ao prin
cipal. 

Essa d istancia constarite, em n 1 , entre as pontos de cotas i nte iras con
secutivas e denomin.ada I NTE RV ALO da reta. 

Em cad a triangulo retangulo destacado na figura 70 temos que: 

1cm 
INTERVALOAB 
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Assim, desde que o intervalo seja medido na mesma unidade das cotas, a 
declividade de uma reta e 0 inverso do seu intervalo. Quanta maior 0 angulo 
de inclina9ao, menor o intervalo de uma reta. Uma reta bfisica tern intervalo 
nulo e uma reta constante e de intervalo infinito. E poss(vel conseguir uma re
ta qualquer que seja o intervalo dado. 

Marcar sabre a proje9ao principal os pontos de cota inteira consecutivos 
ea operar;ao ch am ad a de GRAD UAR UMA RETA. 

Normalmente, nos livros do sistema de projec;;ao cotada, as retas sao da
das ja graduadas, ou, como tambem se usa dizer, COM SUA ESCALA OF. DE
CLl VE DADA. 

Conhecidos os pontos de cota inteira consecutivos da reta, fie a H~cil lo
calizar qualquer um de seus pontos s6 com o piano rr 1 . 

Vamos supor o ponto C da figura 66, repetido na figura 71. 
Como esta no intervalo entre D e E, podemos interpolar a sua cota, sub

divid ir o tal segmento em 10 partes, para leitu ra dos decimos de centimetre. 
Como C 1 fie a a 6 dl§cimos de E 1 , sua cota deveria ser 1,6 cm, se pertencesse a 
AB. 

Terlamos descoberto a nao pertinencia de C a reta AB sem precisar de 
projec;;ao secundaria, pois a cota dada para esse ponto foi 2,5 cm. 

Com a reta graduada, podemos ex trapolar pontos fora do segmento AB, 
prolongando-o nos dais sentidos para obter qualquer ponto da sua reta supor
te. 

2.3. Trac;o de uma Reta 

O ponto em que uma reta atravessa um piano e denominado "trac;o" 
dessa reta no piano. 

Ouando nao e citado o piano, fica convencionado que o TRACO DE 
UMA RETA diz respeito ao piano n 1 . Como todos os pontos de 7T 1 tern cota 

39 



nula, podemos dizer que o TRACO DE UMA RETA e o seu ponto de cota ze
ro. 

Observemos que uma reta de cota constante nao tern tra<;o, ou, conside
rada ·outra forma de dizer, tern trac;o infinitamente afastado. Ja uma reta basi
ca tern coma trac;o sua pr6pria projec;:ao. 

2.4. Retas Concorrentes, Paralelas e Reversas 

Ouando duas retas tern um ponto em comum sao chamadas CON CO R
R EN TES. 

Tomando-se qualquer face plana do s61ido, do is dos seus I ados adjacen
tes sao sempre retas concorrentes no vertice comum aos dois. Mesmo dois la
dos nao adjacentes dessa face, se nao forem paralelos, poderao ter suas retas 
suportes prolongadas ate o encontro em um mesmo ponto. D uas d iagonais 
dessa face tambem serao concorrentes ( ressalvando sempre ah ip6tese do para
lelismo). Generalizando, todas as retas de um mesmo piano sao concorrentes 
ou paralelas. 

No caso de retas em faces distintas, a ind a pode ocorrer concorrencia ou 
paralelismo entre elas. 

Na figura 72, as arestas AB e CD sao paralelas mas nao estao na mesma 
face. Sempre que for possi'vel passar um piano contendo as duas retas (como e 
o caso do piano ABDC} teremos retas, ate mesmo fora das faces do s61 ido, 
mas concorrentes ou paralelas. E o caso das diagonais AD e BC do s6lido, que 
concorrem no ponto E. 

Um par de arestas como AB e FG nunca podera ficar contido em um 
mesmo piano. Par mais que tais arestas sejam prolong ad as, jamais se encontra
rao. Sao retas REVERSAS. Nao sao pa ralelas mas nao tern po_nto em comum. 

Em epura, como reconhecer ~e du as retas, independentes de faces, sao 
concorrentes, paralelas ou reversas? 
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Se suas proje<;5es nao sao paralelas, coma AB e CD na figura 73, fica lo
go afastada a h ip6tese do paralel ismo entre elas. 

Para verif icar a concorrencia bast a-nos graduar as du as retas. Como ad i
feren<;a de cota entre A e 8 e 3 cm, ha tres intervalos nesse segmento. D ivi
dindo-o em tres partes iguais podemos notar que o cruzamento das du as retas, 
em AB, tern cota aproximada de 3,6 cm. Para CD, ha quatro intervalos entre 
C e D. D ividido em 4 partes iguais, permite a localizac;:ao do cruzamento com 
AB a uma cota aproximada de 1,8 cm. Nao e posslvel haver concorrencia en
tre AB e CD, uma vez que o (mico ponto que poderia pertencer as duas retas 
tern cota 3,6 cm numa deJas e 1,8 cm na outra. 

Assim, as retas da figura 73 sao reversas. 
Se preferi'ssemos usar uma projec;:ao secundaria para essa mesma consta

ta<;ao poderlamos tomar qualquer linha de terra (desde que nao perpendicular 
a Ai B 1 nem a Ci Di) e conseguir a nova vista das duas retas. Levantando a li
nha de chamada do ponto de cruzamento de Ai Bi com C 1 D 1 , verr'amos que 
cada urn a das du as retas estaria em altura diferente da linha de terra. 

Por qualquer dos dais procedimentos, se ocorresse mesma cota para as 
du as retas no ponto de cruzamento- das projec;:oes elas seriam fatalmente con
correntes. 

E se as proje<;:oes sao paralelas? 
·A figura 74 mostra A 1 8 1 paralela a C 1 D 1 . Tais retas nunca poderao ser 

co nco rrentes, mas pod em ser paralelas ou reversas. 
Se forem paralelas, em qualquer projecao ortogonal serao paralelas. 
Tomando uma vista em v.g. das duas retas (fig . 75) notamosqueA 2 B2 

nao e paralela a C2 0 2 . Entao as retas sao reversas. 
Nao e indispensavel usar projecao secundaria. 
Retas paralelas devem ter a mesma inclinac;:ao, declividade e intervalo. 

Na projecao pr inc ip al terf a mos determ in ados os i nterv alos de AB e CD, com
provando sua d esigualdade e conseque nte falta d e paralelismo entre as retas. 
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Atentem para um detalhe importante: nao e s6 o paralelismo em r. 1 ea 
igualdade dos intervalos que ga.rante serem as retas paralelas. Se assim fosse, 
as retas EF e GH seriam paralelas (fig. 76). Apesar de terem o mesmo interva
lo ELAS DESCEM EM SENTI DOS CONTRARIOS: a primeira desce de E pa
ra F ea segunda de H para G. Experimentem tomar a vista em v.g . dessas retas 
e notarao que as mesmas nao sao paralelas. 

2.5. Retas Coplanares 

As retas concorrentes e paralelas sao reunidas em um s6 grupo, denomi
nado de RETAS COPLANARES, uma vez que sempre sera posslvel passar 
um piano que as contenha. Retas REVERSAS nao podem estar em um mes
mo piano, coma ja fizemos notar no Item anterior. 

2.6. Ponto Pertencente a Plano 

Reconhecer se um ponto em epura pertence a um piano dado e imedia
to quando esse piano e de cota constante ou esta em vista basica. 

Na figura 77, o triangulo ABC tern cota constante e DEF esta em vista 
basica. 0 ponto G nao esta no piano ABC, pois todos os seus pontos tern co
ta 2 cm. Ja o ponto H pertence a esse piano, mesmo que.nao esteja no interior 
do triangulo ABC, desde que, geometricamente, o piano se estende indefinida
mente em todas as d ire<;.:oes. Para pertencer ao piano DEF qualquer ponto tern 
que se projetar na reta 0 1 E 1 F 1 , coma J. Ate o ponto H pertence a DEF, pois 
esta no prolongamento de D 1 E 1 F 1 . 

No caso de um piano inclinado, sempre podemos tomar uma vista basi
ca do mesmo. ~ualquer ponto Que se projete pertencendo a essa projecao 
(que se re~uz a uma reta coma sabemos) e um ponto pertencente a esse pla~o. 

Na f1gura 78, podemos concluir que o ponto D nao pertence ao piano 
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ABC, ap6s termos tornado 7T 1 rr 2 perpendicular a B 1 C 1 (I ado de cot a constan
te de ABC) e obtido A 2 8 2 C2 , reta essa q ue nao contem 0 2 . Na mesma e-pura 
podemos determinar a cota de qualquer ponto para pertencer a ABC. Assim, 
para E pertencer ao piano ABC sua cota sera negativa, porque a linha de cha
mada de E 1 encontra o prolongamento de A 2 8 2 em E2 , abaixo de n 1 7T2 . A 
distancia de E2 a linha de terra da a sua medida. 

A pertinencia de ponto a piano pode ser mais demorada de se verificar 
se a direc;-:ao do piano nao for logo reconhecida. Se precisamos da vista bf:isica 
e a obten~ao desta e conseguida atraves de uma reta de cota constante do pia
no, como fazer se nao forem dados do is pontos de mesma cota (figura 79)? 

Ja sabemos obter em uma reta pontos de qualquer cota. Se acharmos 
em BC o ponto de mesma cota de A, ter(amos a direc;:ao de ABC. 

E ntre B e C ha 2 ,5 intervalos. Como div id ir um segmento em 2,5 partes 
iguais? Basta dividi'-lo em 5 partes iguais para ter cada uma com meio interva
lo. 

E o que rr.ostramos na figura 80, obtendo os pontos De E que graduam 
a reta BC. Ligando A e D, temos direc;:ao do piano ABC. A partir dessa reta, 
poderemos to mar a vista basica do piano. 

2.7. Graduac;ao de um Plano - lntervalo 

A graduac;:ao de uma reta consiste em determinar sobre ela seus pontos 
de cota inteira consecutivos. GRADUAR UM PLANO significa determinar 
suas retas de cota constante e inteira, tambem consecut ivas_ 

Voltando a ABC da figura 80, como ja mostramos que sao paralelas as 
retas de cota constante de um p lano, se passarmos para le las a A 1 D 1 pelos 
pontos E 1 e C 1 , teremos GRADUADO o piano ABC, com a obtenc;;ao das re · 
tas de cota 2 cm e 0 cm (figura 81 )_ 
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A distancia (constante) entre essas retas no piano 7T 1 e chamada de IN
TERVALO DO PLANO. Observemosque·o intervalo de um piano e o mesmo 
intervalo de suas retas de maxima i'nclina<;:ao, pois estas sao perpendiculares as 
retas de cota constante e o seu intervalo mede exatamente a distancia entre 
tais retas. 

Portanto, tambem para o piano e valida a propriedade de que a med id a 
do intervalo, na mesma unidade das cotas, e o inverse da declividade. Entao, 
comparando dois pianos inclinados, o de menor intervalo e o que mais se 
aproxima do piano basico, que tern intervalo nulo. Um piano de cota constan
te tern intervalo infinito. 

A gradua9ao do piano permite a op9ao de resolver a pertinencia de qual
quer ponto par interpola<;;ao em uma reta de maxima declividade. 

A figura 82 exemplifica um piano ja graduado pelas retas de cota cons
tante m, n e p. Para saber a cota de um ponto A desse piano basta passar por 
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Ai uma reta perpendicular a direc;ao do piano. Para ser uma reta de maxima 
inclinac;ao do piano seus pontos de cruzamento com m, n e p devem ter as co
tas dessas retas. 0 ponto A tern entao uma cota entre 2 cm e 3 cm. Oividindo 
o segmento em 10 partes, obterlamos a cota de 2,4 cm para A. 

A reta de maxima declividade, graduada, determina o piano em epura, 
pois permite obter a graduac;ao desse piano simplesmente tirando perpendi
culares por seus pontos de cota inteira. 

Os livros no SISTEMA COT ADO usam a representa<;:ao da reta de maxi
ma declividade por dois tr~os paralelos pr6ximos, como na figura 83. Numa 
de suas extrem id ad es e colocada uma letra grega Que da a notac;;ao ao piano. 0 
piano a esta dado em epura pela sua ESCALA DE DECLI VE, expressao utili
zada para essa form a de determinac;:ao do piano. 

2.8. Trac;o de um Plano 

A intersec;;ao de um piano a com um outro piano 8 e denominada de 
TRAC,:O de aem ;3. 

Quando falamos ~;rnplesmente em tra~o de um piano estamos nos refe
rindo ao seu trac;;o em 1 • E apenas sua reta de cota nu la. Para um pl ano a seu 
trac;:o sera desigr:iado 7T 1. 

0 trac;:o de um iano basico contem a projec;ao de qualquer ponto desse 
piano. Para um piano de cota constante o trac;:o estara indefinidamente afasta
do; para todos OS efeitos praticos nao havera trac;o para tal piano. 

2.9. Reta Pertencente c Plano 

Se uma reta possuir do is pontos pertencentes a um piano, toda ela per
tencera a esse piano. 

De fato, se uma reta estiver fora de um piano s6 podera atravessa-lo em 
um u nico ponto. Para ter do is pontos no piano tera de ter os demais perten
centes ao piano. 

Entao a pertinencia de reta a piano se reduz a uma verificac;:ao dupla de 
pertinencia de ponto a piano. 

Mas ha uma forma mais rapida de testar se uma reta pertence a um pia
no. Como este e definido geralmente por retas, e como todas as retas de um 
piano sao concorrentes ou paralelas entre si, e-nos suficiente verificar sea re
ta dad a concorre com duas das retas j a deterrninadas no piano. 

Se o piano ja esta graduado, por exemplo (figura 84), podemos verificar 
logo se a reta AB pertence ao piano mn. Para isso o seu cruzamento com m 
devera ter cota 2 cm e com n cota 1 cm. Como AB tern quatro intervalos, di
vid indo-o em quatro partes iguais teremos sua escala de declive, que mostra 
nao haver pertinencia entre a reta e 0 piano dados. 

Nao sendo dado ja graduado, e sempre possr'vel e rapido obter a gradua
c;;ao do piano e proceder da mesma maneira. 
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2. 10. Exercicios Resolvidos 

2.10. 1. Na figura 85, determinar: 
a) A cota· de C para pertencer a reta AB; 
b) A proje<;:ao de um ponto D da reta AB com cota 2,5 cm. 

RESOLUCAO 

Poderi'amos graduar AB para resolver o problem a s6 com n 1 . Particular
mente nesse caso, as cotas fracionadas de A e B dificultam essa graduat;:ao. E 
bem mais facil usar uma proje<;:ao secundaria (fig. 86). 

Embora nao seja imprescindi'vel ao problema, tomamos n 1 rr 2 parale!a 
a A 1 B1 . A projec;;ao em n 2 reso Iver a os do is (tens: 

a) A linha de chamada de C1 determina C2 em A 2 B2 . A distancia de 
C2 a n 1 1T2 , em centlmetros, sera a cota de C. 

b) Passando uma paralela a 1T 1 1T 2 d istante desta 2,5 cm, achamos 0 2 em 
A2 B2 . Baixando de 0 2 a linha de chamada, estara determinado 0 1 em A 1 8 1 . 

2.10.2 - Duas galerias de mina sao abertas em A e B (fig. 87). A primei
ra encontra um lenc:;ol d'agua subterranea no ponto C, quando estava com 
100m de comprimento. A segunda desce com declividade de 500/o Determinar: 

a) Oual a cota do len~ol d'agua. 
b} Em que ponto D a galeria B encontra agua. 
c) Se o lenc;;ol for re.baix.ado e as galerias continuarem, se ocorrera um 

encontro e ntre el as. 

RESOLU<;AO 

a) Uma vista em v.g. de AC (fig. 88) devera encaixar os 100m da galeriu 
(50mm) entre A 2 ea linha de chamada de C 1 . 
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Centrando compasso em A 2 e com raio de 50mm determinamos C2 nes
sa linha de chamada. A cota de C sera de 15mm negatives, que corresponde a 
30m na realidade. 

b) 0 intervalo da galeria BO e o inverso da declividade, se medido em 
metros. Sendo esta de 5c:.r/o, ou 50/100, o intervalo sera 100/50 = 2 m. 

~,c1,2> 
~I 
A1C3,5J 

A1(30) 

/~ 
/ / 

/ / 
/./ 
// 

// 
// 

// 
// 

/~/ 
/ c, 

------====:::----===--~,(25) 
ESCALA I I 2 000 - -....1i;j 

A cota de De a mesma de C (-30m). Entre Be D a diferenca de cota se
ra 55m, 0 que significa que havera 55 intervalos entre B 1 e D l · Logo, B 1 01 = 

55 x 2 = 110 m. 
No desenho tal distancia equivale a 55mm, que permite localizar D (fig. 

89). 
c) Prolongando AC ate cruzar com BD e facil perceber; mesmo sem 

qualquer operac;:ao, que BD passa por cima de AC. Observandoque no ponto 
C a galeria de Aja atingiu uma cota a que a outra s6 chega em D, e ciaro que 
descendo mais ainda no seu prolongamento alem de C, vai atravessar a proje-
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8,(3,2) 

.;:ao de BO em um ponto ainda mais baixo, quando essa reta nem sequer des
ceu a cota de D. 

2.10.3. - Graduar os tres I ados do triangulo ABC e determinar: (fig.90) 
a) Em AB, o ponto de cota 2,8 cm; 
b) Na reta AC, o ponto de cota 2,5 cm; 
c) Em BC, a cota do ponto que esta a 2cm de B; 
d) 0 trac;;o do piano ABC. 

RESOLU<;AO 

Os pontos de cota inteira podem ser geterminados sempre atraves de 
uma vista secundaria, o que e particularmente indicado quando as cotas dos 
pontos dados sao numeros fracionarios. Mas vamos mostrar que a opera<;:ao e 
sempre possi'vel par divisao de segmento. 

Entre A e C ha 1,5 intervalos, ja que e essa a diferen~a de cota. Pode
mos dividir A 1 C 1 em meios intervalos, efetuando sua divisao gratica em 3 par
tes iguais (fig. 91). 

Entre A e B ha 1,2 intervalos. Se a segmento A 1 8 1 for div id ido em 6 
partes iguciis teremos os pontos de AB de 2 em 2 decimos de cenHmetro, o 
que localiza, entre outros, o ponto de cota 3, consecutive de A (que tern cota 
2) na escala de declive de AB. 

Para BC ha 2,7 cm de diferenca de cota entre B e C. Esse numero e mul
tiple de 0,3, mas nao adiantara achar os pontos de uma reta de tres em tres 
decimos de cota, pois nao terlamos os pontos de cota inteira consecutivos. 
Par outro lado, dividir 8 1 C 1 em 27 partes iguais para acharmos os decimos de 
intervalo levaria a uma imprecisao acentuada, pelo reduzido comprimento de 
cada parte. A figura 91 mostra uma opera9ao mais pratica: dividir 8 1 C 1 em 
partes proporcionais. Marcando nu ma reta auxiliar, tirada de C 1 , um segmen-
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to de 2,7 cm, ligamos seu extremo a 8 1 , tirando paralelas pelos pontos desta 
reta distantes 0,5 cm, 1,5 .cm e 2,5 cm de C1 (essas sao as diferenc;:as de cota 
em relac;ao a C dos pontos de cota 1, 2 e 3). F ica entao graduada a reta BC. 

Notem que os artiffcios matematicos para proceder a divisao sistematica 
da projec;ao de. um segmento, coma opera<;ao para gradua-lo, termina acarre
tando um desgaste mental que poderia ser evitado com a opc;:ao de uso da pro
jec;ao secundaria. Separando reta par reta numa epura que envolve varias delas 
para graduar e claro que ha uma grande sobrecarga grafica do desenho ao se
rem usadas. projec;oes secundarias, mas devemos lembrar que e posslvel usar 
uma Cmica linha de terra para graduar todas elas. 

E o que mostra a figura 92, onde usamos 7T 1 7T2 (cu id ado para nao tomar 
essa linha perpendicular a um dos I ados de A 1 8 1 C 1 ) para determinar apenas 
as pontos de cota inteira dos tres I ados de ABC. 

Vejamos entao cada Item proposto. (fig. 93). 
a) O ponto de cota 2,8 ja foi determinado na graduai;ao de AB (ponto 

D); (fig. 91) 
b) Acrescentando meio intervalo no prolonµamento de AC, achamos 

o ponto E, de cota 2,5 cm; 
c) Como este (tern cita um comprimento real, deve ser resolvido numa 

vista em v.g. de BC. Tomando F 2 a 2 cm de 8 2 , baixamos desse ponto a linha 
de chamada que determinou F 1 ea cota que foi medida de F1 a 1T 1 1T2 • 

Se a graduac;ao das retas tivesse sido feita atraves de proje9ao secundaria 
(coma mostra a figura 92), poderlamos ter logo escolhido a mesma linha de 
terra para as duas operac;oes; 

d) 0 trac;o do piano ABC e a sua reta de cota 0 cm. 
Achando em duas das retas o ponto de cota nula teremos tal trac;o de

term inado. O trac;o de AC sera consegu ido se marcarmos me io intervalo no 
prolongamento alem de C1 . 0 mesmo faremos para achar o trac;o de BC. 
Unindo os do is trac;;os de reta obteremos a 1T 1 (chamamos de a o piano ABC) 
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2.10.4. - Em cad a cruzamento do conjunto de tubulac;oes da figura 94, 
estabelecer qual a que passa por cima da outra, completando os seus contor
nos. 

As cotas estao em cent( metros. 
Verificar ainda se ha algum par de tubula<;:oes paralelas. 

RESOLUCAO 

A graduac;:ao de cada segmento de tubulac;ao levaria a uma saturac;ao 
grafica da planta. Outra vantagem de usarmos projec;ao secundaria e exata
mente esta: podemos desv iar de uma plant a, normalmente j a sobrecarregada 
de linhas convencionais no desenho tecnico, as operac;:oes graticas ex igidas 
para a soluc;ao de um problema coma este que esta proposto. 

Tomando uma linha de terra que nao seja perpendicular a nenhuma tu
bulac;ao, em planta, podemos projetar em rr2 apenas o eixo de cad~ ca no. De 
cada ponto de cruzamento, a linha de chamada determina na projec;ao secun
daria qual das tubulac;oes possui maior cota nesse ponto (figura 95) o que nos 
permite completar na planta o contorno dessa tubulac;ao. Tambem em rr2 re
conhecemos duas tubulac;oes que sao paralelas, par terem seus eixos paralelos 
nas duas proje96es. 

2.10.5. - As retas men (fig. 96) sao coplanares e-a inclina<;:ao den me
de 45°, com suas cotas decrescendo da esquerda para a direita. Determinar· 

a) Se um a reta pQssand-o por A, paralela am, e concorrente com n. . 
b) A dire9ao ea inclina9ao do piano a determinado pelas retas m ~ n. 

RESO LU<;AO 

A reta m, ja graduada, tern cota 2,6 cm na intersec;:ao com n (fig. 9l). 
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"r 
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Vejamos cada um dos seus do is (tens: 
a) A reta p paralela am tern projec;:ao p 1 paralela a m1 e o mesmo inter

valo, decrescendo suas cotas no mesmo sentido. 
Como a cota de A e fracionaria, devemos marcar meio intervalo de A 1 

para obter o ponto de cota 2 cm, e dal em d iante graduar p com intervalos in
te iros. 

No cruzamento com n essa reta p tern cota 0,7 cm. 
Par~ saber a cota de n nesse ponto, o mais rapido e tomar sua vista em 

v.Q., que mostra sua inclinac;:ao dada, descendo do ponto de cota 2;6 cm onde 
concorre com m. A linha de chamada do ponto de cruzamento comp estabe
lece a cota de n nesse ponto, que e diferente de 0,7. Entao p e n'sao retas re
versas. 

b) A projec;ao de n em rr2 perm ite achar qualquer de seus pontos de co
ta inteira, coma ode cota 1, par exemplo (fig. 98). Se passarmos a reta q pe-
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los pontos de cota 1 em m e n, essa reta pertencera ao piano a por ser c:on
corrente com duas retas:desse olano. Mas sera uma reta de cota constante, e · 
assim q 1 darA a dire<;ao.de ci. -

Quanta a inclina<;ao desse piano, qualquer reta de maxima declividade 
pode ser projetada em v.g . (piano 11'3 ) e fornecer a medida desse angulo. 

2.10.6. - 0 piloto de um aviao no ponto Ada planta (fig. 99) ve o sol 
a 80° NE e sob inclina<;ao de 55°. No mesmo instante avista um navio super
posto ao reflexo do sol na superflcie do mar. 

Determinar em planta a posic;:ao desse navio. 

RESOLUCAO 

Da 6tica f(sica, sabemos que um raio luminoso incidente numa super
flcie se reflete formando o mesmo angulo com o piano refletor. Para todos os 
efeitos pr~ticos, os raios solares chegam paralelos ~ superflcie da terra. Sua di
re<;ao d 1 form a 80° com o norte, para o I ado do leste (figura 100). E ntao o 
raio refletido que atinge o aviao vem segundo a direc;:ao m 1 e com a mesma in
clinac;:ao de 55°. Uma vista em v.Q. de m permite tra9ar m 2 partindo de A2 e 
formando_ 55° com 11'1 7T2 • 0 trac;o de m (supondo 7T 1 o piano do mar) sera B, 
onde deve estar se refletindo o sol para o p iloto do av iao. E em 8 1 que deve 
estar o navio, na planta. 

N 

N 

ESCALA 1/10.000 

2.10. 7. - As retas m e n sao coplanares, o que tambem acontece com 
me p. (figura 101). Chamando mn de a e mp de S , determinar: 

a) A posi<;:ao do ponto A em rela<;:ao a a e 6 ; 
b) Oue cotas deveria ter o ponto 8 para pertencer a a e a 3. 
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RESOLU<;AO 

a) 0 piano a ja tern como direc;:ao n, desde que n e uma reta de cota 
constante ( 1 cm). Tomando uma vista basica de a(fig. 102) e projetando nela 
o ponto A, constatamos que A2 nao esta em Ct2. Vemos entao que A esta 
mais afastado de 7T 1 que o piano a 

Com refa€;:.ao a S, temos primeiro que achar dais pontos de mesma cota 
em me p. Graduando p (fig. 103), determinamos seu ponto de cota 4 cm, que 
fornece a direc;:ao q 1 do piano B. A vista basica de S permite concluir que o 
ponto A esta .fora desse piano. 

b) Na figura 102, a linha de chamada de B 1 determina 8 2 sabre ai, e 
conseql.ientemente a cota de B para pertencer a a Na figura 103, o mesmo e 
fe ito em re I ac;ao a .3 

2. 10.8. Um volume no ponto Ada planta {fig. 104) ~ arrastado em uma 
rampa plana par dois trabalhadores que o puxam por meio das cordas AB e 
AC, exercendo forc;:as respectivas de 50kg e 70 kg. Determinar: 

a) Em que direc;:ao o objeto se deslocara equal o seu peso, sea forc;:a de 
atrito ~ de 150 Kg. 

b) Seo trabalhador em B mantiver sua direc;ao e fon;:a, para que posic;:ao 
o outro deve se deslocar para obter um maxima rendimento do seu esfon;o? 

c) Para as dais trabalhadores arrastarem o objeto rampa abaixo com 
igual esfon;o, em que direc;:ao precisarao exercer uma forc;a m(nima e qual a 
med id a desse for9a. 

RESOLU<;AO 

a) Supondo as cordas AB e AC no piano inclinado, deveremos inicial
mente escolher uma escala para traduzir os vetores das forc;;as. Para cada 50 kg 
tomaremos 1 cm. 
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Esses vetores nao estao projetados em verdadeira grandeza, ja que seus 
suportes sao retas inclinadas AB e AC. Tomando vistas em v.g. dessas retas 
(fig. 105), marcaremos em A 2 8 2 um vetor f2 de m6dulo 1 cm (50kg) e em 
A 3 C3 um vetor f' 3 de 1,4 cm (70 kg). Linhas de chamada determinarao f 1 e 
f.~ - . 

Da ff sica, sabemos encontrar a resu ltante de duCJS fo n;as concorrentes, 
construindo o paralelogramo cuja diagonal e a composi<;:ao dos dois esfon;:os 
exercidos pelos trabalhadores ( r; na figura 106). 

Devemos lem9rar que tal paralelogramo esta no piano inclinado, e assim 
a resultante nao est a em v.g. na proje~ao principal. G raduando AC, determ ina
mos seu ponto que tern cota 5, o qual, ligado a B 1 , da a direc;:ao do piano 
ABC. Onde essa reta de cota constante atravessa a resultante obtemos seu 
ponto de cot a 5 ( ponto D). 
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Medindo esse vetor na escala oas rorc;:as ( 1 cm= 50Kg) obtemos 95Kg. E me-. 
nos que a for9a de atrito especificada ( 150Kg), e OS homens nao tirarao o vo
lume do lugar se nao tiverem uma ajuda extra. Como o objeto vai descer a 
rampa, o seu pr6prio peso ajudara os trabalhadores. 

A fig. 107 mostra em perspectiva que o peso p do objeto pode ser de
composto nas componentes c e c', nas dire<;:oes de maxima declive de ABC 
e perpendicular a esse piano, respectivamente. Somente c ajuda a deslocar o 
volume no piano ABC. Achando a resultante r' da composic;:ao de c e r, deve
remos chegar aos 150Kg da fon;a de atrito, e sera na direc;:ao de r' que o obje
to sera deslocado. 

A fig. 108 volta a epura. Tomando a reta AE de max imo declive, obte
mos atraves de 7Ts e 1T1 a vista em v.g. do piano ABC, onde s6 trac;:amos r7 e a 
reta A 7 E 7 • Construimos em 1T 1 o paralelogramo cuja diagonal r' 7 mede 3 cm 
( 150Kg) sendo um dos I ados r7 e tendo o outro lado a direc;:ao A 7 E7 , onde 
determinamos c7 . Na vista basica localizamos c5 , que fornece a med ida de p 5 , 

pois o peso e vertical e esta em v.g . no piano rr5 . Achamos entao 110Kg para 
valor desse peso. 0 ponto N de r', voltado a rr 1 , determina a direc;;ao d 1 , na 
planta, em que o objeto se desloca. 

Cabe apenas uma observa<;:ao final. Embora nao tenha sido dito explici
tamente no enunciado, fica evidente a condic;:ao de velocidade constante no 
deslocamento do objeto pelos trabalhadores, pois se houvesse acelera<;:ao o 
peso poderia ter qualquer valor acima de 110Kg. 

b) Se a dire<;:ao de r coincid~r com a de c havera um maxima rendimen
to para a resultante. A fig. 109 mostra, no piano rr 5 (vista em v.g. de c), que 
A 5 F 5 seria a diferenc;:a de c para a forc;:a de atrito. Como c5 m·ede 55Kg, a 
nova resultante praticamente nao mudou de valor, continuando com cerca de 
95Kg. Mas sua nova direc;:ao sera A 1 F 1 , superposta a A 1 E 1 . 

Vejamos entao quais seriam as novas componentes e quais as suas dire-
~6es. 
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Como o vetor forc;:a em AB nao variou de m6dulo, uma vez que o traba
lhador em 8 nao mudou seu esforc;o, podemos constru ir nova paralelogramo 
de fon;:as com um I ado e ad iagonal (fig. 110), determinando assim a nova di
rec;:ao que deve ter a corda AC. Para localizar o pont9 Ce medir a forc;:a exe1-
cida nessa corda, precisamos de mais uma vista secundaria (em tr6 }. Obtida a 
proje~ao -nesse piano pelo ponto A e pelo ponto G d,e cota 5m, o novo veter 
podera ser medido em ~.g., e A 6 C'6 (com o mesmo comprimento de A 3 C3 ~a 
figura 105) permitira localizar em planta a nova posic;:ao de C (ponto C,-1 ): 

Entao se o 2~ trabalhador estiver em C' a fon;:a que precisara exercer 
na corda AC sera a menor passive!, medindo 55 Kg. 

c) E cTaro que, se o trabalhador em 8 tambem mudar de lugar, sera 
posslvel reduzir mais ainda o esforc;:o do 2<:> trabalhador, bem coma o dele 
pr6prio. 

~ 

Como AF e o me nor vetor para a resultante, os menores vetores iguais 
em que pode ser decomposto tern metade do m6dulo de AF e serao obtidos 
se forem colineares com ele. Em outras palavras, se as duas cordas tiverem a 
direc;:ao da reta de maxima inclinac;:ao da rampa, os do is trabalhadores pode
rao puxar com a mesma forc;:a de 47 Kg, que e o menor esforc;o possi'vel com 
que podem fazer o volume descer o piano inclinado. 

2.10.9 - Determinar, no piano a e no piano mn, as direc;;oes de suas re
tas de 22° de inclinac;:ao. (fig. 111). 

RESOLU<;AO 

Construindo, a parte da projec;:ao, um triangulo retangulo com um angu
Jo de 22° e o cateto oposto medindo 1 cm (fig. 112), o outro cateto dara a 
medida do intervalo de uma reta dessa inclinac;ao. 

Para o piano a a graduac;ao e imediata, pois as retas de cota constante 
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sao perpendiculares A reta de mfuc imo declive. Tomando um ponto A qual
quer em uma dessas retas e com abertura do compasso igual ao intervalo, 
trac;:amos um area que intercepta a reta de cota 1 cm mais baixa nos pontos 
B e C~ Tanto na direc;:ao A 1 B 1 como na dire9ao A 1 C1 qualquer reta do piano 
a tera a inclinac;:ao pedida. 

Para o piano mn a operac;:ao de gradua<;:ao exige um pouco mais de tra
balho. Teremos Que graduar uma das retas paralelas dad as. Na fig. 112 gradua
mos m e achamos o ponto de cota 2,5 cm, que ligado ao de mesma cot a em n 
fornece a direc;:ao do piano. Dal em diante o procedimento ~ o mesmo adota
do para o piano a 

2. 10. 10. - Um po90 no ponto A deve abastecer um a rede de irriga9ao 
em que o canal alimentador BC~ uma reta (fig. 113) Se os limites de declivi
dade para o canal reto de liga9ao de A a BC sao 12°/o e 15%, determinar em 
que faixa pode variar a dire9ao do mesmo. Cotas em metros. 

RESOLU<;Ao 

No limite mlnimo ( 12%) o intervalo do canal devera ser, em metros, de 
100/12 = 8,3m. No limite mflximo ( 15%) esse intervalo sera de 100/15 = 6,6 m. 
Ja que 8,3 m {! igual a 830 cm e 6,6 m = 660 cm, dividindo essas medidas pelo 
denominador (500) da escala da planta, teremos os intervalos de 1,7 cm e 
1,3 cm aprox imadamente. 

Oualquer reta que passe em A e seja concorrente com a reta BC deve 
pertencer ao piano definido pelos pontos ABC (piano ex). Vamos graduar esse 
p I a no a ( fig. 11 4) . 

No segmento AC ha 8 intervalos. Dividindo-o em partes iguais temos a 
gradua<;:ao da reta AC. Unindo seu ponto de cota 7m ao ponto B, fica defini
da a dire<;:ao do piano a. 
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Oualquer reta do piano, partindo de A, devera atravessar a reta de cota 7 
com 3 intervalos. A solu~ao de menor declividade permitida no problema 
(12%) devera no desenho intercalar·um segmento de 3 x 1,7 = 5,1cm entre 
A1 e m1 , enquanto a de 15% tera essa distancia com 3 x 1,3 = 3,9cm. Com a 
ajuda do cornoasso, centrando em A1 , determrnamos os ponto$ D 1 e E 1 . 

-- -

0 angulo DAE delimita a faixa em que pode variar a dire~o do canal 
~e A a BC para satisfazer as condii;oes do enunciado. 

ESCALA I /500 

0
c;<200l 

ESCALA I / 20.000 

2. 11. Exerclcios Propostos 

~(2) 

q.;.----c~--~G,(0} 

2.11.1. - Na planta da figura 115 as cotas estao em metros. No ponto 
A existe uma antena transmissora de televisao de 120m de altura_ Para uma 
perfeita recep9ao o sinal deve ser recebido em linha reta, em uma casa situada 
no ponto B. Sendo C o topo de um morro, determinar a altura da antena ex
terna do predio em B, equal o ponto D de cota 0 na dire9ao A 1 8 1 que pode 
receber bem o sinal sem necessidade de antena. 
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2.11.2. - No s61ido da figura 116, ia~ntificar see concorrente, paralelo 
ou reverse cad a par de arestas. 

RECOMENDA~AO: 

Praticar esse mesmo exerclcio para os s61idos representados nos diversos 
sistemas, no volume 1. 

2. 11.3. - A reta m e concorrente com n e p. Sabendo-se que o ponto A 
esta a 5 cm de B e tern cota menor que 2,5 cm, e que n tern inclina<;:ao de 32° 
aumentando suas cotas da esquerda para a direita, sendo p uma reta de cota 
constante, determinar na figura 117): 

a) A cota do ponto C de m; 
b) 0 trac;;o den; 
c) Se n e concorrente com p. 

2.11.4. - Na planta da figura 118 os pontos A, B e C estao em uma pla
nfcie de cota constante 50m. Na prospec<;:ao de um veio piano de minerio, es
te aflorou (apareceu na superflcie do solo) no ponto A e foi encontrado em 
sondagens verticais nos pontos B e C com profundidades respectivas de 70m 
e 90m. 

Determinar o angulo que a direc;;ao desse piano forma com o norte e o 
mergulho (angulo de inclin~ao) alem da linha de afloramento (trac;:o do pia
no na superHcie do solo) 

2.11.5. - A figura 119 e a planta da fiac;:ao eletrica em urn a maqu ina, 
supondo reto cada segmento de fio. Em cada cruzamento, completar na plan
ta o fio que passa por cima do outro, verificando ainda se ha pares de fios pa
ralelos. 

N 

ESCALA I/ 5000 
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2.11.6. - 0 poh'gono ABCDEF (fig. 120) ~ uma figura plana. 
Determ inar as cotas dos pontos B, D e E. Ap6s achar essas cotas, afastar 

7T1 da figura ate que todas as cotas fiquem positivas. 

I 

I 

ESCALA I/ 200 

f N 

I 
I 
f 
I 
! 

ESCALA I/ 10.000 

2.11.7. - Na figura 121 as cotas estao em metros. AB, BC, CD e DA sao 
quatro traves de urn a estrutura. Verificar se formam uma figura plana. 

2.11.8. - Na planta de figura 122 as cotas estao em metros. 
0 aviao que esta no ponto A segue em altura e dfre9ao constantes, sen

do alvejado par um navio B. Sabemos que disparou na direc;:ao oeste e com in
cl inac;ao de 30°. 

De que ponto da sua trajet6ria ele acertou o aviao A? 

2. 11.9. - A plant a da figu ra 123 (cot as em metros) mostra urn a trel i~a 
metalica em formato de prisma triangular. 
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Determinar a cota de seus vertices Ee F e estabelecer a visibilidade nos 
cruzamentos de suas pec;as. 

2.11. 10. - Na planta da figura 124 {cotas em metros) um aviao em A 
voa a uma cota constante e com velocidade de 600 Km/h, sob um vento as
cendente na direc;ao norte com inclinac;:ao de 30°. 

Determina_r em que direc;;ao o aviao se desloca em relac;ao ao ar e com 
que veloc id ade. 

A velocidade do are de 1 OOkm/h. 

2.11.1 l. - Em um solo piano, na planta da fig. 125 - cota em metros 
corre um cano AB do qual deve partir uma rede detanais de decantac;;ao 

com declividade de 5°/o e espa9amento de um metro, ate desaguarem no ca
nal CD. 

Trac;ar essa rede na planta. 

2. 11.12. - As paralelas da planta, na fig. 126 - cotas em metrus - sac 
as retas de cota constante da superflcie do solo (evidentemente nao e um pia
no, pois 0 intervalo nae~ constante). 

Trac;:ar um cam inho subindo do ponto A ate a reta de cota 5m, com de
clividade constante de 15%. 

3. INTERSECAO 

3. 1. - lnterse~ao de Reta com Reta 

Ja vimos no cap(tulo anterior que duas retas nae paralelas s6 se inter
ceptam se pertencerem a um mesmo piano. Se forem reversas nunca poderao 
ter ponto em comum. 

Na epura, jf) sabemos que o ponto de interse~ao de urn a reta com outra 
reta s6 podera estar no cruzamento das projec;oes dessas retas. · 
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3.2. lnterse~o de Reta com Plano 

0 tr~o de uma reta em um piano e o ponto em que ela e interceptada 
par esse piano. Issa tambem dissemos no capltulo 2. 

Ouando a reta e paralela ao piano nao podemos contar com seu traf;O 
nesse piano. Mesmo na geometria projetiva, que considera tal traco infinita
mente afastado, nao tern 0 mesmo importancia

0 

na pratica, ja que e inacess(
vel. 

Excetuando o paralelismo, ha sempre um (mico ponto de intersec;;ao en
tre uma reta e um piano. Nao h~ reta reversa em relac;:ao a um piano. 

Vejamos o procedimento em epura para determinar o trac;:o de uma reta 
em um piano. 

Se o piano for de cota constante, coma ABC na figura 127, basta-nos 
ter a reta graduada e localizar nela o ponto que tern a mesma cota do piano. A 
reta m atravessa o piano ABC no ponto de cota 5, o mesmo acontecendo com 
a reta n, mesmo que tal ponto esteja fora do triangulo ABC. Estaremos sem
pre considerando o piano ilimitado em todas as direc;:5es, nos problemas te6ri
cos. Dessa mesma forma ja tfnhamos mostrado a determinac;:ao do trac;:o de 
uma reta no piano 7T 1 , que e o seu ponto de cota nula. 

Quando o piano estiver em vista basica, como na fig. 128, sera ainda 
mais facil achar o tra90 de qualquer reta nesse piano. Notem que as retas me 
n atravessam a nos pontos A e 8, respectivamente, p9is sao eles os seus pon
tos que se projetam em a 1 

Se ha tal imediatismo na determina9ao do trac;:o de qualquer reta quan
do o piano esta em .Vista basica, o caminho mais rapido para achar a intersec;:ao 
de uma reta com um piano incl inado e partir para uma vista basic-a secundaria 
desse piano. 

Suponhamos o piano a dado em epura par sua escala de declive (fig. 
129). Desejamos achar o trac;o em a da reta m. Passando 7T 1 1T2 perpendicular 
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a dire<;ao de a, conseguimos a 2 , vista basica desse piano. A projec;:ao de m 
em n 2 determina A2 • Como todos ~s pontos pertencentes ao piano ex se pro
jetam em a 2 , tal ponto ea projeyao secundaria do tra<;o da reta m no piano 
a. Uma linha de chamada baixada de A 2 determina A 1 em m 1 . 

Nao sendo o piano dado ja graduado, terlamos o trab3lho adicional de 
determinar sua dire«;:ao antes de poder obte-lo em vista basica. 

3.3. lnterse.;ao. de Plano com Plano 

Do is pianos distintos e nao paralelos tern coma interse9ao ·uma reta. Ja 
fizemos referenda ao trac;:o de um piano em 1T1, que e a reta de intersec;:ao des
se piano com o piano principal, ou seja, sua reta de cota nu la. 

Generalizando, a intersec;ao de um piano acorn qualquer piano de cota 
constante e sempre a reta de aque tern cota constante e igual a desse piano. 
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Tambem e simples achar a interse~ao de um piano acorn um outro em 
vista basica, pois essa reta estara na pr6pria projec;:ao do piano basico, que se 
reduz a uma reta. 

E no caso geral de dais pianos inclinados? Como achar em epura sua in
tersec;;ao? 

Suponhamos que um deles ja tenha sido dado graduado, coma a na fig. 
130. Oueremos determinar seu trac;o no piano B dado 0 pelo triangulo ABC. 

Tomando uma vista basica de a, no piano rr2 podemos obter A 2 8 2 C2 

(fig. 131 ). Conforme vimos no Item anterior, achamos o ponto D em que AB 
atravessa a, e o ponto E de intersec;ao de BC com esse mesmo piano. Se os 
pontos D e E pertencem simultaneamente a ae S, a intersec;ao desses pianos 
e a unica reta que passa por D e E, uma vez que dais pontos distintos deter
minam uma reta. 

3.4. lntersef;ao de Pianos sem a Utiliza~ao de Projec;a'o Secundaria. 

Para determinar a reta comum a dois pianos inclinados, pelo processo 
do (tern anterior, e indispensavel ter em epura a direc;ao de um deles. Se ne
nhum dos dois for dado ja graduado, e preciso antes determinar as retas de 
cota constante de um desses pianos. 

Se for rapido graduar OS dais pianos dados, e passive! determinar sua 
reta de intersec;ao somente em 7T 1 . 

Supondo os pianos a e 3 ja graduados (fig. 132), as suas retas de mesma 
cota tern de ser concorrentes. Assim as retas de cota 2 em a e B , por serem 
coplanares (ja que pertencem ambas ao piano de cota constante 2), tern o 
ponto A em comum. 0 mesmo acontece com as retas de cota 1 nos dais pia
nos, que se interceptam em B .. Como A e B estao ao mesmo tempo em a. e S 
a reta AB e a intersec;ao a (3. Podemos usar qualquer cota para achar pares de 
retas concorrentes em a e S , embora s6 precisemos de dais pares para deter
minar a interse<;;ao dos pianos. 
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Este e o processo encontrado em qualquer livro sabre o sistema de pia
no cotados, que nao permite o uso de pianos secundarios. 

3.5. lnterse~ao de Reta com Plano usando soment~ h Proje~ao Principal 

Tambem o ponto onde um piano intercepta uma reta pode ser achado 
sem o auxllio de proje9ao secundaria. 

Para tal, precisamos lembrar que todas as retas coplanares sao concor
rentes entre si, se nao forem para lei as. 

Dados o piano a e a reta m, ambos ja graduados (fig. 133) podemos es
colher uma dire<;:ao qualquer e passarmos paralelas pelos pontos de m. lsso 
significa passar por m um piano qualquer B , que intercepta asegundo a reta 
AB, usando o procedimento do Item anterior. Como as retas AB em sao co
planares (pertencem a B ), devem concorrer no ponto C, que ea interse<;ao de 
m com a. E claro que poderiamos ter tornado a direc;ao de 3 perpendicular 
a m, o que faria esta ser sua reta de maxima declividade. Se generalizarmos tal 
situa<;:ao, podera ser inconveniente determinar, em muitos problemas, a inter
secao aS. 

Notem que, para explicar interse<;ao de reta com piano, no sistema co
tado, e preciso primeiro estudar como determinar a reta de interse9ao de dois 
pianos. 

3.6. lnterset;a'o de tres pianos entre si. 

Ouando temos tres pianos a, , B e y, mesmo sem considerarmos dais de
les paralelos' teremos 3 possibil idades de interse~ao (fig. 134): 

a) As retas de interse.;ao desses pianos tomados do is a dois sao distintas 
e concorrentes. Os pianos a , B e y formam um tri.edro e possuem um ponto 
em comum (a3 [}; 
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b) As retas de intersec;:ao sao distintas mas paralelas entre si. Os pianos 
formam uma superflcie prismatica; 

c) As retas de intersec;:ao se confundem em uma s6, que constitui a 
aresta de um feixe de pianos formado por a, Se 'Y· 

Naturalmente o primeiro e o caso mais frequente. A determina<;:ao do 
ponto de intersec;ao de 3 pianos e sempre conseguida resolvendo um duplo 
problema de intersec;:ao de 2 pianos. Dados a,· S e 'Y, podemos achar CJ. 3 e 
S 'Y, cuja intersec;:ao e o ponto a S 'Y procurado. Mas pode ser mais rapido de
terminarmos a 'Ye S 'Y , ou ainda a Se a:y. 

· Em epura, se um dos pianos tiver sido dado graduado, como a. na fig. 
135, o mais rapido para determinar seu ponto comum com os pianos 
S = ABC e 'Y = DE~ e achar a Se cry. De fato, uma vista basica de ~deter
mina as retas MN e PQ em que esse piano intercepta os outros dois. Se MN = 
a (3 e PQ1= a y, entao o ponto X de interse";:ao de MN com PO e o ponto a -S 
y. 

Se preferlssemos operar apenas em rr 1 , poderlamos achar as dire96es de 
(3 e 'Y, determinando as intersec;:oes a Be a r pelas retas de cota constante dos 
3 pianos. 

3. 7. Se(:io Plana de um S61ido 

Em desenho tecnico, freqUentemente estamos precisando seccionar um 
s61ido por um piano, ora para mostrar a constituic;:ao ihterna de objetos ocos, 
ora ·para indicar 0 material de que sao formados. 

Em epura, achar a sevao de um s61ido por um piano qualquer fornecido 
implica em uma sutessao de ·interse<;:oes desse piano com as arestas e faces de 
tal solid~. 

Vamos dar um exemplo da forma-modelo, dada com suas arestas pela 
metade do tamanho real (fig. 136). Mostremos como obter a sua se9ao pelo 
piano a, ja graduado. 
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Tomando uma vista basica do piano a em 7T 3 (figura 137) podemos 
projetar todo o s61ido, obtendo sua vista auxiliar nesse piano. As arestas do· 
s6lido que forem atravessadas por aa serao aquelas que sao interceptadas pelo 
piano a 

Depois disso, a maior dificuldade pratica esta em visualizar a ordem em 
que os pontos de intersec;ao devem ser ligados entre si. E a( que entra a ajuda 
de uma perspectiva. 

A figura 138 mostra em cavaleira obliqua a forma-modelo com a mar
cac;:ao, em cada aresta, do ponto em que foi cortada por a Esses pontos sao 
marcados facilmente pela cota obtida na vista auxiliar da figura 137. 

Na perspectiva e mais simples concluir quais sao OS pontos vizinhos nes
sa se<;ao do s61 ido, I igando-os para obter o formate da sec;ao {fig. 139). 

A f igura 140 mostra co mo ficara o s61ido se forem retiradas suas partes 
que ficaram acima do piano a E usual hachuriar toda a area da se<;ao da p~a 
pelo piano a 

E 
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Com o auxilio da perspectiva, podemos voltar as vistas ortogonais e de
terminar nelas, atraves das linhas de chamada, OS pontOS da secao - figura 
141. 

A figura 142 mostra a aspecto final da epura do s61ido cortado, elimi
nadas as partes acima de ae hachuriada a se~ao. 

E2 

•2 
H2 

Al e, I rr, TT2 
I 

E, 

o, H, 

'• L, 

3.8. Retas Concorrentes com Duas Outras Reversas 

Uma aplicac;ao importante para a interse9ao de reta com pianos e a de
terminac;ao de retas que concorrem com um par de retas reversas. 

Devemos observar que uma reta fica perfeitamente definida quando sao 
dados 2 de seus pontos. Janos cap(tu las ante~iores vimos que um desses pon
tos pode ser substituldo pela direc;ao e pela declividade, isto e, se soubermos 
que uma reta deve passar em um ponto e ser paralela a uma reta dada, tere
mos um a s6 posic;ao para essa reta. De fa to, basta passar po r esse po.nto a reta 
paralela aquela que foi dada. 

Tambem a reta sera unica se tiver que passar em um ponto dado e ser 
cancorrente com duas retas dadas. A figura 143 ana lisa em perspectiva co mo 
passar uma reta par A, concorrendo com as retas men. Na hip6tese de men 
serem concprrentes entre si, o que admitimos na figura, a reta procurada passa 
pelo ponto de i ntersec;ao dessas retas ( ponto B). 

0 mesmo problema, aplicado ao caso de m e n serem retas reversas, e 
imaginado na perspectiva da fig. 144. Todas as retas que passam par A econ
correm com m sao coplanares, definindo um piano a Esse piano s6 atravessa 
a reta n em um unico ponto, que chamamos de B. A reta AB sera a soluc;ao 
para o problema poise a unica que encontra me n ao mesmo tempo. Tam
bem poderfamos usar um racioclnio simetrico: todas as retas que passam em 
A e concorrem com n determinam um piano S que intercepta m em um unico 
ponto C; a reta AC ea solLI<;:ao (que deve coincidir com AB). Essa mesma reta 
ainda poderia ter surgido da intersec;ao dos pianos ae 3. 
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Vejamos ~ssa questao em epura (fig. 145). Temos dados o ponto A e as 
retas m e n, cada qual por do is de seus pontos. 

Graduando m, seu ponto de cota 2, ligado a A, define uma reta de cota 
constante do piano a= Am. (fig. 146). A vista basica de a permite determi
nar o ponto B em que esse piano intercepta a reta n. A reta AB fica assim de
terminada. 

A figura 147 mostra a epura do segundo racioclnio apontado: graduan
do a reta n e definindo a dire9ao do piano S =An, a vista basica (em 1T 3) de 
B definira o ponto C em que m atravessa 3. A reta AC coincide com AB da 
epura anterior. 

A figura i 48 mostra a mesma soluc;;ao obtida sem o uso de proje96es se
cundarias. Definindo a= Am e 3 = An por suas dire96es, um par de retas de 
cota 1 cm em ae S determina o ponto D comum aos do is pianos. A reta AD e 
a interse<;ao a 3, que deve ser a mesma reta ABC das figuras anteriores. 
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Pode parecer, comparando as figuras 146, 147 e 148, que e sempre mais 
simples o ultimo procedimento. De fato isso acontece quando e facil graduar 
as duas retas dadas, e mais ainda quando m e n ja sao dadas por suas escalas de 
declive. Mas imaginem se as retas forem dadas por pontos de cotas fraciona
rias. Sera que compensa o trabalho ad icional de gradua-las? E verdade que as 
duas primeiras alternativas exigem tambem a graduacao de uma das retas, mas 
sempre nose possivel escolher a mais simples de graduar. 

Vejamos outro problema envolvendo retas reversas. 
Dado o par de retas reversas m e n e possivel passar uma reta na dire~ao 

d-, que seja concorrente com m e n? (figura 149). 
Mostraremos que tal reta existe e e (mica. 
Todas as retas concorrentes com m e paralelas ad: sao coplanares, def i

nindo um piano et (fig. 150). Este nao pode conter n que e reversa em relac;ao 
a m. Entao intercepta n em um ponto que vamos chamar N, v.isualizado na 

/ / 
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perspectiva. Passando por N uma paralela ad, terlamos a (mica reta nessa di
re<;:ao que pode concorrer comm en, pois estaria contida em a. 

Neste· caso tambem e possi'vel o racioc(nio simetrico de determinar o 
piano 3 formado porn e paralelas ad que sao concorrentes com n. Achando o 
pont M em que a reta m atravessa 3 , teri'amos tamb~m a solu<;:ao da questao. 
lgualmente seria achada tal soluc;:ao pela intersec;ao dos pianos a.e 13. 

Vamos ver em epura essa questao. 
A figura 151 define em 7T 1 as retas m, n e d. Como vamos precisar da 

graduac;:ao, qual das retas m e n e mais facil graduar? Apesar das cotas fracio
narias em ambas, notemos que a divisao de n em 5 partes, entre os dois pon
tos dados, determina o seu meio intervalo. Sera mais simples que graduar m, 
que necessitaria de uma divisao em 13 partes iguais ou em partes proporcio
nais. 

Escolhendo entao passar o piano 3 , que fica definido pela reta n e por 
uma reta d' paralela ad e concorrente com n no ponto de cota 2,5 (fig. 152), 
podemos graduar n e obter assim ·a reta de cota constante 1,5 no piano (3. 
Uma vista basica de S define o ponto M em que a reta m atravessa esse piano e 
conseqUentemente a reta que passa em M paralela a d, que soluciona _ a ques
tao. 

3.9. I ntersecao de Pianos de mesma Declividade 

Merece um destaque especial o que ocorre na intersec;:ao de pianos que 
possuem a mesma inclinac;:ao. 

Os pianos a e S (fig. 153), coma apresentam o mesmo intervalo, tern a 
mesma declividade. Notemos que a reta de intersec;:ao a B, obtida pelos pon
tos de encontro das retas de cota constante dos dais pianos, e a bissetriz do 
angulo formado pelasdire9oes de aeB. 
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Desde que os pianos conservem suas direc;oes, o aumento ou diminui
c;ao de suas inclinac;c5es, desde que ocorram na mesma proporc;ao para os 
dais pianos, nao alteram a direc;ao da reta de intersec;ao. 

Dessa observac;ao decorre, por exemplo, que uma piramide regular de 
base em tr1 (fig. 154), como tern todas as faces laterais com a mesma decliJ 
vidade pro"Jetam suas arestas nas bissetrizes dos anguloi de base, independen
temente de sua altura, desde que cad a aresta da base e a direc;ao da face cor
respond e nte. 

Na engenharia ocorre com frequencia a interse<;:ao de pianos com a mes
ma declividade, particularmente no estudo de telhados. Como a decl ividade 
de uma face de telhado (denominada AGUA DO TE LHADO) e dependente 
do tipo de telha utilizado, o mais comum e termos, numa mesma cobertura, 
todas as aguas com a mesma declividade. 

Suponhamos na fig. 155 um telhado em planta, que cobre uma area 
retangular ABCD. De cada lado deve subir um a face com a mesma declivida
de. 

SendoA 1 B1 ,B 1 C 1 ,C1 0 1 eD 1 A 1 asdirec;oesdessesplanos,nao 
.importa qual seja a declividade, pois a intersec;ao deles tera sempre ad irec;ao 
de cada bissetriz do retangulo (fig. 156). Ouando duas bissetrizes se encon
tram, o que acontece nos pontos E 1 e F 1 , ocorre um ponto comum a tres fa
ces. Em E concorrem as faces que partem de AB, de AD e de DC; em F as fa
ces que sobem dos I ados AB, BC e CD. A reta E F e horizontal do telhado, in
tersec;ao das faces que sobem de AB e CD. 

Como as bissetrizes sao equid istantes dos I ados do angulo que div idem 
podemos perceber que E 1 F 1 est a a urn a mesma d istancia de A 1 B1 e C1 D1. 

De um modo geral essas linhas de interse9ao, em planta, resolvem um 
problema topol6gico especlfico: dividir a area de uma figura em suas partes 
que reunem os pon1:os mais pr6ximos de cada lade. Assim, no caso da figura 
156, os pontos do triangulo A 1 E 1 0 1 estao mais pr6ximos do I ado A 1 0 1 do 
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que de qualquer dos outros lados do retangulo. Os pontos do trapezio A 1 B1 

F1E1 sao OS Que mais se aproximam do lado AiB1. Dentro de B1C1F1 OS 

pontos estao ma is pr6x imos de 8 1 C 1 , e dentro de C 1 D 1 E 1 F 1 estao mais 
pr6ximos de C1 0 1 . 

Em um triangulo MNP (fig. 157) esse tipo de divisao e conseguido pelas 
tres bissetrizes, sendo o incentro Q o (mica ponto equidistante dos tres lados. 
Em um quadrilatero qualquer ABCD e poss(vel ocorrer um encontro das qua
tro bissetrizes em um s6 ponto, mas geralmente elas se interceptam duas a 
duas em pontos d istintos. 0 segmento EF, nesse caso mais frequente, e sem
pre a bissetriz do angulo formado pelos I ados que separa (na figura, EF e bis
setriz do angulo formado por AD e BC). 

Varnes resolver essa questao para um poli'gono irregular de um numero 
bem maiorde lados (fig. 158). 
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Comecemos tra«;ando as bissetrizes de todos OS vertices e observando OS 

pares que se encontram primeir'o (figura 159). Notem que as bissetrizes de A e 
J se interceptam em L, limitando a area mais pr6xima ao lado AJ. As bissetri
zes de F e G delim itam a area da figura que mais se aprox ima de FG. Sb esses 
do is pares se encontram d iretamente. Se tentassemos o encontro das b issetr i
zes de B e C, por exemplo, esse ponto ja estaria mais perto do I ado JI que dos 
demais, e nao poderia pertencer a linha equid istante dos !ados. 

Observemos nas figuras 156 e 157 da pagina anterior, que em cad a pon
to temos 3 regioes vizinhas, pelo menos, o que significa haver sempre tres li
nhas partindo de cada um deles. Pode haver mais de tres, coma acontecera 
nos pollgonos regulares, nos quais o centro e comum, a todas as regioes (fig. 
160). 

Voltando a figura 159, qual a terceira linha que sai do ponto L? Nesse 
ponto estao vizinhas as regioes dos lados AJ, AB e JI. A regiao corresponden
te a AJ ja esta fechada. Falta limitar entre si as regioes de AB e JI. A linha 
equidistante desses dais lados e a bissetriz de angulo formado par eles (fig. 
161). Nessa mesma figura, vemos que a terceira linha que parte de Se a bisse
triz do angulo form ado por EF e GH, cujas regioes limita. Essas duas novas li
nhas s6 terminam quando encontram as pr6ximas bissetrizes, em M e R, res
pectivamente. 

Como fecharam as regioes mais pr6ximas de AB,e EF, nos pontos Me 
R restam abertas respectivamente as regioes de BC e IJ (para M) e DE e GH 
(para R). Portanto, de M parte ·a linha MN, bissetriz do angulo de BC com IJ 
(fig. 162) e de R Po/le a linha RO, paralela a DE e GH. Essas linhas fecham 
em N e Q as regioes 'correspondentes aos lados BC e G H. 

A figura 163 mostra a linha NO, terceira que passa em N e .. bissetriz do 
angulo de CD com IJ. Ela fecha em 0 a regiao ma is pr6x ima do I ado IJ. A 
linha PO e bissetriz do angulo de DE com HI, e fecha em Pa regiao mais pr6-
xima de DE. 
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Agora so falta ligar 0 a P para limitar as regioes pr6ximas de CD e I H. A 
fig. 164 apresenta a divisao final da figura dada em suas partes mais pr6ximas 
de cada lado. Esta seria a planta de um telhado se o pollgono fosse o contor
no do seu beiral, com uma agua descendo para cada lado. 

8 

8 

A 

J 

3. 10. Exerclcios Resolvidos 

3. 10. 1 - Uma galeria de m ina e aberta em A e deve descer com dee I iv i
dade de 200/o ate encontrar um veio piano de m inerio (fig. 165 - cotas em me
tros). Este veio foi encontrado em sondagens efetuadas em B, C .e D com pro
fundidades de 28m, 25 m e 55m. Quando encontrar esse piano, a galeria 
de A deve se bifurcar em duas outras que sigam com seu eixo pertencendo 
ao piano do veio, sendo uma para a direita com declividade de 25% ea outra 
para a esquerda com declividade de 15%. 

Determ inar em planta as d ire<;:oes dessas novas galerias. 
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RESOLUCAO 

0 o. 

A primeira tarefa e determ inar as cotas do veio nos pontos B, C e D. 
Subtraindo, das cotas dadas na superfi'cie do solo, as respectivas profundida
des, acharnos as cotas de 32m (em B) de 60m (em C) e 15m (em D). Com es
ses tres pontos podemos achar a direc;ao do veio. Uma vista auxiliar rr2 (fig. 
166) perrnitP. achar na reta CD o ponto de cota 32, que ligado a B fornece tal 
direc;ao. 

Uma vista basica do veio em rr 3 permitira localizar o ponto onde esse 
piano intercepta a galeria que desce de A. Para localizar a proje<;;ao dessa gale
ria em rr3 (fig. 167) deveremos usar sua declividade. Marcando em 7T 1 o ponto 
E 1 tal que A 1 E 1 = 100m, sabemos que E 3 devera estar 20m abaixo de A 3 
(ja que a declividade dada foi de 20%). A 3 E 3 atravessa o piano BCD no ponto 
F3, do qual a linha de chamada determ ina F 1 • 
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Do ponto F deve partir uma reta do piano BCD com declividade 25% 
para a direita e outra com declividade 15% para a esquerda. Essas retas estao 
mostradas na figura 168 sem maiores coment~rios, pois essa parte do proble
ma e uma repetic;:ao de exerct'cio do capltulo anterior (reta pertencente a pia
no). 

3. 10.2 - Determ inar a intersec;:ao da placa triangular ABC com a placa 
DEFG (fig. 169). 

RESOLUCAO 

Devido a simplicidade das cotas, e mais r~pido graduar OS dais pianos 
(fig. 170) do que tomar vista secundaria. Dois pares de cota constante (de 
1 cm e de 2 cm, na figura) determinam os pontos He I comuns aos dois pia
nos. A reta HI ea intersec;ao desses pianos, mas s6 nos interessa o seu segmen
to LJ, que esta no interior do triangulo e do paralelogramo. 

B,12,S) 

De fato, apresentamos as duas figuras com_o placas planas, e assim s6 
pode haver intersevaO se a reta comum estiver no interior de cada area. Se 
essas placas forem opacas fornecerao o aspecto da figura 171. 

3. 10.3 - A figura 172 mostra a proje<;~fo da base de um a piramide trian
gular cujas faces laterais sao planas de declividade 125%. 

Determ inar o vertice dessa pi ram ide. 

RESOLUCAO 

Trata-se de uma questao de interse~ao de 3 pianos. Cada um deles passa 
em uma das retas AB, BC e CA e tern declividade 125%. Set} intervalo sera 
100/ 125 = 0,8 cm. 
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Graduando essas retas (fig. 173), vemos que todas tern intervalo maior 
que 0,8 cm. Entao cada uma delas pode pertencer a um piano com esse inter· 
valo. Se urn a delas tivesse apresentado intervalo menor Que 0,8cm seria impos
si'vel passar por ela uma face da piramide. 

Para passar por AB um piano com o intervalo de 0,8 qual seria ad irec;:ao 
desse piano? 

Se tomarmos 2 pontos consecutivos da escala de declive de AB, como 
os de cotas 2cm e 3cm (fig. 174) e do mais baixo tra<;armos um arco de cir
cunferencia de raio 0,8 cm, a tangente tirada do outro ponto a esse arco sera 
a direi;ao do plana procurado. De fato, tra<;:ando do ponto de cota 2 cm uma 
paralela a essa tangente ter(amos a distancia entre tais paralelas med indo exa
tamente 0,8cm. Chamemos de a esse piano. F azendo o mesmo para os I ados 
AC e BC da base, teriamos as faces J e yda piramide (fig. 175). A interse<;:ao 
a. B pode ser obtida atraves de um par de retas de mesma cota nos do is pianos 
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(ponto D, de cota 3), constituindo-se em uma das arestas laterais da piramide. 
As interse<;oes S 'Y e a 'Y podem ser obtidas da mesma maneira (fig. 176), 
achando-se V na intersec;;ao das tres retas. 

Voces podem observar que ocorrerao outras solU<;:oes, pois cada um dos 
pianos a, B e 'Y pode ter sua direc;:ao para o lado de fora da base, conforme 
mostra a figu ra 177. 

3.10.4 - Na figura 178 as cotas estao em metros. Em planta, temos a 
porta 8 de um laborat6rio em que uma amostra fortemente rad ioativa no 
ponto A ~ protegida por um escudo retangular. Delimitar a area desse escudo 
que se deve refon;:ar para garantir contra a radia<;:ao toda a area da porta 8, 
que tern 2,2rn de altura. 

RESOLU<;AO 

Determ inando os raios retos que partem de A para os quatro cantos da 
porta ( C, D, E e F, na fig. 179), precisamos achar onde atravessam o pl ano do 
escudo. Uma vista basica do mesmo permite-nos localizar G2 ,H 2 ,1 2 e J 2 no 
piano n 2 e, por linhas de chamada, G 1 ,H 1 ,1 1 e J 1 • Esse quadrilatero delimita 
a area que deve ser refon;:ada para maior protec;ao da porta. 

3.10.5 - As retas BC e DE sao OS bordos de um viaduto ,(fig. 180). A 
planta tern suas cotas medidas em metros. A lampadade um poste,colcicada 
no ponto A, projeta a sombra do viaduto na area hachuriada da figura, que 
sobe no piano inclinado de uma barreira, definido pelas horizontais me n. 

Determ inar a declividade desse trecho de viaduto. 
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RESOLUCAO 

0 contorno da sombra projetada e devido a sombra do bordo BC do via
duto. Se p(!ssarmos um raio luminoso de A a um ponto de BC, como H, par 
exemplo (fig. 181), tal reta interceptara o piano mn em F, no contorno da 
sombra. Outro ponto qualquer I de BC projetara sombra em G. 

Este e um problema inverso do que estudamos em interse<;ao de reta 
com piano mn e queremos determinar os pontos H e I por suas cotas. 

Uma vista basica do piano mn permite localizar em rr2 os pontos F 2 e 
G2 , que determinam A2 F2 e A2 G2 e consequentemente H2 e1 2 na linhade 
chamada de H1 e 11 • Medindo as cotas de He I, podemos tranqUilamente apli
car a formula da declividade para o segrnento HI e portanto para o trecho do 
viaduto em planta. 
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3.10.6 - Determinar a projec;ao da sec;ao do sol ido da fig. 182, ja estu
dado no 1<? capltulo, pelo piano a, dado pelo trac;:o a 71'1 e pelo ponto P em 
que intercepta a aresta BC do s61ido. 

RESOLU<;AO 

A vista basica de a (fig. 183) e conseguida com 1T1 1T2 perpendicular a 
a n 1 • Projetando o solido em n 2 localizamos P2 na aresta 8 2 C2 , ea 2 fica de
terminado par canter esse ponto. 

Essa reta ~.vista basica de -a, intercepta A2 8 2 , 8 2 F1, E2 F 2 e E2 G 2 , 

nos pontos H2 , 12 J 2 e L2 , respectivamente. Lin has de chamada localizam 
esses pontos na projec;:ao principal. 

Pela simplicidade dessa se<;ao, e facil perceber OS pontos vizinhos, par 
pertencerem a uma mesma face do s61ido. Podemos dispensar a perspectiva e 
obter logo o contorno da proje~ao principal da sec;ao (fig. 184). 
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A visibilidade da figura mostra a elimina~ao da porc;ao da pet;:a acima do 
piano a, hachuriando-se o interior da se~ao. 

3.10. 7 - Uma caldeira cil lndrica de eix9 horizontal e mostrada na plan
ta da fig. 185 (cotas em metros). 

Determinar a projec;:ao da linha de interse.;:ao dessa caldeira com a pare
de inclinada, definida na planta por suas horizontais de cotas 0 e 4. 

RESOLUCAO 

0 cilindro tambem permite uma vista basica. Tomando-se tr 1 tr2 perpen
dicular .ao seu eixo, sera obtido um clrculo como proj~ao do cilindro (fig. 
186). 

Escolhendo diversas cotas, podemos determinar varios pares de gera
trizes do cilindro (ab, cd, ef, etc). Essas geratrizes podem ser projetadas em 
11' 1 e em 11'3 , que da uma vista basica do piano da parede. 

Podemos determinar os·pontos em que cada geratriz atravessa o piano 
~ (pontos A, B, C, D, E, F, etc), obteado-os em 1r3 e depois em 7T 1 . 

(0) 

I 
I 

·+--
/ 

I 

ESCALA I/ 200 

Sabendo-se que a sec;:ao resulta em uma el fpse, e facil unir esses pontos 
para obter essa curva de sec;:ao na projec;:ao principal (flg. 187), notando-se que 
met~de e visfvel por estar ·na parte superior da Caldeira e a OUtra e invisfvel, 
por estar no semi-cjjindro inferior. 

3.10.8 - Um motor no ponto A deve transmitir rotac;:ao a·os e ixos BC e 
DE por meio de um (mico eixo (fig. 188). 

Desprezando o raio dos eixos, qual deve ser a direc;:ao do eixo transmis-
sor? 
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ESCALA 1/10 

RESOLUCAO 

0 eixo de transmissao ea reta que passa por A e e concorrente com BC 
e DE. Essas retas sao reversas, e assim estaremos d iante da questao discutida 
no Item 3.8 deste capftulo. 

Como BC e de diflcil graduac;:ao, escolhemos determinar o piano adefi
nido por A e DE. 0 segmento DE, dividido em 3 partes iguais, localiza o pon
to de cota 15, que determina a direc;:ao de acorn o ponto A (figura 189). 

Uma vista basica de apermite determinar em 11'2 o ponto F em que a in
tercepta a reta BC. A reta AF e a soluc;ao para a questao. 

3.10.9 - Um artilheiro no bombardeiro A dispara para cima na direc;:ao 
N 60° Ee com inclinac;ao de 30°. Se esse aviao se desloca em uma horizontal, 
de que ponto o artilheiro disparou para atingir o cac;:a B, que mergulha em um 
angulo de 200? (figura 190, cotas em metros). 

N 

ESCALA 1/ 5000 
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RESOLUCAO 

As trajet6rias de A e B sao retas reversas. 0 projetil disparado de A deve 
seguir uma reta concorrente com essas duas retas reversas, para atingir o aviao 
B. 

Essa questao recai naquele problema analisado no Item 3.8: passar uma 
reta em uma direc;:ao dada, concorrente com duas retas reversas dadas. 

Aqui e mais simples defintr o piano a,determinado pela trajet6ria de A, 
que ja tern cota constante, e por uma reta AC na direc;:ao do tiro. Essa reta 
forma 600 com o norte (fig. 191) e tern incl inac;:ao de 30°. Para achar um ou
tro ponto dessa reta, como C, temos de tomar uma sua vista em v.g. no 7T2 • 

Como a cota de A e muito grande, vamos subtrair 1000 metros, ficando ele 
com cota nula. Marcando o angulo de 30° em n2 , escolhemos C2 1 cm acima 
de A2 , ou seja, achamos o ponto C de cota 1050m na reta AC. 

Tambem precisamos de um segundo ponto na trajet6ria do aviao 8. 
Tomando sua vista em v.g. no 7r3 , marcamos 8 3 por sua cota acima de 1000, 
e o angulo de 20° fornecido no enunciado permite escolher 0 3 com 1 cm 
abaixo de 8 3 , e conseqi..ientemente o ponto D de cota 1050m. 

Agora, uma vista basica de a, do qual ja conhl:!cemos a direc;:ao, e obti
da em Tr4 (fig. 192). Projetando 8 D em 1T 4 , a reta 8 4 0 4 atravessa ~ em E4, 
do qual a linha de chamada localiza E 1 em 8 1 D 1 • A rl!ta EF para le la a AC en
contra em F a trajet6ria do bombardeiro. ~ esse o ponto de disparo pedido no 
problem a. 

N 

3.10.10 - 0 pollgono da figura e o contorno do beiral de um telhado 
em planta, no qual deve descer uma agua para cada lado assinalado par uma 
seta {fig. 193). 

Para OS I ados AB e DE nao descem aguas por estarem sabre 0 muro 
divis6rio do terreno. 
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Tra~ar as linhas de intersec;cio das aguas desse telhado, sabendo-se que 
todas devem ter a mesma declividade. 

RJ:SOLUCAO 

Conforme. foi analisado no item 3.9 desse capitulo, a interse<;ao de pia
nos de igual declividade nao depende, em dire<;:ao, do valor dessa declividade, 
pois esta sempre na bissetriz do angulo formado pelas dire<;:oes dos pianos. 

Os lados da figura que estao assinalados por setas devem ser horizon
tais, por serem bordos de escoamento d'agua. Como nada foi observado em 
contrario, todos eles devem ter a mesma cota. 

Com essas considerac;oes, o problema recai em dividir a area do pol Igo
no em suas regioes ma is pr6ximas dos lados da figura, excluindo A 1 B 1 e 
D1 Ei. 

Comecemos tra<;:ando de C1 , F 1 , G 1 , H1 e 11 as bissetrizes do pol lgono 
(fig. 194). De A 1 , 8 1 , 0 1 e E 1 nao saem bissetrizes por nao haver agua dote
lhado descendo para A 1 8 1 nem para 0 1 E 1 • As retas que saem do meio de 
Ai 81 e do meio de 0 1 E 1 dividem as areas mais pr6ximas de A 1 11 e 8 1 C1 e 
de C 1 0 1 e E1 F 1 , respectivamente. 

E facil perceber onde cada linha encontra a mais pr6xima (fig. 195). 
No ponto J 1 fica limitada a area mais pr6xima do lado G 1 Hi. Em L1 I a area 
dos pontos que se aproximam mais de A 1 11 . Em M1 , a area correspondente a 
C1 D1. 

Vejamos agora, de cada um desses pontos J 1 , L 1 e M 1 qual a terceira li
nha que sai. 

De J 1 , falta sair a intersec;ao das areas mais pr6ximas de H 1 11 e G 1 F 1 , 

na d ire~ao da bissetriz do angu lo formado por esses I ados (fig. 196). Em L 1 

estao abertas as regioes de H1 11 e 8 1 C 1 ; a bissetriz do seu angulo determina a 
intersec;:ao dessas areas. De M 1 fa I ta a bissetriz do angulo de 8"1 C1 com E 1 F 1 . 
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Finalmente, a reta que vem de J 1 encontra em N 1 a bissetriz de F 1 , li
mitando a regiao mais pr6xima de F 1 G.1 - figura 197, ea reta de L1 encontra 
a de M1 em 0 1 , liniitando a regiao mais pr6xima de 8 1 C1 • A linha N 1 0 1 

completa a divisao das aguas do telhado. 

8 e 
A B A1 e, 

H, 

o, 

E1 E, 

Notem que, dessas linhas, aquelas que sao paralelas ao beiral do telhado, 
co mo e o caso de PL, MQ e NO, sao retas de cota constante. Essas arestas ho
rizontais sao as CUMEEI RAS do telhado. As arestas nao horizontais masque 
separam a agua para bordos diferentes sao chamadas ESPIGOES do telhado. E 
o caso de HJ, que divide a agua corrente para Hi da agua que corre para HG, 
de GJ, que div.ide a agua que desce para G H e G F, e assim por diante. As ares
tas que concentram agua que vem descendo em duas faces distintas sao deno
minadas RI NCO ES do telhado. Ternes o exemplo de IL, para onde vai agua 
que desce nas faces que jogam agua pelos bordos Al e HI. CM e outro rincao 
desse telhado. Podemos observar que todas as bissetrizes que saem dos verti
ces concaves do pollgono sao rincoes, enquanto as que saem dos vertices con
vexos sao espigoes. As cumeeiras jamais sao bissetrizes. 

3.10.11 - A figura 198 e o contorno do beiral de um telhado em plan
ta, onde todas as aguas tern a mesma dee I ividade e descem para todos os I ados 
do pollgono externo e do retangulo interno, que representa um patio desco
berto. 

Determinar os espigoes, rincoes e cumeeiras desse telhado. 

RESOLU<;A0 

Nessa situac;:ao ha bissetrizes saindo de todos os vertices, tanto do pol 1-
gono externo quanto do retangulo interno (fig . 199). Tambem devem ser lem
bradas as cumeeiras que correm paralelas e equidistantes dos bordos externos 
e i nternos. 

86 



8 A1 8 
•• P, e, B, 

H, G H1 1, J, 

o, 
L M 

a, 
F, E, 

E, 

o, c, 

Com essas observar;:oes e achando a intersec;:ao das linhas mais pr6ximas, 
~ facil chegar ao aspecto final da figura 200. 

3.10.12 - Um telhado tern seu beiral indicado na planta da figura 201. 
As cotas estao em metros e suas aguas tern declividade de 50%. 

Determinar os espigoes, os rincoes e as cumeeiras desse telhado. 

8 A, lli---------e, 

c, 

RESOLUCAO 

Precisamos de inlcio achar horizontais de mesma cota em tbdas as faces 
do telhado, pois os seus beira is tern n (veis diferentes. 

0 intervalo e igual para todas elas, medindo 0 inverse da declividade I OU 

seja, 100/50 = 2m. Na escala do desenho, teri'amos 1 cm para a medida desse 
intervalo na planta. Em cada mm na planta, a cota do telhado subira 10 cm. 
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O beiral de nlvel mais baixo ~ FGHI. Passando uma paralela per dentro 
desse Contorno ea 1 mm de distancia desse beiral, teremos a horizontal dote
lhado de cota 2,8 m (fig. 202). Essa cota nao e suficiente para encontrar o 
beiral de nlvel seguinte (JI e FE, com cota 3m). Somente passando mais duas 
paralelas por dentro de F 1 G 1 H1 11 chegaremos a essa cota de 3m (fig. 203). 

Dal em diante podemos passar, com mais 1 mm de afastamento, uma 
horizontal de cota 3,1 que contorne todo o beiral de 0 1 a M1 , passando tam
bem paralela a F 1 G 1 H1 11 (figura 204). Uma segunda para lei a nas mes mas 
condic;oes atingira a cota do beiral mais alto (3,2 m, de ABC). 

Tendo chegado a uma cota unica em todas as aguas do telhado, pode
mos escolher entre aplicar a divisao desse pol Igo no em areas ma is pr6xi mas de 
cada lado, come nos problemas anteriores (figura 205), ou prosseguir trac;:an
do horizontais do telhado de 1 em 1 mm ate nao caber mais nenhuma (fig. 
206), o que tambem resulta no trac;ado expontaneo das arestas do telhado. 

Esse processo das horizontais equidistantes pode ser usado em telhados 
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de beiral todo na mesma cota. Muitos tern preferencia por ele, apesar de ser 
rnais trabalhoso, pois da uma maior seguranc;a ao operador mais inexperiente. 

3.10.13 - 0 telhado definido pelo contorno do seu beiral, na planta da 
fig. 207, tern uma agua descendo para cada lado. Todo o beiral tern a mesma 
cota, mas as declividades das aguas sao diferentes. Para Ai 81 e E1 D1 I descem 

com1 declividade de 40%. Para B 1 C1 com declividade de 20%. Para os demais 
lad6s, com 25%. 

Tra<;ar os espigoes, rincoes e cumeeiras do telhado. 

RESOLUCAO 

Para declividades diferentes e indispensavel 0 USO de horizontais dote· 
lhado, pois as arestas nao seguem mais a dire9ao das bissetrizes. 

Calculando 0 intervalo de cada agua, temos OS valores l 00/40 = 2,5 m 
para as aguas de 400/o. l 00/20 = 5 m para as aguas de 20% e 100/25 = 4 m pa
ra as demais aguas. Na escala da planta, esses intervalos medem respectiva
mente 0,5, 1,0 e 0,8 centimetres. 

Marcando esses intervalos de cada !ado, temos horizontais de cota l m 
acima do beiral (fig. 208). Nao importa qual seja a cota do beiral, pois see a 
mesma ao longo de todo o perfmetro da figura, a horizontal obtida inter
namente e toda de mesma cota. Seus pontos de intersec;ao determinam as di
rec;:6es dos espig6es e rinc6es do telhado (fig. 209). 

As intersec;oes dos espigoes entre si, na mesma figura, foram obtidas par 
procedimento analogo aquele usado em telhados de aguas com a mesma de
clividade, isto e, partindo do princi'pio de que, em cada ve.rtice do telhado, 
concorrem tres linhas, pelo menos. 

89 



e 8 
A, At e, 

0,1 

c, 

G, F, 

0.5 

E, o, o, 

ES CA LA I I 500 

8 e 

(3,5) 

3. 1 ~ . Exerclcios Propostos 

3.11.1 - Determinar os pontos da reta m em que e la atravessa os pianos 
ae (3 (fig. 210). 

3.11.2 - Na planta da figura 211 as cotas estao em metros. As retas da
das sao as horizontais da superficie do solo. Um veio p"lano de minerio aflora 
no ponto A e e atingido por po~os verticais em B e C com profundidades res
pectivas de 25m e 59T'· 

Oeterminar a linha de afloramento desse veio. 

3. 11.3 - Passar pela reta m os pianos Be 'Y de 60° de inclinac;:ao e achar 
as interse<;:oes a Be a 'Y (fig. 212). 
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ESCALA I/ 1000 

3.11.4 - As placas ABC, DEF e GH IJ sao semi-transparentes. 
Determinar a interse~o dessas placas entre si ea visibilidade do conjun-· 

to._ {fig. 213). 

3:-11.5 - Um obelisco em A e um paste em B estao em um terreno hori
zontal de cota 0, na planta de fig. 214 (cotas em metros). A altura do obelis
co, que tern forma de piramide, e de 10 m. A sombra que ele projeta, ilumi
nado por uma lampada no topo do paste, atinge a horizonta I de cota 6 m da 
barreira definida em planta por duas retas. 

Determinar a altura do paste ea sombra projetada pelo obellsco, .10 so
lo da barre ira. 

COi 
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3.11.6 - Determinar a sec;ao do s61ido da fig. 215 (o mesmo dos exercl
cios propostos do 1<? capltulo) pelo piano que passa nos seus vertices A, Be C 
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3.11.7 - Na planta da fig. 216 (cotas em metros) um silo cillndrico des
carrega cereal para armazenar ao lado atraves de um conduto prismatico, cuja 
base superior tern cota 6m. 

Determinar a intersec;ao desse conduto com cr telhado do armazem, _sa
bendo-s~ que uma das suas arestas encontra esse telhado no ponto A. 

3.11.8 - Em uma mina, na planta da fig. 217 (cotas em metros}, a gale
ria que desce de A tern declividade de 1000/o e a que desce de B tern declivida
de de 400/o. 0 po«;:o em C tern profundidade de 65m. 

Do fundo desse poc;o, passar uma galeria reta que encontre as duas ou-
tr as. 

3.11.9 - Na planta da fig. 218 (cotas em metros) os raios solares tern 
direc;ao d, com inclinac;ao de 60°. 
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Determinar o ponto em que a sombra projetada pelo cano AB atravessa 
o cano CD. 

3.11.10 - Determinar as arestas do telhado cujo beiral em planta e o 
poll'gono da fig. 219. 0 retangulo central e um patio interno, e seu beiral tern 
o mesmo n Ivel do beiral externo. Deve descer uma agua para cada I ado da fi
gura (assinaladas por setas), com excec;ao de um deles que esta sobre o muro. 
Todas as aguas tern a mesma declividade. 

3.11. 11 - No telhado cujo beiral esta na planta da fig. 220 (cotas em 
metros) deve descer uma agua para cada lado, todas com declividade de 2D°k. 

Trac;ar seus espigoes, rincoes e cumeeiras. 

-3:11.12 - No telhado da planta (fig. 221) todos os vertices tern a mes
ma cota, e deve descer uma agua para cada lado da figura, com exce<;ao de 
E1 F1 . As aguas tern declividade de 80%, com excer;ao daquelas que descem 
para os lados A1 B 1 e C1 D 1 , que devem ter declividade de 100%. 

c2,._.s_> __ ...,t2,s> 

(2,6) (3) 

(2.,6 
(2,6 

(2,8) 

(3 
~,2-,8___.).___~( 2 ,8) 

(3) 
(3) 
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Tra<;ar em planta os espigoes, rincoes e cumeeiras desse telhado. 

4. DISTANCIAS E 'ANGULOS 

4.1. Rebatimento de Plano 

Para medirmos segmentos e angulos, necessitaremos com frequencia da 
v.g. de figuras planas. Desde o 19 capltulo sabemos obter uma vista em v.g., 
uti lizando proje<;:oes secundarias sucessivas da figura. 

Vamos agora mostrar o procedimento grafico para rebater um piano in
clinado sabre 7T 1 , outro processo muito utilizado para determinar tamoom a 
verdadeira grandeza de figuras planas. 
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A opera~ao de rebatimento e ja nossa velha conhecida desde o volume 1 
deste trabalho. ~ ela _que perm ite obter qualquer epura mongeana, rebatendo 
os pianos de proje<;:ao secundarios sobre o principal. 

Agora vamos discutir o rebatimento de pianos inclinados. Tomemos um 
piano a (fig. 222). Para rebate-lo sobre 1T 1 a charneira desse movimento s6 
podera ser a 1T1 , pois sera em torno dessa reta que todos os pontos de a irao 
girar ate cair sobre o piano principal. Se soubermos rebater um ponto A qual
quer de a, saberemos efetuar a opera<;ao para qualquer figura desse piano. 

Lembremos que. em epura (fig. 223), s6 temos a proje~ao do ponto A. 
Ao girar em torno de a 1T 1 , o ponto A devera descrever no espa<;q_ um arco 
de circunferencia cujo centro e o ponto B da char~eira (fig. 224}. Tai ponto e 
obtido quando se baixa de A um a perpendicular a a 7r 1 , sendo AB o raio desse 
arco. Apos rebatido, A'B continua perpendicular ao tra<;:o do piano, pois o 
ponto A descreveu uma trajet6ria em um piano perpendicular a a 7T 1 • Obser-
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vem ainda na perspectiva que AB nae e igual a AA 1 , que traduz a cota do 
ponto. 

Mas AB e reta de maximo declive de a I per ser perpendicular ao seu 
trac;:o. Logo, A1 8 tamoom e perpendicular a a. 1T1. 0 ponto rebatido (A') e 
sua projec;:ao principal (A 1 ) ·f icam assim em um a reta de 11 1 ortogonal a a 11' 1 

(fig. 225). Tomando uma vista basica do piano a. A2 8 2 e a v.g. do raio de gi-
' ro AB, e 1Tz e paralelo ao piano do arco AA', congruente ao arco A2 A'2 na-

quele piano. 
Portanto, em epura (fig. 226), de A 1 se tira a reta ~ 1 8 1 la 1T 1 e se to

ma a projec;:ao em v.g. de AB (A2 B2 ). Girando A2 para A'2 em1T11Tz, em tor
no de 8 2 , basta-nos uma linha de chamada para localizar A' i que coincide 
com o pr6prio A', rebatimento do ponto A sobre 7T1 • 

Ap6s rebatido o primeiro ponto de um piano, podemos fazer opera(fao 
similar para qualquer outro de seus pontos, como C (fig. 227). Via C2 e C~ 

chegamos a C' 1 na reta c.;1C' 1 , perpendicular a a 7T 1 • Mase possivel chegar 
mais rapido a C1 atraves da reta AC (fig. 228). De fate, a reta A 1 C1 determi· 
na um ponto 0 1 em a rr 1 que permanece fixo no rebatimento do piano a, 
isto e, D' 1 = D 1 • Entao a reta AC rebatida passa por A' 1 e D' 1 , determina n· 
ndo C1 em seu cruzamento com a reta C1 C' 1 (perpendicular a a 7T1 ). 

A operac;:ao inversa do rebatimento e chamada AL CAME NTO. 
Muitas vezes, no transcorrer de um problema, precisamos determinar 

pontos no piano rebatido e traze-los para a projec;ao principal. Suponhamos, 
ainda no piano a das figuras anteriores, que precisemos determinar em epura 
o ponto E 1 , projevao do ponto E de a. q ue conhecemos rebatido (E' 1 , na f i
gura 229). Atraves da linha de chamada localizamos E; em 11' 1 r.2 e alc;:amos tal 
ponto para E2 , girando em torno de 8 2 . De E2 a linha de chamada localiza 
E1 na reta Ei E1 , perpendicular a a7T 1 (fig. 230). 

Por meio da reta AE tambem poderiamos ter chegado ao alc;:amento do 
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ponto E (fig. 231). Bastaria prolongar A' 1 E 'i ate encontrar F' 1 = F 1 no tra-
90 a 7T 1 • A reta Fi Ai determinaria E i no cruzamento com E' i E i perpendi
cular a O'JT 1 • 

E pr~ciso um certo cuidado ao empregar o segundo processo tanto no 
rebatimento como no ah;amento. Se um ponto como G 1 (fig. 232) estiver 
muito pr6ximo da reta Ai A' i. a determina<;ao de G' 1 atraves da reta A 1 G 1 

pode ficar muito imprecisa, pois a interse<;:ao de A' 1 G~ 1 com G 1 G' i se dara 
sob um angulo muito pequeno. E claro que na epura ja tinhamos pontos tais 
como C1 que permitiriam muito melhor precisao na determinacao de G' 1 • Por 
outro !ado, pode acontecer tambem, como no caso do ponto H 1 , que a reta 
que passa por esse ponto e por A 1 nao encontra Ct 7T 1 nos limites do dese
nho. Mas igualmente terlamos C1 ou outro ponto de rebatimento ja conheci
do que pudesse leva H 1 a H' 1 . 

Uma observai;ao final: 0 rebatimento de uma figura plana normalmente 
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e feito para o lado do trac;o contrario ao que contem a projec;;ao dos seus pon
tos. Se a for rebatido para o mesmo lado (fig. 233), notemos que A" fica no 
mesmo semi-piano que A1 . i; imposslvel que um ponto rebatido coincida com 
a sua proje<;ao, mas -e dificil evitar cruzamentos e superposic;oes entre as linhas 
do piano projetadas e rebatidas. Voltando a epura (fig. 234), a opc;ao deve ser 
feita na hara de girar A2 em torno de 8 2 . G!rando no sentido anti-horario, le
vamos A2 para 7Ti 7T2 em A';;, descrevendo um angulo agudo. De A';; obtemos 
A" t. 

A figura 235 mostra o que aconteceria se tomassemos dais outros pon
tos M e N de a e os rebatessemos para os dais lados de CiJT1. 0 triangulo 
AMN rebatido para o mesmo lado da projec;ao cruzaria o lado M" 1 N" i com 
os lados Ai Mi e Ai Ni da proje<;ao desse triangulo. 

Entao, se quisermos ter figuras sempre distintas, na epura, e aconselha
vel descrevermos sempre o angulo obtuso, no rebatimento do piano. Mas, se o 
objetivo do operador for ode economizar espac;o no desenho, sua opc;ao deve 
ser a do anguto agudo. 
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Essa preocupac;:ao pode ser inutil se nos lembrarmos dos pontos de a 
que tern cota negativa. P, na figura 236, pertence aa mas se projeta do lado de 
a 7T 1 contrario a A 1 • Sua cota e. negativa e P2 p~rtence ao prolongarnento de 
A2 8 2 • Quando A2 gira pra A' 2 , P2 gira_para P' 2 , no mesmo sentido horario, 
pois o piano nao se quebra no rebatimento. De P' 2 obtemos P' 1 , que tambem 
trocou de lado do tra90 em relac;ao a A' 1 . Se experimentarmos 1igar os pontos 
A 1 a P 1 e P.1 a Pi, confirmaremos que essas retas se cruzarao em um ponto 
de cnr1 , propriedade que ja salientamos para todas as retas de um piano que se 
rebate. 

No rebatimento de uma figura dada por sua proje9ao principal e pelas 
cotas de seus pontos podemos quase sempre evitar o aparecimento de cotas 
negativas. Basta-nos ADICIONAR a todos eles o modulo da cota do mais bai
xo, se for negativa. lsso equivale a deslocar o piano rr 1 por translac;;ao ate pas
sar por tar ponto, que ficara corn a nova cota nula. Todos os pontos da figu
ra terao uma nova cota positiva. Pode interessar ao operador essa translac;:ao 
de 1T 1 com uma finalidade exatamente oposta: se todos os pontos .da figura 
que ele precisa rebater tern cotas muito altas, a deterrninac;ao da charneira 
an 1 pode ser impraticavel nos Ii mites do desenho. Se ele SUBTRAI R a todos 
os pontos a cota do mais baixo, o piano rr 1 subira ate conte-lo. 

Tanto numa situac;;ao coma na outra das acima citadas a figura rebatida 
ficara mais comodamente situada na epura. Porem tal artiflcio nao elimina a 
necessidade de ser dominado o rebatimento de pontos de cota negativa, pois 
eles podem surgir durante a resolu~ao de um problema. 

4 .2.Distancia de Ponto a Reta 

Quando se solitita determinar simplesmente a DISTANCIA entre dais 
elementos geometricos dados, sejam pontos, linhas ou superf fcies, sem ser 
imposta qualquer condic;;ao, deve ser entendido que e pedida a med ida do 
MENOR segmento de linha que tern seus extremos um em cada dos elemen
tos dados. 
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No caso de um ponto e de uma reta dados, essa menor distancia entre 
eles e dada pelo segmento de reta perpendicular a essa reta, passando por esse 
ponto. 

Vamos determinar a distancia do ponto A a reta BC (fig. 237). Ja sabe
mos que um angulo reto nao se projeta com 90°, a nao ser que um de seus la
des seja de cota constante. Mas A e BC determinam um piano. Se for tomada 
uma vista em v.g. do piano ABC, ou se rebatermos esse piano, a perpendicular 
de A a BC aparecera como tal. 

A dire9ao do piano ABC, que chamaremos de a I e determinada pelo 
ponto D de cota 2, a mesma de A. Como C tern cota nu la, a 1T 1 passa par 
C1 , paralela a A 1 D 1 (fig. 238). A vista basica de a permite achar A!1 , rebati
mento de A, e por meio dele B1

1 , rebatimento de 8. Como C esta na charneira, 
Ci coincide com C 1 e temos todos os dados rebatidos em 7r 1 • A perpend icu
lar baixada de A'1 a 8'1 Ci (reta P,:1 E~, na fig. 239) e o rebatimento da perpen
dicular de A a BC, pois todos os angulos e distancias em aaparecem em v.g. 
no rebatimento. A medida do segmento A' 1 E' 1 e a solw;ao do problema. 

Se a questao fosse achar a projec;:ao da perpendicular de A a BC seria facl
limo ah;:ar o ponto E, pois a perpendicular de E' 1 a a n1 determinaria E 1 

sabre BI C1. Nunca e demais observar que A1 Ei nao forma angulo reto com 
Bi C1. 

Ouando a projec;:ao da perpendicular e mais importante que a medida 
da distancia, a soluc;:ao deste mesmo problema pode ser obtida mais rapida
mente par outro processo. 

De geometria espacial, relembremos que toda reta de um piano ,3 per
pendicular a uma reta m (fig. 240) forma angulo reto com essa reta. Se m for 
a reta BC e passarmos 3 pelo ponto A, a interse9ao de S com m sera ope da 
perpendicular de A a BC, ou seja, o ponto Eda figura 239. 
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Ar 
0 

Voltando aos dados da epura (fig. 241), vamos tentar determinar E atra
ves do piano S . Podemos tomar uma vista em v.g. de BC, atraves de 
rr 1 rr3 // 8 1 C 1 , projetando tambem A em 1T 3 • Ouando temos uma reta 
paralela a um piano, todo piano perpendicular a reta sera perpendicular ao 
piano. Logo, o piano B estara em vista basica em 1T 3 e devera passar em A3 

para conter o pon_to A. Como todas as retas de B sao ortogonais a BC, sua reta 
de maxima declive tambem sera perpendicular a BC, e assim o angulo entre 
elas devera se projetar em v.g. em rr 3 . Entao B ;2 sera for~osamente perpendi
cular a B3 C3 (fig. 242), passando em A3 • Ainda por estar em vista basica, 
B cortara BC no ponto E que se projefa na interse<;:ao de 63 com B3 C3 . A 
linha de chamada de E3 determina E1 sabre 8 1 C 1 (fig. 243), e E 1 A 1 sera a 
projec;ao da perpendicular de A a BC. E o mesmo segmento da fig. 239. 

Observemos que tal processo nao fornece diretamente a distancia de A a 
reta BC. Para obte-la terlamos que determinar uma vista em v.g. do segmento 
AE. 
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4.3. Distancia de Ponto a Plano 

~ de mais facil determinac;:ao a perpendicular baixada de um ponto a 
um piano do que de ponto a reta. 

De fato, pelo teorema de geometria espacial que lembramos no Item an
terior, uma reta perpendicular a um piano e ortogonal a qualquer reta desse 
piano. Em epura, sendo ela perpendicular as retas de cota Constante do piano, 
anotemos a seguinte propriedade: 

4.3.1 - A proje<;:ao principal da reta perpendicular a um piano e perpen
dicular a direc;:ao do piano, e tal reta estara em v.g. quando o piano estiver em 
vista basica. 

Por outro lado, sendo tambem perpendicular a reta de maxi mo declive 
do piano, o angulo reto entre elas se copiara em v.g. no piano da vista basica 
do piano dado. Dal a outra propriedade: 

4.3.2 - A vista em v.g. da reta perpendicular a um piano e perpendi
cular a vista basica desse piano. 

Tenda em mente essas duas propriedades, podemos determinar a menor 
distancia do ponto A ao piano a, dado por seu trayo e pela reta de cota cons
tante m (fig. 244). 

Uma vez que ja temos a direc;:ao de a, a propriedade 4.3.1. per mite tra
c:;;ar ni perpendicular a a 1T l 1 que sera a projec;:ao principal da perpendicular 
de A a a (fig. 245). A vista basica do piano (a 2 ) permite trac;:ar n2 , perpendi
cular a ela, em virtude da propriedade 4.3.2. A interse9ao de n com aestara 
projetada em 8 2 , no piano rr 2 (fig. 246). 

A medida de A2 8 2 ja ea distancia pedida do ponto A ao piano Cl 

Se for necessaria a proje<;:ao principal dope da perpefldicular, uma sim
ples Ii nha de chamada localizara B 1 sabre n 1 . 
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~ interessante notar que a inclinac;:ao de n e 0 complemento da incli
nac;:ao de a, pois n2 , a 2 e 1T 1 7J2 formam um triangulo retangulo. Portanto a 
declividade da reta perpendicular a um piano e 0 inverse da declividade desse 
piano. Em consequencia, o mesmo acontece com seus intervalos. 

4.4. Distancia de Ponto a Plano, Sujeita a outras Condi~oes 

E interessante estudar outras condic;oes que podem ser impostas para 
medir a distancia de um ponto a um piano. 

Pode, por exemplo, ser exigido que o segmento seja medido paralela
mente a uma reta dada (m, na fig. 247). Basta entao trac;:ar pelo ponto dado 
(A) uma reta paralela a m (reta n) e determinar sua intersec;ao (ponto 8) com 
o piano dado (a). A medida do segmento dessa paralela do ponto ao piano 
(AB) e a solw;ao do problema. Tai exemplo nao permitiu a escolha de ne
nhum minima de distancia, uma vez que e unico 0 segmento da paralela a 
reta dada. 

A figura 248 ilustra, tambem em perspectiva, uma outra condic;ao para 
a distancia do ponto A ao piano a: que ela seja medida paralelamente a um 
piano S. dado. Todos os segmentos que partem de A paralelos a .3 estao con
tidos no piano 'Y que passct em A e ~ paralelo a 3 . Logicameme s6 poderao 
tais segmentos encontrar a na reta a 'Y . Entao podemos escolher o mais 
curto desses segmentos, que sera perpendicular de A a a -y, recaindo em dis
tancia de ponto a reta. 

Em epura, V::Jmos mostrar apenas uma aplicac;ao importante dessa ul
tima condic;cfo. Tomemos um piano a, dado por duas retas, e um ponto A 
(fig. 249). Vamos determinar o menor segmento de cota constante que liga 
A a um ponto de a 

Oual a relac;ao desse problem a com a situac;ao da figura 248? 
E simples . Todos OS segmentos de cota Constante sao paralelos a 1r1. 0 

problema poderia ser enunciado desta forma: "Determinar a distancia de A a 
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a , medindo tal distancia paralelamente ao piano 7T 1 ". Aplicando o que dis· 
cutimos na fig. 248, o piano 'Y seria o piano de cota constante que passa por 
A, isto e, o de cota 2. Sua interse9ao corn a ( reta a 'Y) seria a reta de cota 2 
desse piano (fig. 250), que se obtem corn a graduac;:ao de a. A rnenor distan
cia de A a essa reta e A 1 8 1 , que e perpendicular a reta de cota 2 cm de a, 
sendo 8 o ponto de interse9ao. 

~ A 

X. 

Depois de estudarmos angulos, neste mesmo capltulo, mostFaremos ou
tras condi<;:oes interessantes para medir a distancia de ponto a piano. 

4.5. Distancia entre Duas Retas 

A me nor d istancia entre du as retas concorrentes e nu la, evidentemente. 
Entre duas paralelas, o menor segmento que nelas se apoia esta na per

pendicular comum a ambas. De qualquer ponto de uma delas podemos tirar 
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uma reta perpendicular a outra, que, devido ao paralelismo, sera tamb~m per
pendicular a primeira. A soluc;:ao desse problema recai assim na distancia de 
ponto a reta (item 4.2). 

Resta-nos discutir o caso de duas retas reversas. I magin~mos as retas m 
e n em perspectiva (fig. 251 ). Podemos sempre passar pela reta n um piano 
a paralelo a reta m, o qual sera (rnico. Tai piano contera todas as retas que 
concorrem com n e sao paralelas a m. 

Se baixarmos de um ponto A qualquer de m uma perpendicular ao pia
no ae imaginarmos o ponto B coma ope dessa perpendicular em a{fig. 252), 
AB sera a menor distancia entre m e a, pois AB tambem sera perpendicular 
a reta m. De fato, qualquer outro ponto c de a I unido ·a A e B, forma um 
triangulo retangulo em B, pois sendo AB perpendicular a a, por h ip6tese, for
ma angulo reto com qualquer reta desse plano.(e BC pertence a a). A hipote
nusa AC e maior sempre que o cateto AB, o que demonstra a nossa tese, pois 
tambem A sera o ponto de m mais pr6ximo de B por ser AB 1 m. 

Passando pelo ponto B uma paralela a m, obtemos a reta p {fig. 253). 
Tai reta pertence ao piano a e representa a projec;ao ortogonal de m sabre a. 
E concorrente com n, no ponto que chamamos D .. Passando por D uma para
lela a AB, determinamos o ponto Eda reta m que se projeta em D. 0 segmen
to ED e o menor de todos que se apoiam nas retas me n, sendo sua med id a a 
soluc;ao do problema. A reta ED~ a (mica perpendicular concorrente comm e 
n, ou seja, a reta perpendicular comum as duas retas dadas. 

Vejamos o problema em epura, onde m e n sao qadas por dois pontos 
em proje9ao principal (fig. 254). 

Para definir o piano a basta passar por um dos pontos de n a reta q, 
paralela a m. Para baixar a perpendicular de um ponto de m ao piano a= nq 
temos que achar a dire9ao desse piano e obter sua vista basica. Unindo um 
ponto de n a outro de q( fig. 255) a gradua<;ao do segmento assim obtido per
mite-nos chegar a a 7T 1 , e deste a a 2 , vista b~sica do piano. Projetando m em 
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1T 2 (fig. 256) nao e simples coincidencia ser m2 paralela a a 2 . I sso tern que 
acontecer pelo fato de m ser paralela a a. De um ponto qualquer Ada reta m 
tiramos a perpendicular ao piano a (A2 8 2 1 a. 2 e A 1 B1 l a.n1 ). Se nos inte -
ressa APENAS A MED IDAda d istancia entre m en, ela sera A2 8 2 , v.g. de AB, 
que coma vimos na fig. 253, e congruente com ED. 

Se for importante a pr6pria perpendicular comum as retas m e n (ED), e 
s6 passar por 8 1 a reta p 1 I I m 1 , que determina D 1 em n 1 (fig. 257). De 0 1 

obtemos E 1 em m 1 passando a paralela a A 1 B 1 . As cotas de De E seriam fa
cil mente obtidas localizando 0 2 e E2 em a2 e m2 , respectivamente. 

Com apl icac;ao do Item 4.4. deste mesmo capi'tulo, podemos procurar a 
distancia entre duas retas reversas sob a condic;ao de ser med id a paralelamente 
a uma reta dada. Na fig. 258, vamos d iscutir como obter a distancia entre me 
n, paralelamente a reta d. 0 piano a pode ser passado porn paralelo am, co
mo no caso da perpendicular comum. A diferenc,;a esta ao tomarmos de um 
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ponto A de m a distancia ao piano a. Em lugcir da perpendicular, o segmento 
AB sera paralelo a reta d, coma vimos na fig. 247. 

A partir de B o problema se assemelha ao anterior. A reta p que passa 
por B, paralela am, determina C na reta n (fig. 259). CD I I AB da a distancia 
entre men, paralelamente ad. 

Esse problema nao nos lembra alga ja visto? CD nao e a reta paralela ad 
que concorre com as retas reversas men? Onde ja estudamos essa questoo? 

Voltemos a pagina 70, no capltulo 3. Encontraremos o mesmo proble
ma resolvido como aplica9ao de intersec;ao de retas e pianos. Logicamente a 
soluc;ao obtida ~ a mesma pelos do is proced imentos. 

A outra condicao do Item 4.4., discutida na figura 248, tambem encon
tra sua aplicac;ao na distancia de duas retas reversas. Dados m, n e o piano 
B {fig. 260), podemos procurar a distancia entre men, medida paralelamente 
ao piano S. Ap6s determinar o mesmo piano a,que contemn e e paralelo am, 
passamos par um ponto A de mum piano yparalelo a B que podemos imagi-
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nar encontrando a na reta a 'Y. Todos os segmentos de A a a, paralelos a S, 
encontram a na reta a 'Y, pois tern que pertencer ao piano r. Nesse problema 
ainda podemos escolher o menor segmento posslvel, que e AB (AB 1 a 'Y -
fig. 261). A partir de B o procedimento continua o mesmo, ou seja, passar 
p 11 m e determinar C em n. 0 segmento CD 11 AB da a menor distancia entre 
men, medida paralelamente ao piano B. 

4.6. Lugares Geometricos de Equidistancia 

0 problema inverso de med ir a distancia entre 2 elementos dados e de
terminar a posi~ao de pontos que estejam a uma distancia dada de um ele
mento dado. 

Geralmente todos os pontos que equidistam de um ponto, ou de uma li
nha, ou de uma superffcie dados possuem uma propriedade comum, que ca
racteriza uma linha ou superflcie chamada LUGAR GEOMETR ICO. Talvez 
todos nbs ja estejamos familiarizados com essa expressao, se estudamos dese
nho geometrico. 

Assim, no piano do desenho, dado um ponto A (fig. 262), todos os pon
tos q ue estao a 1 cm de distancia desse ponto pertencem a uma circunferen
cia, q ue e o lugar geometrico ( abreviaremos sempre para l.g.) dos pontos do 
piano que distam de A essa medida dada. No caso de uma reta r, o Q .g. dos 
pontos Que distam 1 cm dela e formado pelas paralelas Sep, pois OS pontOS 
pod em ser marcados a 1 cm para um lado ou para o outro da reta r. 

A tres dimensoes (fig. 263) os do is exemplos tern coma Q. g, superflcies, 
em vez de I inhas. Assim, o £.g. dos pontos q ue d istam 1 cm do ponto A e toda 
uma superffcie esferica de centro em A e raio 1 cm. 0 Q.g. dos pontos que dis
tam 1 cm da reta re toda a superfi'cie de um cilindro de eixo nessa reta e raio 
1 cm. E agora podemos tambem definir o £.g. dos pontos que distam 1 cm de 
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urn piano a dado. Sao os do is pianos Be 'Y paralelos a o.e dele distantes de 
1 cm. 

Ouando temos dais elementos dados e interessante definir o l.g. dos 
Pontos que estao equidistantes deles dois. 

A 

No piano, devemos saber, por exemplo, que dais pontos dados A e B 
(fig. 264) definem uma reta d que contem todos os pontos que estao a uma 
mes ma d istancia de A e de B. Essa reta e a MED IA TA I Z do segmento AB e 
sabre ela se cruzam todos os pares de circunferencias centradas em A e B e'de 
mesmo raio. A mediatriz e um £.g. de equidistancia, podendo ser deterrninada 
pela intersec;:ao de lugares geometricos. Ela e perpendicular ao segmento AB e 
passa no seu ponto med io. 

Outro exemplo de £.g. de equidistancia no piano sao as BISSETRIZES 
dos angulos de duas retas a e b (fig. 265), cujos pontos estao na intersec;ao de 
retas paralelas e equidistantes a a e b. A consequencia disso e que men div i
dem ao meio os angulos que a e b formam entre si. 

Ja no universo de 3 dimens5es, as do is Q.g. de equidistancia que acaba-
. mos de lembrar tern outro significado. Assim, dados 2 pontos A e 8, um par 
de esferas de mesmo raio cenhadas nesses pontos se interceptam em uma 
circunferencia (fig. 266). Todos OS pontos dessa circunferencia sao equidis
tantes de A e de B. Oualquer outro par de esferas assim geraria urn a circunfe
rencia ainda no piano a, que contem a primeira. Esse piano e denominado 
MED IADO R do segmento AB. E ff3cil demonstrar que ele goza da mesma pro
priedade da reta mediatriz, ou seja, e perpendicular ao segmento AB e contem 
seu ponto medio. Que o ponto M, na metade de AB (fig. 267), pertence ao Q;g 

de equidistancia a A e B e 6bvio demais. Demonstremos o teorema inverse: 
sendo a um piano perpendicular ao meio de AB, qualquer ponto C desse pia
no e equidistante de A e de B. De fato, ligando Ca M obtemos CM l AB (to
da reta de um piano perpendicular a uma reta ~perpendicular a essa reta). 
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Entao os triangulos retangulos CMA e CMB tern os catetos congruentes
(AM = MB). Eles sao simetricos, caso particular de congruencia inversa (pois 
tern orientac;:oes de vertices distintas). Suas hipotenusas sao congruentes, o 
que demonstra que C esta a mesma distancia de A e B . 

.oB 
M ,."I 

A~C 

No caso de du as retas concorrentes a e b, o Q.g. dos pontos equ id istan
tes d as du as, a tres d imensoes, nao se I irn ita as bissetrizes m e n (fig. 268). 
Chamando de a o piano ab, todos os pontos de S e de"'(, pianos perpendicula
res a a passando par m e n, respectivamente, sao equidistantes de a e b. Seria 
facil demonstrar tal propriedade. Deixamos essa tarefa a cargo dos leitores. Os 
pianos 2- e "'(, que podem ser chamados de BISSETORES do angulo ab, tern a 
mesma propriedade que 0 par de bissetrizes me n: sao perpendiculares entrc 
si. 

Mas a denomina<;:aO de BISSETO RES e mais apropriada para OS £.g. dos 
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pontos equidistantes de do is pianos dados (fig. 269). Quando temos do is pfa
nos a. e 3 concorrentes, o Q.g. dos pontos deles equidistantes e o conjunto dos 
pianos 'Ye o que dividem ao meio os angulos di~dricos formados por ae S. 
Tais como OS bissetores de duas retas, OS bissetores de do is pianos tambem sao 
perpendiculares entre si. 

Notemos ainda que, se duas retas ou do is pianos sao paralelos, seu £.g. 
de equidistancia se reduz a um unico piano. 

Quando temos tres elementos dados, podemos achar o £.g. dos pontos 
equid istantes desses tres efementos atraves da inters~ao dos Q.g. de equid is
tancia desses elementos tomados 2 a 2. Par exemplo, dados 3 pontos A, 8 e 
C, a intersec;:ao do piano mediador de AB com o piano mediador de BC dara 
uma reta que tambem estara coritida no piano mediador de AC. Essa reta seria 
Q.g. dos pontos equ idistantes, no espa<;o tridimensional, dos :tres pontos dados. 
E facil demonstrar que tal reta passa no circuncentro do triangulo AB C e e 
perpendicular ao seu piano. 

Aplic~oes em epura de todos esses lugares geom~trico!>serao encontra
das nos exercf cios finais deste capltulo. 

4.7. Angulo de Duas Retas 

A figura geometrica ANGULO e essencialmente plana, poise originada 
pela intersec;:ao de duas retas. 

Pedir a med id a do angulo que duas retas form am deveria entao pressu
por a coplanaridade das mesmas. Mas entendendo-se duas retas coma d irec;oes 
distintas no espac;o, o angulo que as retas reversas me n (fig. 270) form am en
tre si pode ser medido atraves de a, angulo que uma delas (n) forma com 
uma paralela am ( reta p) que passa par um de seus pontos. 

De qualquer form a a questao recai em medir o angulo de duas retas co
planares. Tomemos em ~pura as retas m e n concorrentes e procuremos deter-
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minar em v.g. a medida do angulo mn (fig. 271). Jll vimosque a projec;:ao prin
cipal nao mostra um angulo em sua med ida real, a nao ser quanda seus I ados 
tern cota constante, o que nao acontece na figura. 

Podemos sempre obter uma vista em v.g. do piano mn au rebate-lo sa
bre 1f 1 • Os pontos dados sabre me n oermitem determinar a direc;ao do piano 
a= mn e conseqi.ientemente seu trac;o a1T 1 (fig. 272). 

Para rebater a e suficiente usarmos 3 de seus pontos: A (concorrencia 
de m com n), B e C (pontos de me n sabre a7f 1 (fig. 273). Como 8 1 e C1 

coincidem com B' 1 e C' 1 , basta operarmos o rebatimento de A, obtendo A' 1 • 

As retas m' 1 e n' 1 nos permitem medir com um transferidor a v.g. do angulo 
das retas m e n. 

Duas retas formam entre si dois angulos agudos e dois obtusos, suple
mentares e congruentes dais a dais. Vamos pac:lronizar daqui em diante que, 
ao pedirmos a medida de um angulo de duas retas, estaremos sempre proq..1-
rando 0 angulo agudo. 

4.8. Angulo de Reta com Plano 

Ouando uma reta m atravessa um piano a em um ponto A {fig. 274), 
podemos trac;:ar em a varias retas passando em A. Na figura, destacamos ape
nas duas : a reta n, que passa no ponto D, pe da perpendicular baixada de um 
ponto B da reta m sabre a, e uma outra qualquer p. 

Vamos demonstrar que 0 angulo B formado entre men, e menor que '}', 
formado entre me p. 

Marcando o ponto E em p tal que AE = AD, comparemos os triangulos 
AEB e ADB. Como eles tern dais lados congruentes, o angulo que tais lados 
formam sera tanto maior quanta maior for o lado oposto. Seo lado oposto a 
B em ADB e BD, segmento perpendicular ao piano a (e portantb a menor dis
tancia de B a o), o oposto are BE no triangu lo AEB, necessariamente maior 
do que BO. Entao 3 <a 
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Portanto o menor angulo que uma reta m forma com uma reta de um 
piano a e aquele que ela form a com a sua proje9ao ortogonal sob re a ( reta n). 
Tai angulo define o_pr6prio angulo da reta m com o piano a. 

Devemos observar que, coma ABO ~um triangolo retangulo, Be o com
plemento. do angulo que m forma com BD. Dados a e m, nao precisamos 
obter n para medir o angulo de m com a. Basta-nos baixar de um ponto B de 
m a perpendicular a a e medir seu angulo com m. Subtraindo de 90° a med i
d a do angulo obtido entre m e BD (problema de angulo formado por duas 
retas)' temos a med id a do angulo m a. 

Resolvamos tal problema em epura (fig. 275). 
Tomemos logo a e m graduados. Podemos escolher o ponto B em qual

quer posic;:ao sabre a reta m, facilitando o preblema se o tomarmos com cota 
inteira (na fig., foi tornado com cota 2). Umavista basicade a(fig. 276) per
mite haixar a perpendicular BD a esse piano, conforme vimos no Item 4.3. 
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Poderlamos achar facilment~ o ponto A onde m atravessa a e liga-lo a 
D, obtendo a reta n, para determinar o angulo mn. Mase bem mais rapido 
achar o angulo de m com BO. Basta graduar BO, determinando-lhe os pontos 
de cota 1 e de cota 0. Os pontos de cota 1 em BD e em m perm item determi
nar a dire~ao do piano B formado por m e BD (fig. 277), e em conseqiiencia 
o trac;:o 6 n 1 . Usando-o como charneira, podemos tomar a vista basica de 
f3 em 7T3 e rebater. as retas BO e m, cujo angulo em v.g. sera () . Medindo 
esse angulo, basta achar seu complemento, que sera 0 angulo da reta m com 
o piano a. 

4.9. Angulo de Dois Pianos 

Quando do is pianos sao concorrentes, formam um angulo diedrico que 
pode ser medido atraves de um angulo de duas retas. 

I maginemos do is pianos a e B que se interceptam na reta a B (fig. 278). 
Escolhendo urn ponto A qualquer de B, baixamos a perpendicular AB sabre 
a. Podemos tirar vflrios segmentos de B a reta a 6. todos eles formando an
gu lo reto com AB, pois pertencerao sempre ao piano a. Na figura tra~amos 
apenas ·dois: BC perpendicular a a Se BO qualquer. Os triangulos ABC e ABO 
sac retangulos em B, possuindo um cateto comum AB. Entao, dos do is trian
gulos, o que possui menor o outro cateto, tern o menor angulo agudo em A. 
Sendo BC 1 a B e a menor distancia de Ba essa reta. Logo CAB< DAB. Co
mo os angulos agudos de triangulos retangulos sao complementares, ACB > 
ADB. 

Por outro !ado, coma AB e BC sao ortogonais a a 3, todo o piano ABC 
e perpendicular a a f3 e entao AC l a 3 Par um tratamento simetrico, deduzi
rlamos entao que, se passassemos por A uma reta perpendicular a B ela en
contraria et em E, no prolongamento de CB (fig. 279). 
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Portanto o angulo ACB e o maior agudo formado entre uma reta de a 
e outra de {i obtido quando seus lados sao perpendiculares a a S. Sua medida 
ea do ANGULO DIEDRICO a:3. 

Chamamos a atenc;:ao para o fato de que o teorema que acabamos de de
monstrar generaliza aquela propriedade que ja vimos da reta de maxima de
clive de um piano. Por ser perpendicular ao traf;O do piano, sua"inclinac;:ao me
dia a propria inclinacao do piano. 

Na determinacao de um angulo diedrico, podemos as vezes chegar mais 
rapidamente a sua medida tirando de um ponto P, fora dos do is pianos a e 
B (fig. 280), uma perpendicular a cada um desses pianos. De fato, sendo PM e 
PN tais perpend iculares, o piano PMN e ortogonal a a {3, por ser perpendicular 
a a (por center PM 1 O') e a S {por canter Pf'J 1 S ). Entao o ponto Q em que 
tal piano corta a B define OM e ON perpendiculares a a S, e assim NQM ~ a 
med id a do angulo a 13. Maso quadrilatero PMON tern angulos retos em Me N. 
A soma de seus angulos internos e 360° , e assim os angulos em Pe· em Q sao 
suplementares. I sso significa que o angulo agudo formado pelas perpendicula
res PM e PN tern a mesma med ida do angulo diedrico cd3. 

Varnes ver em epura como medir o angulo diedrico a B. sendo suas fa
ces dadas por suas retas de maximo declive (fig. 281). 

Podemos tomar um ponto P em qualquer lugar e com qualquer cota 
(fig. 282). - Escolhemos com a cota 1 por ser mais simples, evidentemente. 
Tomando uma vista basica de a em rr2 , podemos bai;ar a reta m perpendi
cular de P a a. E a reta PM da figura 280, mas nao nos interessa o ponto M 
em que ela atravessa a. E mais importante localizar seu ponto de cota 0. Pro
cedendo da mesma fbrma para Basua vista basica permite trac;ar a reta n per
pendicular de Pa S determinando seu ponto de cota 0. 

Chamando agora de 'Y o piano de m e n, podemos (jestaca-lo na figura 
283 e salientar seu tra<;;o 'Y 1T 1 , pelos pontos de cota nula de m e n. 0 rebati-
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mento de 'Yem 7T 1 determina a v.g. do angulo mn, que tern a mesma med id a 
do angulo d iedrico ped ido. 

4. 10. Lugares Geometricos de .Angulos 

No espa90 bid imensional, ou seja, no estudo do desenho geometrico, 
deve ter sido vista um Q.g. de angulos, bastante importante por suas aplicaQpes 
nas construc;oes de figuras planas. 

Sao os ARCOS CAPAZES de um angulo dado em relac;;ao a um segmen
to dado AB (fig. 284). 

Com base numa propriedade de angulos inscritos em um~ circunferen
cia, lembremos que todos os pontos do piano que, I igados aos pontos A e B, 
form am um mesmo angulo a (coma C, C', C", C"', C4

, C5 e C6 
I na figural es

tao situados sabre dais areas de c1rcunferencia simetricos em rela9ao a AB, 
que e uma cord a corn um aos dois. 
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A tres dimensoes, esse Q.g. seria a superfi'cie gerada pela rota~ao da figu
ra 284 em torno de AB. E do genero de superflcies chamado TORO Cl RCU
LAR (fig. 285). 

No caso particular do angulo Cl ser reto, os areas capazes sao sem icir
cunferencias, completando uma circunferencia inteira, para os pontos do pia
no. No espa«;:o, o Q.g. seria a superflcie de um a esfera de diametro AB . 

. Mas no espa«;:o trid irnensiorial ha um Q.g. das retas que passam par um 
ponto A e formam um angulo dado acorn uma reta m (fig. 286). Passando a 
reta n I I m pelo ponto A, todas as retas desse £.g. sao geratrizes de um cone 
de revolm;;ao de eixo n. Outra superflcie cOnica e o Q.g. das retas que passam 
em um ponto A e form am um angulo dado a. com um piano 3 (fig. 287). Ti
rando-se de A a reta ml B, ja vimos que toda reta que faz angulo a. com o pia
no B forma angulo complementar (90° - a.) com a perpendicular m, o que 
equivale ao £.g. da fig. 286. 

4. 11. Distancia de Ponto a Plano, Sujeita a Condi~es Angulares 

No (tern 4.4. prometemos outras cond i96es interessantes para med ir a 
distancia de um ponto a um piano. 

Vejamos o caso em que temos uma reta me queremos medir a distancia 
de um ponto A a um piano Cl, usando um segmento que forme com mum an
gu lo dado e (fig. 288). 

Passando por A a reta n paralela a m, o £.g. de todas as retas que for
mam angulo e com m, conforme vimos em 4. 10., e a superffcie do cone de 
revolu9ao cujas geratrizes formam angulo 8 com o eixo n (fig. 289). A inter
sec;:ao dessa superflcie conica com o piano asera uma curva conica (ellpse, hi
perbole ou parabola), cujos pontos distam de Ao comprimento da respectiva 
geratriz. E facil imaginar que, se m for dada perpendicular a Cl, a curva c6nica 
sera urn a circunferencia, pois a cortara o cone perpendicular ao seu eixo. Em 
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tal situac;:ao particular, qualquer geratriz teria o mesmo comprimento, que se
ria a distancia de A a a, formando angulo () com m. 

Fora desse caso especial, as geratrizes tern _comprimentos diferentes. Po
demos procurar a mais curta delas, que traduzira a menor distancia de A a er., 
sob aquela cond ic;:ao do angulo e com m. 

V amos baixar de A a perpendicular AB sabre a. Oualquer geratriz AC 
(fig. 290) determina com B um triangulo retangulo, do qual o cateto AB nao 
depende d a posi~ao de C na curva conica. Entao, quanto maior for BC, maior 
sera a h ipotenusa AC, e a mais curta geratriz correspond era a posic;ao de C 
mais pr6xima de B. 0 nosso problema depende agora de ach'!r o ponto da 
curva conic a que mais se aproxima de B. 

Passando um piano de projec;:ao 7T 1 paralelo a AB ea n, obtemos nele a 
vista em v.g. do piano ABO, onde D e a intersec;:ao de n com a (fig. 291). 0 
piano rr 1 e perpendicular a a por ser paralelo a sua perpendicular AB. Entao 
a estara em vista basica em 7T 1 , reduzindo a projec;ao da curva conica a um 
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segmento de reta em a rr 1 • Por ser paralelo ao eixo n do cone de revoluc;:ao, 
rr 1 mostrara o contorno desse cone como um triangulo, em que n1 e a bisse
triz do angulo 20 no vertice A 1 • Os outros vertices E 1 e F 1 desse triangulo 
sao as projec;:oes de E e F, extremos das geratrizes AE e AF que estao em um 
piano paralelo a 1T1. Como BD tambem e paralelo a 1T1 I OS pontos B, D, E e F 
estao numa mesma reta, sendo portanto as pontos E e F respectivamente o 
ma is pr6x imo e o mais afastado de B, sob re a cur'!a conic a. 

A medida de AE, que esta em v.g. no piano 1T 1 (A 1 E 1 ), e a menor dis
tancia de A a a I formando angulo e comm. 

Outra cond ic;:ao angular para a distancia de um po nto a um piano e a de 
que seja medida por um segmento que forme um angulo dado com outro pia
no dado. 

Na figura 292, suponhamos que se deseja medir a distancia de A a a, 
formando um angulo e com o piano S. Pelo que vimos em 4.10, passando par 
A a reta n perpendicular a 13 todas as retas que sairem de A formando angulo 
90° - e com n satisfazem a condic;ao exigida. 0 racioclnio seria o mesmo de
senvolvido nas figuras anteriores, com a (mica diferenc;:a de tomarmos o com
plemento de() para angulo das geratrizes com o eixo do cone de revolU<;:ao. 

A mais interessante aplicar;ao pratica dessa questao ocorre quando 
Be o piano 7T 1 • 0 problema equivale entao a achar o menor segmento que une 
um ponto a um piano, com declividade dada. 

Vamos analisa-lo em epura. 
Dados o ponto A e o piano a, determinemos o menor segmento de in-

clinac;:ao 60° que une A a um ponto de a (fig_ 293). 
Acompanhando o raciocfnio desenvolvido nas perspectivas, a reta n, 

perpendicular a 7T 1 , ~· uma reta basica (fig. 294). A vista basica de a, tomada 
em 7T 2 , tambem mostra n em v.Q., alem da perpendicular AB. Pertanto 7T 2 , 

tambem mostra n em v.Q., alem da perpendicular AB. Portanto rr 2 correspon
de ao 1T 1 da fig. 291). 0 ponto De a intersec;:ao den com cc 0 £.g. das retas 
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que saem de A e formam 60° com 1T 1 (e portanto 90° - 60° = 30° com n) e 
a superflcie do cone de revolu<;ao cujo contorno em n 2 sao as retas que for
mam 30° com n2 (fig. 295). Esse contorno determina Ei e Fi em o. 2 , sendo 
E2 Fi a proje1;ao da eli'pse em que a corta o cone. Como E e F pertencem a 
reta BO, as linhas de chamada determinam E 1 e F 1 em 8 1 0 1 . Ja vimos que 
AE, cuja V.Q. e A2 Ei I e 0 segmento pedido. 

E interessante notar que AF e o maior segmento de A a acorn a inclina
c;ao dad a. 

As condi<;:oes que acabamos de estudar tambem poderiam ser impostas 
para medir a distancia entre duas retas reversas. Nos exerclcios resolvidos 
(Item 4.13) desenvolveremos tais aplicat;6es. 

4. 12. Retas que Formam Angulos Dados com Duas Retas ou Pianos Dados 

Outra aplicac;ao do Q.g. das retas que formarn um angulo dado com 
uma reta ou corn um piano dados (Item 4.10) ea que vamos discutir a seguir. 

I maQinemos em perspectiva duas retas m e n, e um ponto A (fig. 296). 
Tentemos localizar uma reta que passe em A e forme um angulo dado acorn 
me outro angulo dado S com n. 

Passando em A a reta p I Im, todas as retas que fazem angulo acom .m 
sao geratrizes da superflcie conica de eixo p (fig. 297). A reta q I In define 
um a segunda superflcie conica cujas geratrizes formam o angulo G com a reta 
n. 

A reta procurada, se existir, devera pertencer aos dois Q.g.~ ao mesmo 
tempo. Seri a a intersec;ao das du as superfi'cies conicas. Para determ ina-la, po
demos imaginar urn a esfera centrada em A e de raio qualquer (fig. 298). Sua 
superflcie intercepta cada cone segundo uma circunferencia, pois todas as ge
ratrizes tern o mesmo comprimento, do centre a periferia da esfera. Se as duas 
circunferencias se cruzam nos pontos B e C, as retas AB e AC sao comuns aos 
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2 Q.g. de angulos e satisfazem, assim, a condi9ao pedida. 
Para operar em epu ra o proced imento e bast ante simples quando urn a 

das retas, m ou n, se projeta em vista basica (fig. 299). No exemplo, n e reta 
basica, o mesmo acontecendo com q, sua para le la passando em A. A outra 
(m) e inclinada, e com o mesmo intervalo temos p passando em A. 

Destacando apenas as retas p e q (fig. 300), podemos tomar a vista em 
v.g. de p, que tambem o sera para q. Os cones de eixo em p e q, confoime dis
cutimos na fig . 291), tendo tais eixos em v.Q., projetarao seus contornos em 
1T 2 formando os angulos a e 6 respectivamente, com p 2 e q 2 • Oualquer sec;ao 
dos do is cones, perpendicular a seus eixos, aparecera em vista basica em 1T 2 , 

ta is coma M2 N 2 no cone de eixo p e P2 02 no de eixo q. Para que essas se
c6es circulares estejam situadas em uma mesma esfera de centro em A, e ne
cessario que as geratrizes que aparecem em v.g. no piano rr 2 , tais coma AM, 
AN. AP e AO, tenham o mesmo comprimento. 
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Portanto, centrando compasso em A2 e descrevendo uma circunferencia 
de raio qualquer (fig. 301), obtemos sec;:oes nos dais cones (R 2 S2 e T 2 U2 ) 

que podem ter pontos comuns, par estarem na mesma superflcie esferica, tal 
coma foi visualizado na figura 298. Os pontos Be C estao superpostos na pro
jec;:ao em rr 2 , pois ambos pertencem a intersec;:ao das duas sec;:6es nos cones de 
eixos p e q, cujos pianos estao em vista basica (fig. 302). A sec;:ao que se proje
ta em T 2 U2 , sendo paralela a 1T 1 (cota constante), tera uma vista em v.g. no 
piano 7r 1 , ou seja, uma circunferencia centrada em q 1 comdiametroT2 U2 . 

Sabre ela se projetarao B e C, em_B 1 e C 1 • 

Temos o problem a resolvido, com as projec;:oes de AB e AC, as duas re
tas que passam em A formando angulo acorn me S com n. 

E preciso observar que essa questao pode nao ter soluc;:ao. Basta que OS 

cones nao se interceptem. Issa ocorrera quando a+ B for menor que 0 angulo 
form ado entre me n ( igual ao angulo pq). 
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Ouando a+ f3 for igual a pq os dois cones se tangenciarao e a solu9ao 
sera (mica. 

A operac;ao que acabamos de efetuar e exatamente a mesma para resol
ver dais outros problemas. 

0 primeiro e determ inar um a reta que passe em A, fa9a um angulo dado 
a com uma reta me um outro angulo dado B com um piano "f (fig. 303). Bas
ta passar p paralela a m e q perpendicular a 'Y. Os cones terao suas geratrizes 
formando angulos respectivos a comp e 90° - 13 com q. 

0 outro problema e determinar uma reta que passe em A, forme angulo 
a com o pl ano 'Y e angulo 13 com o piano 8 (fig. 304). Os cones tern eixos pl 'Y 
e qlo, e suas geratrizes formarao angulos de goo - a comp e goo - 3 com q, 
respectivamente. 

4. 13. Exercicios Resolvidos 

4.13. 1. Determ inar a projec;ao de um triangulo equilatero com um verti
ce em A e o lado oposto sabre a reta m (fig. 305). 

RESOLU<;AO 

Como a projec;:ao deform a os lados e angulos
1 
do triangulo equilatero, 

precisamos rebater o piano a, definido por me A, para constru ir o triangulo 
em verdadeira grandeza. Graduando m, obtemos a direc;ao de o:e o seu trac;:o 
a rr 1 (fig. 306), Qt)€ permite term' 1 e A' 1 • 

Na figu ra rebatid a o prablema e de desenho geametrico. Assim coma 
foi solicitado um triangulo, poderia ter sido qualquer outra figura plana com 
dados suficientes para sua constrw;;ao. Passando por A' 1 as retas que formam 
angulo de 60° cm m' 1 (fig. 307), localizamos 8' 1 e C' 1 , os outros dais veni-
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ces do triangulo pedido. Mas eles estao rebatidos. Para a solU<;ao do problema, 
basta-nos alc;a-los para a projec;ao em 8 1 e C1, sabre m1. Ai 81 C1 ea proje
c;ao ped id a. 

4.13.2. A figura 308 mostra em prajec;:ao principal o rasga ocorrido nu
ma chapa de plastico de direc;:ao de inclinacao de 60°. Para dificultar a expan
sao do furo, devemos torna-lo circular de diametro minima. Oeterminar a 
projec;ao de tal circular. 

RESOLUc;AO 

A primeira vista, pode parecer que OS dados sao insuficientes para resol
ver o problema, pois nao temos nenhuma cota. Mas se tomarmos 7T 2 perpen
dicular a d 1 garantiremos obter uma vista basica do piano da chapa, e esco-
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lhenda CQT 1 I I d 1 , a qualquer d istancia de d 1 , temos elementos para definir 
a2 (fig. 309) . Sabre a2 projetamos os tres pontas que nos parecem mais afas
tadas sabre a cantarna do rasgo. 0 rebatimento de A, B e C e suficiente, pois 
a circunferencia que passa nesses 3 pantas deve envolver toda o perlmetro d a 
figura irregular dada. No rebatimenta (fig. 310), basta determinar o circun
centra O' 1 do triangulo A' 1 B' 1 C' 1 (intersec;:aa das mediatrizes), trar;ar a cir
cunferencia e al<;;ar quantas pontos quisermos dessa curva, de preferencia 
usanda a prapriedade que mostramos na f igura 228 e nas seguintes. Tenda 
0 1 , E 1 ,F 1 , G 1 ,H 1 , etc., pademas uni-las parater a proje~odofuro circular 
minima que cantera a expansaa do rasgo. Facilita muito sabermas que tal 
curva e uma eli'pse. E precisa verificar se realmente tados os pontos da f igura 
dada ficaram dentro dessa ellpse. Se tal naa ocorrer e porque escolhemos mal 
os pantos extremas A, 8 e C. 

4.13.3. No tronco de prism a da fig. 311, determinar a distancia do verti
ce F a aresta DH ea face ADHE. 

RESOLUCAO 

Temos dois problemas distintos. 0 primeiro pede a menar distancia de 
um panto a uma reta ((tern 4.2.) e o segundo a meno'r distancia de um ponto 

a um pl ano ({tern 4.3). 
A figura 312 isola do prisma as arestas BF e DH para encontrar a distan

cia de F a DH . A cota de H nao foi fornecida porque as arestas sao paralelas. 
0 seu piano tern coma trai;;o B 1 D 1 , que pode ser tornado como charneira para 
rebater F em 1T 1 , obtendo-se F' 1 • A aresta DH continua para le la a BF no reba
ti mento, o que per mite determinar D' 1 H' 1 . Tirando-se de F' 1 a perpendicular 
F' 1 1' 1 a D' 1 H' 1 , o segmento F' 1 1' 1 da a medida procurada . 
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A figura 313 destaca a aresta BF ea face ADHE. Para achar a distancia 
de Fa essa face, sabemos que A 1 D 1 e o trac;o do seu piano. Entao 7r17T2 l 
A 1 D 1 da uma vista basica da face ADHE. Nao temos a cota de H nem a de E, 
mas 8 2 F 2 pode ser trac;ada e deve ser paralela a vista do piano, uma vez que 
toda aresta de um prisma e paralela as suas faces laterais. Assim a reta 8 2 F2 

permite trac;:ar· a vista basica da face (A2 E2 ) ea perpendicular de F2 a essa 
reta(F 2 J 2 ) determinaav.g.dadistanciade F aADHE. 

4. 13.4. Na f igura 314, um observador no ponto A percebe o sol brilhar 
no ponto B, refletido no cano metalico (cotas em metros). Determinar a dire
c;:ao dos raios sol ares nesse exato momenta. 

RESOLU<;AO 

Pelo que devemos saber de 6tica, o raio solar que estiver contido no pla-

ESCALAl/20 
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no definido pelo ponto A e pelo eixo do cano (que vamos chamar a), e atin- -
giro ponto 8 formando com o cano o mesmo angulo que faz AB, sera aquele 
que o observador vera refletido ao olhar para o ponto B. 

A figura 315 destaca apenas os pontos e o eixo do cano. Neste, pode
mos localizar o ponto de me~ma cota de A, definindo a dire«;:ao de a. Na esca
la da figura as cotas sao mu ito grandes para o desenho. Pod~_mos subtrair 
1,5m de todas elas, ficando com o ponto mais baixo do cano de cota 0, por 
onde passara entao o trac;o a,1T 1 (fig. 316). 

Tomamos entao a vista basica de a, onde se situ am A 2 e 8 2 , que po· 
oom ser rebatidos sob re 1T 1. 

No rebatimento (fig. 3 )7) todos os a~ulos sob re~- p~ ano a estao em 
v.g. Determinando o ponto C' 1 simetrico de A' 1 em rela<;ao ao eixo do cano, 
a reta 8' 1 C! 1 dara a dire~ao d' 1 do raio solar incidente em 8' 1 que se reflete 
em A' 1 I uma vez que A' 1B'1 e C' 1B'1 fazem 0 mesmo angulo com 0 cano. 
Bastaria alc;ar essa dire<;:ao para ter a resposta do problema na proje(;ao princi
pal. 

Tivemos neste problema a aplic~ao de reta perpendicular a reta sem en
volver a med id a de distancia. Conforme comentamos nas figuras 240 a 243, a 
soluc;ao poderia ter sido encontrada atraves de piano perpendicular a reta. A 
figura 318 mostra esse caminho. Tomando a vista em v.g. do eixo do cano, 
passamos por A3 o piano 3 que lhe e perpendicular, e que esta em vista basica 
em 1T 3 . Chamando D a intersec;ao de ;3 com o eixo do cano, AD e a perpend i
cular de A ao cano, que permite localizar o simetrico de A (ponto C) ja na 
projec;:ao principal. 8 1 C1 e a direc;:ao pedida dos raios solares. Notemos a 
vantagem deste processo sabre o primeiro, lembrando que, na fig. 317, ainda 
falta al~ar d . 

4. 13.5. Numa m inerac;:ao, um veio piano de m inerio foi atravessado por 
uma sondagem vertical feita em. A entre as profund id ad es de 15 m e 27 m 
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F1C23l 

(fig. 319). A galeria aberta em 8, descendo com a declividade 20%, atravessou 
o mesmo veio entre os pontos Ce D. Determ inar a espessura desse veio (cotas 
em metros). 

RESOLUCAO 

Um veio piano e uma placa de minerio limitada entre do is pianos parale
los (teto e base do veio) . O problema e aplica<;:ao do Item 4.3., pois teremos 
apenas que medir a menor distancia de um ponto do teto ao piano da base, ou 
vice-versa. 

Subtraindo as profundidades do furo vertical em Ada cota desse ponto, 
obtemos os pontos E e F onde o p0«;0 atravessou o teto e a base, respectiva
mente, do veio de minerio dado (fig. 320). Na galeria do ponto B, o intervalo 
sera de 5m (5mm no desenho). Havendo 4 intervalos entre B e C nessa reta, a 
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cota deste ponto sera 41 m. 3 intervalos entre C e D ind icam como 38m a cota 
deste ultimo. 

Estamos entao com uma reta no teto do veio (EC} e outra na sua base 
(FD). Sao as retas m en da figura 321. Sabemos que pianos paralelos contem 
retas paralelas. Passando por C a reta p I Im, ela tera que pertencer ao piano 
do teto do veio, par ser paralela a uma reta da base. Do mesmo modo, a reta 
q I I n devera pertencer ao piano da base par ser paralela a uma reta do teto. 
Entao cx=pn e 0 teto e S=qmEfa base. Determinando adire~ao de um desses 
pianos, podemos escolher qualquer ponto do outro e estabelecer a distancia 
de tal ponto ao piano, conforme procedimento do item 4.3. 

(32) 

(25) 

4. 13.6. D ecompor o vetor AB segundo as d ire<,::oes AC, AD e AE (fig. 
322). 

RESOLUCAO 

As componentes do vetor AB serao as arestas de um paralelepipedo que 
tern AB coma diagonal, sendo AC, AD e AE os suportes das suas arestas que 
concorrem no vertice A. 

Para construi'-lo, podemos passar por B uma parelela a uma das retas da
das ate encontrar o piano definido pelas outras duas, o que dara um segundo 
vertice do s61ido. Issa equivale a obter a distancia de um ponto a um piano, 
paralelamente a uma reta dada, o que discutimos na fig. 247. 

Sendo AE de cota constante, no problema, e ma is simples tomar o pia
no que ela form a com AD ou com AC e achar a distancia de Ba tal piano, pa
ralelamente a terceira reta. Na figura 323 passamos por Ba reta BF paralela a 
AD. A vista basica do piano AEC permite determinar o ponto G em que ele 
corta BF. 
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G e o vertice do paralelogramo no piano AEC. De G 1 paralel as a A 1 E 1 

e A 1 C1 completam u_ma face desse s61ido na projec;:ao principal (fig. 324). As 
demais arestas podem ser facilmente trac;:adas paralelamente as 3 d irecoes da
d as. As ·situadas em AC, AD e AE sao os vetores comp::mentes de AB naquelas 
di rec;;oi:s. ~ 

E preciso · notar que somente A r tern seu m6dulo em v.g. Se quisesse
mos At e AH em v.g. ter(amos de projeta-los em pianos paralelos ou rebater 
o piano CAD. 

Esse problem a pode ser aplicado na flsica para decompor fon~as, veloci
dades, acelerac;;oes, momentos, e outras grandezas vetoriais. 

4.13.7. Um veio piano de minerio tern coma teto o piano ae coma base 
o piano S. A figura 325 mostra o seu afloramento no piano 7T 1 , que ea super
f(cie do solo. 0 terreno local apresenta uma falha segundo o piano -y, que des
locou o veio para a' e S'. A direc;ao do deslizamento no piano da falha foi d. 
Determinar a amplitude desse deslocamento. 

RESOLU<;Ao 

As set as nas retas de max imo declive sao usadas para ind icar o mergulho 
de cad a piano, isto e, 0 sentido em que tais pianos descem com 0 angulo de 
inclinac;;ao especificado a seu lado. 

Tomando o ponto A do piano a no piano da falha (figura 326), s6 te
mos que determinar para onde tal ponto se deslocou em a' . Como de a dire
c;;ao da trajet6ria, o problem a recai em med ir a distancia de A a a' nessa dire
c;ao, ou seja, e outra aplicac;ao do que vimos na figura 247. Passando par A a 
reta m I Id, ela pertence ao piano 'Y . A vista basica 'Y-z permite localizar ou-
tro ponto de m { na figura, o ponto B de cota - 1 Om). . 

A vista basica de a' determina onde esse piano corta m, atraves de C3 
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que leva a C 1 (fig. 327). 0 ponto C ~ aquele do teto do veio para onde desli
zou o ponto A com a falha do terreno. Para a medida da amplitude do deslo-

camento desse ponto, falta-nos apenas tomar AC em v.g. no piano 11' <-. A4 C4 , 

med ido na escala do desenho, resolve o problem a. 

4.13.8. No tetraedro ABCD, determinar a menor distancia do ponto M 
de CD ao piano ABC, med id a paralelamente a face ABO (fig. 328). 

ESCALA 1/2000 

8 § 
lrr1 

oc'1T1 
01(3) 

A,C 

RESOLU<;AO 

Esta e uma aplicac;;ao da teoria mostrada na perspectiva da figura 248. 
Passar par M um piano paralelo a face ABO e simples no tetraedro, pois 

secionara as outras faces segundo o triangulo MNP, de lados paralelos a ABO 
(fig. 329) . Todos OS segmentos de Ma ABC, paralelos a face ABO, serao cevia-
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nas do triangulo MNP. A mais curta sera a altura desse triangulo, que so pode
ra ser trac;:ada no rebatimento de MNP. Poderlamos ter achado as cotas de M 
N e P, mas o paraleJismo de seu piano a ABO permite obte-los em vista basi
ca atraves da direc;:ao_do_plano ABO. A figura 330 mostra o final do problema, 
trac;ando a altura M' 1Q' 1 no rebatimento de MNP. Nao e' necessario seu a lc;a
mento, pois foi pedida sua medida, que esta em v.g. no rebatimento. 

4.13.9. Em urn a maquina, men sao dais eixos que devem ser movimen
tados par um unico parafuso sem fim (fig. 331). Determinar a projec;:ao do ei
xo dessp pa1u.uso, desprezando as raios dos eixos e do parafuso (cota P.m mi
llmetros). 

RESOLU<;AO 

Um parafuso sem fim e o meio ma is simples de transmitir um movimen
to de rotac;ao de um eixo para outro perpendicular. Como a~ retas men sao 
reversas, o parafuso sem tim deve ter seu eixo perpendicular as duas retas si
multaneamente. Portanto e a perpendicular comum, que estudamos no Item 
4.5 .. A disposi<;ao dos dados facilita a resoluc;:ao, pois sendo m de cota cons
tante, a sua paralela q passada par um ponto den ja ea direc;;ao do piano ~A 
figura 332 mostra a soluc;:ao DE, obtida atraves das mesmas etapas das figuras 
de nu meros 254 a 257. 

Podemos observar que a posii;;ao particular -de m faz com que ela se pro
jete em vista basica em rr'2.. Nao precisarfamcs ter escolhido o po·nto A qual
quer e baixa:io AB l o.. D iretamente de m2 , baixando a perper.dicular a o. 2 , 

ja teri'amos a proje<;:ao E2 0 2 da perpendicular corn um (notemos que p I I m 
coincide com a linha de chamada), que levaria direto a E 1 D 1 . 

4.13.10. Em uma instala9ao eletrica , projetada na figura 333, determi
nar a menor distancia a que passa o fio UV do f io XY (cotas em centi'metros). 
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ESCALA l/10 

ESCALA I /2 

RESOLUCAO 

Destacando apenas os fios, o problema recai ainda no Item 4.5 (fig. 
334). Mostramos a resolu9ao usando as mesmas letras (UV = m e XY = n). 
Tomamos. V coma o ponto A da discussao te6rica. A solu~ao do problem a 
ea med id a A 2 82. 

Essa aplicac;:ao troouz a necessidade que temos de encontrar APENAS 
A DISTANCI A entre du as retas reversas, sem precisar lig&las pela perpend icu
lar corn um. Em eletromagnetismo e importante saber a d istancia que separa 
do is condutores, pela influencia mutua que suas correntes exercem. 

4. 13. 11. Oemonstrar Que a perpendicular com um a du as arestas opos
tas de um tetraedro regular passa pelos seus pontos medias e obter a projec;ao 
desse s61ido na d irec;:ao dessa perpendicular. 
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RESOLUCAO 

Tomando uma face no piano 1T 1 (fig. 335), a projec;ao principal de um 
tetraedro e a mais simples posslvel. A 1 Bi Ci e triangulo equilatero e o vertice 
oposto V se projeta no seu centro. 

Na vista basica da face VAC, obtida com 7T 1 Tr 2 l Ai C1 , a proje9ao V2 

pode ser encontrada na linha de chamada de V 1 e no alc;amento da face V AC, 
pois no seu rebatimento em torno de AC o vertice V cair.ia em B1 , uma vez 
que todas as faces do sblido sao iguais. 

Destacando as arestas opostas AC e VB, o piano aque passa par VB e e 
paralelo a AC esta em vista basica em 1T 2 (fig. 336). E ntao a perpendicular 
baixada de A 2 = C.2 a a 2 determina M2 tal que A 2 M2 ja mede ad istancia en
tre as du as arestas consideradas. 

Como AC esta em vista basica, as linhas de chamada perm item Iago en
caixar Mi Ni entre as projec;:oes A 1 C 1 e V 1 B1 das arestas (fig. 337). 

Observando o triangulo V2 A 2 B2 , notemos que e is6sceles (V 2 A2 = 
A2 8 2 ), onde a altura N2 M2 co inc id e com a med iana. Esta en tao demonstrado 
que Meo ponto media de VB, sendo evidente, em rr 1 , que N1 e ponto media 
de Ai C 1 , ja que M1 N 1 e superposta a altura de A 1 B1 C1 , e assim fica tambem 
demonstrado que N esta na metade da aresta AC. 

56 resta projetar o tetraedro na direc;ao de MN (figura 338). Tomando 
1T 2 coma proje9ao principal, MN e reta de cota constante e podemos passar 
n 2 1r 3 perpendicular a M2 N2 . Em 11 3 essa perpendicular comum a AC e VB se 
projeta em vista basica (M 3 = N 3 ). Projetando todos os vertices na nova vista, 
podemos observar Que o contorno do s61ido ficou um quadrado, do qual 
M3 = N3 e o centro. 

4.13.12. Em uma industria, as normas de seguranc;;a para instala~ao de 
um equ ipamento ex igem urn ad istancia mi'nima de 8m de uma valvula em A, 
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A 

5m de tubulac;ao UE e 10m da parede vertical de um galpao em BC, na planta 
da figura 339 (cotas em metros). Determinar as posic;:oes dos pontos mais 
prbx imos que satisfazem tais condic;:oes. 

RESOLUc;AO 

Trata-se de uma aplicac;ao dos Q.g. que comentamos na figura 263. 
Todos os pontos que estao a Bm de A, na escala do desenho, pertencem 

a superfr'cie da esfera de centro em A e raio 1,6cm, cujo contorno na planta e 
a circunferencia da figura 340. Aqueles que distam 5m de DE estao na super
Hcie de um cilindro de eixo nessa reta e raio 1cm, cujo contorho em planta 
tambem esta mostrado na figura. 0 terceiro £.g. e o piano basico a, distante 
2cm de B 1 C 1 , que contem todos os pontos que estao a 10m da parede. 

A intersei;:ao desses tres 2.g. dara os pontos que resolvem o problema. 
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A figura 341 mostra a intersec;;ao da esfera com o piano a. Como este 
ultimo esta em vista basica em 1T 1 , a circunferencia que ele corta na esfera se 
projeta no segmento F 1 G 1 • Sua v.Q. pode ser obtida com tr 1 7T 2 I I arr 1 , bas
tando projetar A com sua cota e trac;ar a circunferencia de centro A 2 e diame
tro F 1 G1 • 

A figura 342 fornece a ellpse em que o piano acorta o cilindro de eixo 
DE. Para determinar seus pontos, usamos v~rias geratrizes do cilindro, com 
cotas obtidas em sua vista basica no piano 7T 3 • 

Tenda ocorrido a intersec;:ao dessa el(pse com a circunferencia de centre 
A2 , os pontos comuns as du as curvas (X2 e Y 2 ), que tern a projec;ao principal 
em et1T 1 (X 1 e Yd, determinam os pontos Xe Y que resolvern o problema. 

A resoluc;;ao grafica seria mais trabalhosa se a tubulac;ao DE nao tivesse 
cota constante, pois terlamos de conseguir nova projec;:ao secundaria para 
obter a vista basica do cilindro. 

4.13.13. Determinar o centro da esfera cuja superHcie contem os pon
tos A, B, Ce D (fig. 343). 

RESOLUC:::AO 

0 Centro da esfera e equidistante de todos OS pontos da superflcie. Por
tanto, devera pertencer aos pianos mediadores dos 6 segmentos determinados 
pelos 4 pontos dados. Determ inando-se a intersec;;ao de 3 desses pianos media
dores, o problem a estara resolvido. 

A figura 344 traz a interse~ao de a, piano med iador de BC; com [3, pia
no mediador de CD, Lembremos que a vista em v.g. de cada segmento forne
ce a vista basica do seu piano med iador, pois esse piano e perpendicular ao 
segmento passando em seu ponto media. E ntao a.2 1 8 2 C2 passa em E2 , na 
metade de B2 C2 , e 8 3 1 C303 contem F 3 , ponto mediode C3 0 3 . A reta 
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a~ foi encontrada atraves de 2 p.ontos: a intersec;:ao de a 7T 1 com (3 1T 1 ea in
tersec;:ao das retas m e n de cota 1 em a e (3 respectivamente. 

A figura 345 define -y, piano mediador de AB, atrav6s da proje<;ao em 
7r4 , e determina a-y, intersec;ao desse piano com o mediador de BC. 

0 ponto comum a aB e a 'Ye o ponto X, destacado na figura 346. Sua 
projec;ao_ principal permite levantar a linha de chamada para obter X2 sobre 
a,2 , que fornece a cota do ponto. 0 centre da esfera p'ed ida e esse ponto X. 

Devemos advertir os leitores para duas ocorrencias que devem ser evi
tadas, uma na posic;:ao dos dados e outra na escolha dos pianos mediadores. 

0 que acontecera ao problema se 3 dos pontos dados estiverem em li
nha reta? E se os 4 estiverem em um mesmo piano? 

No primeiro case nao teremos solu9ao, pois uma esfera s6 pode ser atra
vessada par urn a reta em 2 pontos, e nunca poderlamos ter uma superf fcie es
fe rica com 3 pontos al inhados. 
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E no segundo caso? 0 problema pod~r~ ser impossivel ou indetermina
do. Se A, B, C e D estiverem em um (mico piano, este sera fon;:osamente uma 
se~ao da esfera (sempre um clrculo). Como 4 pontoscoplanaresde'finem um 
quadrilatero, nem sempre e possfvel passar uma circunferencia pelos 4 verti
ces. Se o quadrilatero for inscritlvel numa circunferencia, esta sera a sec;:ao da 
superflcie esferica pedida, mas havera uma infinidade de solu<;oes para o pro
blem a: 0 centro da esfera podera ser um ponto qualquer na reta perpend icu
lar ao piano ABCD, passando pelo centro da circunferencia circunscrita a esse 
quadrilfttero. Se nao for posst'vel passar uma circunferencia pelos 4 pontos da
dos, 0 problema nao tera solw;:ao. 

Quanta a escolha dos pianos mediadores, na resoluc;:ao do problema, o 
que acontecera se tomarmos 3 segmentos que formam um triangulo, como 
As, BC e CA, por exemplo? 

Tai opc;ao deve ser evitada, pois nao determinara o centro da esfera. 
Deixamos para o racioclnio de cada leitor a dedu<;ao dessa afirmac;:ao. Como 
pista, lembramos a observac;ao final do Item 4.6. 

4. 13. 14. U ma I age triangular A BC deve ser escorada par um tripe for
m ado por tres vigas pre-moldadas iguais, que se apoiem nas estacas cujas ca
bec;:as estao em D, Ee F (figura 347). Determinar o comprimento dessas vigas 
e o ponto da lage ABC em que se incrustara o vertice do tripe (cotas em me
tros). 

RESOLU<;AO 

Se 0 tripe deve ter as pernas iguais, seu vertice sera equ id istante de DI 
E e F. Ternes apenas que achar a ponto do piano ABC que equid ista de D, de 
E e de F. 

Todos os pontos equidistante~e D e E estao no piano mediado~ 
DE; de Ee F no piano mediador de EF; e de F e D no piano mediador de FD. 
Poderlamos entao trabalhar em epura com tais pianos, coma fizemos no pro
blema anterior. Mas ja observamos no a'tem 4.6. que esses 3 pianos mediadores 
se interceptam segundo um a reta que sai do circuncentro do triangulo DEF e 
e perpendicular ao seu piano. 

A figura 348 destaca DEF e rebate seu piano para achar o circuncentro 
G'1 no encontro das med iatrizes, alc;ando-o para G 1 . De G 1 e G 2 trac;:amos as 
projec;:6es da perpendicular ao piano DEF, sabre a qual tomamos um segundo 
ponto H. 

A figura 349 volta a considerar o piano da lage e determina onde GH o 
atravessa (ponto X). As pernas do tripe sao XO, XE e XF. Para terminar o 
problem a precisar(amos med ir o c.omprimento de uma delas numa vista em 
v.g., o q ue de ix amos a cargo de cada le itor. Se for desejada urn a confirmac;:ao 
da equidistancia e suficiente ter a paciencia de determinar o c.omprimento das 
tres pernas e compara-las. 
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ESCALA I/ 250 

4.13.15. Uma cobertura em forma de cone de revolw;ao estli apoiada 
nas v igas DA, DB e DC (fig. 350). Determinar seu eixo na projec;ao principal 
(cot as em metros). 

RESOLU<;AO 

Estamos procurando uma reta cujos pontos equidistam de 3 retas dadas 
(no cone, DA, DB e DC sao gerafrizes, das quais o eixo equidista). Na figura 
268, vimos que 0 Q.g.(dos pontos equidistantes de duas retas dadas e um par 
de pianos Que passam nas bissetrizes dos angulos que elas formam, sendo per
pend icu la res ao seu piano. 

A figura 351 mostra ~ rebatimento do angulo ADC, que nos permite 
trac;:ar a b issetriz rebatida m' 1 e a l«;<i-la. Pela posic;ao dos dados, nao nos inte
ressa a outra bissetriz desse angulo. 0 piano a que contem m tern seu tra<;:o 
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passando em E (ponto de cota 0 de m). Para ser perpendicular ao piano 
DAC, a contem a reta OF perpendicular a esse piano, cujo trac;:o F determina 
com E o trac;o do piano (a n 1 ). 

Constrw;:ao semelhante pode ser feita para o angulo BOC (fig. 352). 0 
seu rebatimento localiza a bissetriz n, cujo trac;:o G determina, com o ponto H 
(trac;:o de DH, perpendicular ao piano BOC), o trac;o de 3, um dos pianos bis
setores do angulo BOC. A intersec;ao de a com S passa no ponto I, comum a 
a:rr 1 e :3 rr 1 • Entao DI e a reta a p. Todos os seus pontos sao equ idistantes de 
DA, DB e DC, pois estao na intersec;:ao dos £.g. de equidistancia dessas :-atas, 
tomadas du as a duas. 

N aturalmente poderlamos ter trabalhado com o bissetor do angulo 
ADB, que tambem contem a reta DI. Recomendamos uma confirmac;:ao grafi
ca-Oessa propriedade. 

0 cone cuja superfi'cie contem as arestas de um triedro e CIRCUNSCRl
TO a esse triedro, propriedade espacial correspondente a circunferencia cir
cunscrita a um triangulo, na geometria bid imensional. 

4.13.16. Determinar o eixo do cone de revolw;:ao de maior abertura que 
pode ser torneado de um bloco metalico em forma de piramide (ABCD), de
vendo o vertice de tal cone ser o ponto D (fig. 353 - cotas em mili'metros). 

RESOLU<;AO 

Como a opera9ao de torneamento somente CORT A materi~I do bloco, 
o cone ped ido deve estar inteiramente contido no interior da piramide. 0 de 
maior abertura posslvel e o que tangencia as tres faces concorrentes no vertice 
D, ou seja, o cone INSCRITO no triedro de arestas DA, DB e DC. 

0 eixo de tal cone deve ter todos os seus pontos equ idistantes das faces 
DAB, DBC e DCA. Conforme comentamos na figura 269, as pontos equidis-
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tantes das faces DAB e DBC estao em um dos pianos bissetores do angulo 
diidrico da aresta DB. Tambem os equidistantes de DBC e DCA estao em um 
dos bissetores do diedro de aresta DC. A intersec;ao desses do is pianos bisse
tores sera 0 Q.g. dos pontOS procurOOOS, isto e, 0 ~XO do cone inscrito na pi
ramide. 

Vimos no Item 4.9. que o angulo de dais plllnos deve ser med ido 'em 
uma sec;ao perpendicular a sua interse<;:ao. Quando esta e uma reta em vista 
basica, coma j a acontece com CD, os pianos do d iedro estao tambem em vista 
basica (fig. 354), e o seu angulo se projeta em v.g. Como o bissetor divide ao 
meio o angulo diedrico, tambem ele esta em vista basica, e assim acontem a 
bissetriz do angulo A 1 C1 8 1 , sendo ele o bissetor do diedro da piramide de 
aresta CD. 

Para achar o bissetor do angulo diedrico de aresta DB o trabalho e bem 
maior. Poderlamos obter urn a vista basica dessa aresta, mas preferimos traba
lhar com as retas perpendiculares aos pianos, conforme a observa~ao da fig. 
280. A ind a na figura 354 passamos par D as retas ml DBC en l DBA. Obser
vemos que m tern cota constante porque B DC e piano basico. A reta n neces
sitou da vista basica do piano OBA para ser trac;ada, e sabre ela escolhemos 
um segundo ponto ' E, de cota 150mm, para trabalhar com ela em outras pro
je96es. 

Na rigura 355 rebatemos o piano mn (subtraimos a cota de m, 80mm, 
de todos os pontos, para q ue m seja a charneira) e trac;amos p'~, bissetriz do 
angulo entre m e n rebatido. Ah;amo-la para p 1 atraves do seu ponto F de 
mesma cota de E. E facil constatar que o piano bissetor procurado deve ser 
perpendicular a reta p. 

Restaurando as antigas cotas para voltar a trabalhar com o mesmo 1T 
1 

original (fig . 356), tomamos a vista em v.g. de p, onde podemos passar 3
4 

1 
p4 e consequentem~nte B tr1 que e o trac;:o do piano bissetor do angulo das 
faces OBA e DBC. E interessante notar Que B rr 1 deve passar em g

1 
e ser per

pendicular a p 1 , alem de encontrar ;3 4 em 1T 1 rr 4 . 
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A intersec;ao dos bissetores a e S e a reta DG, onde G e o ponto de in
terse~o de a 1T 1 com {3 rr 1 . Essa reta e o eixo do cone procurado. 

4.13.17. Na piramide VABCDE (fig. 357), determinar o angulo que ca
da aresta lateral forma com o piano da base. 

RESOLUCAO 

Notemos que o piano da base, que vamos denominar y, fo i determina
do pelos pontos A, B e D, cujas cotas foram dad as. Oueremos achar os angu 
los de VA, VB, VC, VD e VE com esse piano J,. 

No (tern 4.8. estudamos angulo de reta com piano. Para proje t ar as a res
tas em a , basta baixa r de V a perpendicular ao piano da base. Determ inando 
em AD o ponto de cota 1 (fig . 358), temos a dire<;:ao de a .e sua vista basi ca 
em rr 2 . A alturadapiramide seraentao VF, perpendicular de V ao piano Cl . 
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Poderi'amos agora ligar F a cada vertice da base e resolver 5 problemas 
distintos de angulo entre duas retas (cada aresta com a sua projec;ao em aJ. 
Mas a figura 359 mostra como obter com uma s6 charneira os 5 angulos pe
didos. De fato, como VF e uma reta comum aos pianos VFA, Vi=B, VFC, 
VFD e VFE, podernos toma-la em vista bflsica, passando rr 2 rr 3 1V2 F 2 , e em 
rr 3 todos aqueles pianos estao igualmente em vista basica. 

Subindo 1T 2 1T3 para passar em V 3 = F 3 , essa reta fica com cota nula 
(fig. 360), e pode ser usada como charneira. Lembramos que o piano princi
pal passou a ser 1T 2 , do qual .. 1T 3 e projec;ao secundaria. E sob re 1T 2 que reba
ternos as arestas VA, VB, VC, VD e yE, e seus Jr19ulos co!Tl_a base ae._arecem 
em v.g. no rebatimento (angu!os V2 A' 2 F 2 , V 2 B'2 F 2 , V2 C'2 F 2 , V2 0'2 F 2 e 
v 2 E; Fi). . 

4.13.18. Em um determinado momenta, um navegador observa o sol 
sob inclihac;ao de 25° com o horizonte, enquanto sua bussola acusa 32° NO 
para a direc;ao de visada. Oual o angulo real dos raios solares com o no1te, na
quele exato momento? 

RESOLUCAO 

E um problema de angulo entre duas retas: uma horizontal que aponta 
para o no rte e a outra um raio solar. 

Podemos tomar um ponto qualquer A de cota 0 (ja que o angulo nao 
depende de cot as nem de escala) coma posic;:ao do nat-egador (fig. 361). Pas
sando uma reta em A para ser:_ a direc;:ao norte, partimos da prime ira reta n 
com cota constante. A segunda reta do angulo procurado e Q, cuja projec;:ao 

£1 forma 32° com n 1 (a bussola mede angulos no piano horizontal). Para de
term inar um outro ponto de £, passamos 1T 1 1T 2 para ter sua vista em v.g., fa
ze ndo angu lo de 25° com rr 1 rr 2 . Em £2 localizamos o ponto 8 2 de cot a 1 cm, 
que levou a B 1 na proje<;:ao principal. 
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0 piano Qn pode ser rebatido em 1f 1 (fig. 362) usando n co mo charnei
ra. 0 angulo rebatido pode ser med ido a transferidor, fornecendo assim a so
luc;:ao do problerr:ia, poise a v.Q. do angulo do raio solar com a dire<;:ao norte. 

4.13.19. Em que d irec;:ao deve ser disparado um foguete de Paris para 
atingir Moscou, com um erro menor que 100km? 

RESOLUCAO 

I maginemos os pontos Pe M (fig. 363) comoposic;:oes de Parise 1\4.osco:.J 
respectivamente, na superf(cie da Terra. 0 e 0 Centro do planeta, N es OS po
los. GAB e a linha do equador, situ ad a em um piano que contem 0 e e perpen
dicular ao eixo terrestre NS. 

Para localizar um ponto na superflcie terrestre sao usadas duas coorde
nadas geograticas: latitude e longitude. 

As longitudes perm item situar as me rid ianos, pianos que contem o eixo 
NS e demarcam na superfi'cie esferica circunferencias de mesmo raio da Terra. 
0 meridiano de referencia para as longitudes e o que passa em Landres, no 
observat6rio de Greenwich. Na figura, e!e esta representado pela curva que 
passa em G, N e S. OG e o raio da Terra segundo o qua! se intercept am o pia
no do equador e o do meridiano de longitude o0 . 

Procurando em um atlas, encontramos a longitude de Paris de 2° e um 

quebrado, no sentido leste. I sso significa que o piano meridiano Ql..Je passa em 
P forma angulo diedrico dessa medida com o meridiano de G. Tai angulo pode 
ser med ido entre OG e OA, no piano do equador. A longitude de Moscou e 
quase 38° E, o que significa que o angulo BOG tern esse valor. 

A latitude de P define o angulo que OP forma com o piano do equador, 
ou seia, a medida de POA. Como o atlas fornece para Paris a latitude aproxi
mada de 49° N, devemos ter o raio OP acima de OA. Se a latitude fosse sul, 
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OP estaria abaixo de QA. A latitude de Moscou e tambem norte, em torno de 
56°, que sera a med id a do angulo MOB. . 

A menor distancia de P a M sera obtida pelo arco de circunferencia de 
centro O que passa nesses dois pontos. A sua dire<;aa e medida pelo angulo 
que a d irec;:ao no rte ( reta n tangente ao mer id iano) fo rma com a d ire<;ao m 
(tangente ao area PM). Como as tangentes sao perpendkulares ao raio, tat an~ 
gulo e a medida do angulo diedrico entre as faces OPN e OPM do triedro 
OPNM. 

Podemos agora resolver o problem a em epura. 
Vamos tomar no piano 7T 1 os raios ON e OP (fig. 364). Pouco importa o 

tamanho que tomamos para o raio da Terra, uma vez que o problema envolve 
med id as angulares. Apenas devemos ter o cu id ado de observar a rela~ao 0 1 N 1 
= 0 1 P1 . 0 angulo que eles form am e o complemento da latitude de Paris (vol
tar a figu ra 363). 

Em seguida, podemos desenhar o raio 0 1 M' t, rebatimento do angulo 
ONM, complemento da latidude de Moscou. A charneira e 0 1 N 1 (fig. 365). 
Lembrar que 0 1 M' 1 deve ser do mesmo comprimento de 0 1 N 1 . Uma vista ba
.sica permite alc;;ar M, que devera ficar projetado, em_7T 2 , na vista basica do pia
no ONM (que forma com a face ONP o angulo diedrico medido pelo angulo 
AOB do equador, diferern;a das longitudes de Moscou e Paris, ou seja, 390 _ 
2° = 36° ). De M2 temos M 1 ea proje9ao em 7T 1 do raio OM. 

A vista basica do piano MOP (fig. 366) fornece em 1T 3 o angulo diedrico 
de are st a OP no triedro OPNM. Sua med id a pode ser obtida com o transferi
dor entre P 3 M3 e 7r 1 7T3 . Entao o foguete deve ser disparado na direc;:ao m, 
que form a com o norte esse angulo obtido, para nordeste. 

Como observac;:ao fin~I, podemos ver, na figura 366, que, se fizessemos 
o rebatimento do angulo POM, terfamos o comprimento do arco de circunfe
rencia PM, que tracL.iz a distancia de Paris a Moscou. E facil medi-la em quil6-
metros, saberido que cad a grau no angulo central determina na superfi'cie ter
restre um arco de 111km. 
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Ouanto a precisao ex igida no enunciado do problema, como as latitudes 
e longhudes foram tomadas com erro bem menor que 1°, o erro nas distan
cias sera menor que a tolerancia imposta, dependendo da precisao do tra9ado. 

4.13.20. Um prisma tern base ABC e 2 cm de altura (fig . 367). Sua ares 
ta lateral que sai do vertice A forma angulo de 60° com AC e de 45o com AB. 
Completar sua proje9ao principal. 

RESOLU<;AO 

E stamos d iante d a situa~ao da figu ra 296, e poder(amos apl icar a inter
se<;:ao dos cones, £.g. das retas que saem de A formando 60° com AC e das re
tas que passam em A fazendo 45° com AB. 

Mas no caso particular em que as retas dad as ja pertencem a rr 1 , como 
neste problema, podemos aplicar um racioclnio mais rapido , baseado no alca 
mento de angulos rebatidos (fig. 368) . 
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Chamando a aresta procurada de r, podemos constru (-la rebatida com a 
face do prisma que sai de AB, em torno dessa aresta, uma vez que ficara em 
r' (que faz 45° com Ai 8 1 ). Tambem temos r" fazendo 60° com Ai C1 , resul
tante do seu rebatimento em torno dessa aresta. 

Como r estara em v.g. nos dois rebatimentos, tomando A1 D' 1- = --=---A1D" 1 (fig. 369) podemos garantir que esses pontos em r' er" sao rasuttantes 
dos rebatimentos do mesmo ponto p ·da aresta r. Entao podemos al~r Dem 
torno de ·A 1 B 1 e A 1 C1 , pois 0 1 esta nas perpendiculares de D' 1 e D" 1 a suas 
respectivas charneiras. 

Um a vista basica. da face do prism a que sai de AB (fig. 370) permite lo
calizar D2 na linha de chamada de D1 e no al~amento de D2. Sobre A2D2 lo
calizamos . E2 com 2 cm -de cota, que e o vertice da aresta AD na base supe
rior ·do prisma. Como as arestas laterais do prisma sao paralelas e iguais, pode
mos trCM;ar C 1G 1 e B1 F1 , completando o triangulo da base Sl-fperior E 1 F1G1 
e destacando a visibilidade do s61ido (fig. 371). 

4.13.21. Ligar os condutores men pelos pontos mais pr6ximos entre si, 
de mesmo potencial no campo eletrico de um condensador de placas paralelas 
ao piano 3 (fig. 372). As cotas estao dadas em centlmetros. 

RESOLUCAO 

Pontos equ ipotenciais estao em pianos paralelos a S. E stamos di ante do 
problem a discutido nas figuras 260 e 261, pois temos de apoiar o menor seg
mento entre m e n, paralelo ao piano f3. Os dados receberam, inclusive, as 
mesmas letras daquela9' ·tiguras, para facilitar o acompanhamento da resolu<;ao 
grafica da figura 373). 

Passamos a reta q I I m par um ponto de n para definir o pl ano aque 
contem n e e paralelo am. Graduando a, obtemos suas retas de cota constan
te 0, 1 e 2. 
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Tomamos o ponto A de cota 2 da reta m e passamos par ele o piano 
y // B. A intersec;:ao a y foi determinada pela intersec;:ao das retas de cota 2 
(ponto M) e das retas de cota 1 (ponto N) de a e de y. __ 

Temos agora que passar por A a perpendicular AB a reta a y, o q':Je fi
zemos na figura 374. Como nao precisamos de sua verdadeira g·randeza, e 
mais rapido achar AB atraves do piano o, perpendicular a MN passando em A. 
Uma vista em v.g. de MN e vista basica de o, e o2 determina 8 2 em M2 N2. A 
linha de chamada localiza B 1 em M 1N 1. Deslizando tal segmento paralela
mente a m 1 , encaixamos C 10 1 enfre m 1 e n 1 • segmento que resol~e o proble
m a. 

4.13.22. Du as galerias de mina sao abertas em A e C, na d irec;:ao de B e 
D, respectivamente {fig. 375). Sendo de 40>k a declividade maxima de uma 
conexao entre essas galerias, determinar a de menor comprimento posslvel. 
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RESOLU<;AO 

Pode acontecer que a perpendicular comum, que e o mais curto segmen· 
to que une as retas AB e CD, tenha declividade menor que 400/o, e assim resol· 
veria o problema. Mas se ela ultrapassar tal I imite, deveremos procurar o mais 
curto segmento entre as duas retas com a declividade maxima permitida. 

Vamos aplicar a construc;;ao da perpendicular (f-. 376). 
Passando par A a reta AE I I CD, def in imos um piano aque contem AB 

e e paralelo a CD. Determinamos em AB o ponto de mesma cota de Ee temos 
a direc;ao de a. A vista basica de a, em 1T 2 , permite baixar de Ca perpendi· 
cular ao piano a, a qual e paralela a perpendicular comum as retas AB e CD 
(coma ja sabemos do Item 4.5). lndiscutivelmente tal perpendicular ultrapas· 
sa os 400/o de declividade. 

Nas figuras de 293 a 295 discutimos coma obter a menor distanda de 
um ponto a um piano com inclina9ao ou declividade dada. Constatamos que 
sua proje9ao principal e ortogonal a dire9ao do piano. Entao podemos pro· 
curar o menor segmento de C a a, com declividade de 40% (fig. 377), cuja 
projec;ao em 1T 1 esta em r1 . Para obter sua proje9ao em 1T2 , que estf! em v.g., 

sabemos que form a com 1T 11T2 0 angulo de incl ina9ao correspondente a decli
vidade dada. A cota de C, par coincidencia, e 40m. Ouando se desce 40m, a 
projec;ao -em 1T 1 corre 100m (na declividade de 40'/o). Marcando entao 1 OOm 
(4 cm do desenho) em 1T 11T 2 a partir da linha de chamada C 1 C2 , determina· 
mos F2 , contorno daquele cone considerado na fig. 295, Q.g. das retas que 
partem de C com declividade de 40%.Como a 2 corta C2 F 2 em G 2 , que leva a 

G 1 na projec;;ao r 1 , este segmento CG e o mais curto que une o ponto C ao 
piano a, com aquela declividade. Passando por G a reta s II CD, localizamos 
H na intersec;;ao de s com AB. 0 segmento HI I I CG e o eixo da galeria que 
conecta AB a CD, de comprimento mais curto poss(vel, sem ultrapassar a de
clivid ade maxima estabelecida. 
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4.13.23. Uma piramide VABCD tern sua base no piano 1T 1 (figura 378) . 
Determinar o ponto D, sabendo-se que VD faz angulo de 30° com a face VAB 
e de 450 com a face VBC. 

RESOLU<;AO 

A aresta pedida esta na intersec;ao dos Q.g. que vimos na figura 304. 
Passando por V as retas m 1 V AB e n 1 VBC, atraves das vistas basicas 

das faces, em 1T 2 e 1T 3 (fig. 379), os cones que devem determinar a are st a VD 
tern ta is retas comae ixo e suas geratrizes devem formar angulos de goo - 300 
= 60° e 90° - 45° = 45° com m e n, respectivamente. Ainda na mesma fi
gura localizamos os pontos Me N de cota 0 nas duas retas. 

Para termos a situac;;ao da figura 300, precisamos obter novas projec;;oes, 
onde urn a das retas esteja em vista basica ea outra em v.g. Na figura 380, iso
lamos apenas as retas men, projetamo-las em 1T 3 (onde n esta em v.g.), e des
ta vista em 1T 4 (vista basica den) . Mas em 1T 4 a reta m ainda nao esta em v.g., 
e precisamos de 1T 5 , onde finalmente as retas estao na posi9ao analisada na 
figura 300. 

A figura 381 mostra a esfera de raio qualquer centrada em Ve !ntercep
tando os cones de eixos men segundo as circunferencias projetadas em R

5
s

5 
e p 5o 5 , respectivamente. Esta ultima esta em v.g. no piano tr 4 e permite loca
lizar os pontos T e U, intersec;;oes de RS com PO. De T 4 e U4 voltamos esses 
pontos as projec;;6es em 1T 1 I passando par 1T 3• 

As retas VT e VU sao duas soluc;;6es para a reta suporte da aresta pedida 
VD. Como a base da piramide esta em 1T 1, D devera ser o ponto de cota Ode 
uma dessas retas. A figu ra 382 mostra esse ponto na reta VU, urn a vez que 0 

trac;;o de VT esta muito afastado. Definido D, a projec;;ao principal da piramide 
foi completada. 
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4.13. 24. Em um projeto de irriga<;:ao, deve ser tirada do cano d istribu i
d or m (fig. 383} que tern inclinac;:ao de 20°, uma tubulac;:ao que seja conecta
da por um "y" de 45° na valvula A e tenha inclinac;:ao de 1 o0 . Determinar sua 
projec;:ao (cotas em metros). 

RESOLUCAO 

A conexao dos do is canos ex ige que formem um angulo de 45° entre 
seus eixos. Estamos diante do problema discutido na figura 303, pois procu
ramos uma reta que Jrc)sse em A e f~a angulo de 450 comm e angulo de 10° 
com n 1 

Baixando de A a reta n l n 1 (fig. 384), devemosdefinir a intersec;:ao dos 
cones de eixos em m e n, cujas geratrizes tern angulos respectivos de 45° e 
90° - 10° = 80° com os eixos. Na -projec;ao em rr 2 , m mostra a v.g. da sua in
clinac;;ao, e as du as retas ja permitem o procedimento da figura 300. 
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A figura 385 traz a intersec;:ao da esfera de centro em A e raio qualquer 
com os dois £.g. dos angulos pedidos (projetadas em 8 2 C2 e 0 2 E2 }. Essas cir
cunferencias se interceptam em F e G, sendo AF e AG OS eixos das tubulac;oes 
que atendem as co nd i<;oes ex ig id as. 

E precise lembrar que tais retas nao sao as (micas que resolvem o pro
blema. Na discussao te6rica deixarnos de observar que cada cone,. como Q.g., 
tern uma segunda folha, obtida quando as geratrizes se prolongam alem do 
vertice. No nosso problem a, nao interessaria a segunda folha do .cone de eixo 
n, pois a canaliza.;ao que pr~curamos tern que DESCER a partir de A. Maso 
cone de eixo m pode ser tornado para cima (fig. 386), determinando a cir
cunferencia HI na superflcie da esfera e as interse96es AJ e AL com o cone de 
eixo n. E ssas retas tambem servem para eixo da canalizar;ao pedida. 
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4. 14. Problemas Propostos 

4. 14.1. No telhado d a figura 387, onde a fJgua do bordo AB tern decli
vidade 2CJ>/o, determ inar o numero total de telhas necess~rias, sabendo-se que 
cada metro quadrooo, em verdadeira grandeza, precisa de 36 telhas. Todo o 
perfmetro do telhado tern a mesma cota. 

4.14.2. Aplicando rebatimento e al<;amento de piano, determinar a pro
jei;ao do clrculo de maior raio que pode ser recortado da chapa plana ABCDEF 
(fig. 388). 

ESCALAl/200 

4.14.3. Determinar a menor distancia entre as duas placas de um con
densador, das quais sao conhecidos os pontos..A e B na superior e Ce D na in
ferior (fig. 389 - cotas em m iii' metros). 

4.14.4. Um reservat6rio tern a forma de uma piramide invertida 
VABCD (fig. 390). Precisamos tirar um cane para alimentar o ponto G. Veri
ficar se a mais curta solw;;ao ~ sair com tal cano de uma das faces do reserva
tbrio au lig&-lo, com um "T", ao cano EF, que sai da face VAB no ponto E. 
(cotas em metros) 

4.14.5. Na figura 391, determ inar o me nor raio de um espelho circu
lar de centre A, no piano a, para que um observador no ponto C veja a ima
gem de uma lampada no ponto B (cotas em centlmetros). 

4.14.6. 0 trip~ ABCD sustenta um peso de 250Kg pendurado do seu 
vertice (fig. 392), sendo rr 1 horizontal. Determ inar as componentes desse pe
so segundo as 3 pernas do tripe (cotas em metros). 

4. 14. 7. Um ponto material A da voltas em torno da reta m, ao mesmo 
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tempo que desliza na direc;ao dessa reta e perp~icularmente a mesma. Se 
sua velocidade resultante e de 2cm/s na d irec;:ao AB, determ inar as componen
tes dessa velocidade na direc;ao de m, na direc;:ao perpendicular am, e na dire
c;:ao perpendicular ao piano Am (fig. 393). 

4.14.8. Em uma minerac;:ao, determinar a direc;:ao em que deve ser aber
ta a menor galeria do ponto A, com seu eixo contido no piano da fa Iha y, pa· 
ra atingir o piano media do veio de minerio de teto a e base i3 (fig. 394 -
cotas em metros). 

4.14.9 . No prisma da figura 395, determinar a menor distancia entre 
cad a um de seus pares de arestas reversas. 

4.14.10. A instala<;:ao eletrica constitufda pelos fios m n e p (fig. 396) 

153 



r 
A,l0) 

E:SCALA 1/1000 

(5) 

ESCAL.Al/200 

precisa ser ligada ao fio q. Onde deve ser feita tal lig~ao para ser usado o me
nor fio possi'vel? (cotas em metros). 

4. 14.11. Determ inar os pontos que estao a 2 cm de distancia do piano 
a, a 3 cm do ponto A ea 2,5 cm do ponto B (fig. 397). 

4.14.12. Localizar os pontos do piano bftsico aque .. estao a 2 cm da reta 
m e a 3 cm do piano B (fig. 398). 

4.14. 13. Em uma destilaria, um dep6sito esferico de 6m de raio deve ser 
apoi ado em 3 colunas verticais, nos pontos A, B e C (fig. 399), com afturas 
respect iv as de 3m, 2m e 1,5m. Determ inar a projec;ao do seu centro. Achar 
tamb~m outra posic;ao para o seu centro, se o dep6sito estiver apoiado em 3 
vigas partindo do ponto D para o topo das colunas em A, B e C. 
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4.14. 14. Determinar o raio da maior esfera que podemos tornear de um 
bloco metfilico prism~tico ABCD EF (fig. 400 - cotas em mill metros). 

4.14.15.Na piramide ABCD (fig. 401), determinar um ponto que este
ja equidistante das faces DAB e -ABC, equidistante das arestas CD e BC e 
equidistante dos vertices A e C. 

4.14. 16. As retas m, n e p sao eixos de uma maquina (figura 402). Para 
projetar as engrenagens de transmissao, determinar em v.Q. os angulos que os 
eixos me p forinam com o eixo n (cotas em millmetros). 

4. 14.17. As coordenadas de Recife sao: latitude 8°5 e longitude 35°0. 
Determ inar: 

a) A distancia de Recife ( ponto R na fig. 403) ao ponto A de mesma la
titude no meridiano de Greenwich; 
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b) O ponto do arco RA que tern maior latitude (complemento do angu
lo que a reta OS faz com o piano ORA) 

4.14.18. Oois pontos A e B n~ superflcie da Terra distam entre si de 
5.200km (fig. 404). 0 ponto A esta a 7.000km do polo norte e Ba 4.500km 
desse mesmo polo. Oeterminar as latitudes desses pontos e sua diferern;:a de 
longitude, alem da dire<;ao que o area AB forma com o norte. 

4. 14 .. 19. Med ir todos os angu los died ricos que as faces da piramide 
VABCD formam entre si, nas arestas laterais e nas arestas da base (fig. 405). 

4.14.20. Determinar o eixo e o comprimento da menor galeria de mina 
que pode ser aberta em A, com declividade de 20%, para atingir o veio de mi
nerio a (fig. 406). Determinar tambem, com a mesma declividade, a galeria 
que sai de A fazendo com ao menor angulo passive! (cotas em metros). 
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4.14.21. Uma trelic;:a metalica tern ABC como uma das se96es (fig. 407). 
Suas vigas paralelas formam angulos de 80° com AB e de 65° com AC. De
terminar a projec;;ao de um segmento dessa trelic;;a, sendo 1 mo comprimento 
das vigas paralelas entre du as sec;6es (cotas em metros). 

4.14.22. Projetar liga96es entre os canos m e n (figura 408) nas seguin-
tes cond i96es: 

a) Usando conex6es em "T" com me n; 
b) Usando conexao em "T" com me em "Y" de 45° com n; 
c) U sando conexoes em "Y" de 45° com m e n. 

(cotas em metros) 

4 .14.23. Oeterm inar a projei;ao de um segmento com seus ex tremos 
em m e n (fig. 409}, formando angu los de 60° com m e ten do declividade 
1 OD°lo. 
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4.14.24. Uma viga prismlltica tern se<;:ao ABC, e D e um ponto da face 
que contem AB(fig. 410). Abrir em D um furo que atravesse a viga com seu 
eixo formando angulos iguais de 45° com as faces de AB e de AC {cotas em 

mill metros). 

ESCAL.A 1/5 
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