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Capitulo T

1 Entender a relagdo entre o processo de derivagcao e o processo de

integracao;
2 Aprender as regras e as técnicas de integracao;

3 Ser capaz de, a partir de uma fungao marginal de determinada

grandeza, encontrar sua funcao acumulada.

Introdugao

Um empresario ciente do custo marginal de sua producao pode querer
encontrar a variagao total no custo em um determinado intervalo da
producdo. Um cientista que conhece a taxa segundo a qual o numero de
curados da covid-19 esta crescendo pode querer saber qual é o tamanho da
populagdao curada em determinado momento futuro. Ainda, como
exemplifica Stewart (2017): um fisico que conhece a velocidade de uma
particula pode desejar saber sua posicdo em um dado instante; um
engenheiro que sabe a taxa de variagdao segundo a qual a 4gua escoa de um
tanque pode querer saber a quantidade escoada durante certo periodo.

Em todas estas situagdes, a derivada (taxa de variagdo) de uma
determinada grandeza é conhecida e estamos interessados em encontrar o
valor da prépria grandeza. Este processo é chamado de integragdo (ou
antiderivagdo).

Neste capitulo vamos aprender as técnicas usadas para determinar as
integrais (ou antiderivadas). Depois de obtida uma integral, para verificar se
ela esta correta, basta deriva-la e confirmar se o resultado é igual a funcao
original (HOFFMANN; BRADLEY, 2008).

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 8



Capitulo T

1.1 Integrais indefinidas

Em seu livro, Hoffmann e Bradley (2008) fazem as seguintes indagacoes:
Como podemos usar a taxa de inflagao para prever os futuros pregos? Como
podemos usar o conhecimento da taxa de crescimento de uma populagao para
estimar o numero futuro de habitantes?

Em cada uma dessas situacdes o problema é encontrar uma funcao F cuja
derivada é uma funcédo conhecida f. Se a funcdo F existir, ela € denominada

integral indefinida (ou primitiva ou antiderivada) de f.

Assim, temos que na derivagdo y = F(x) — Z—Z ou f(x) (taxa de variacao

de y). Enquanto na integragéo Z—i ou f(x) »y=F(x).

Portanto, a integracao é o processo de obter uma fungao a partir de sua
derivada, ou seja, a integragéo € o inverso da derivagao.

Vejamos o seguinte exemplo (STEWART, 2017). Seja f(x) = x2. Pelaregra

da poténcia (que veremos detalhadamente mais adiante) nao é dificil descobrir
uma integral indefinida para tal fungéo: F(x) = §x3, logo F'(x) = x% = f(x). Mas
a funcdo G(x) = §x3 + 100 também satisfaz G'(x) = x2. Portanto, F e G sdo
primitivas ou antiderivadas de f. De fato, qualquer funcdo na forma H(x) =
§x3 +C, onde C é uma constante, é uma integral indefinida

(primitiva/antiderivada) de f.
Como vimos acima, no processo de integracdo, a derivada (taxa de
variagao) de uma funcao ja é conhecida e o objetivo é encontrar a prépria fungao.

Vejamos o exemplo de Chiang e Wainwright (2006): considere que o

~ . \ d 1
tamanho de uma populagao P varia ao longo do tempo a taxa d—’; =t 2. Vamos

encontrar qual é trajetéria temporal da populagao P = P(t) que pode resultar na
referida taxa de variagao?

Encontramos P(t) através do método conhecido como integragao. Por
enquanto, vamos nos satisfazer com a observagéo de que a funcdo P(t) = 2t1/?
tem uma derivada da forma apresentada acima e, portanto, aparentemente pode

ser considerada como uma solugao para o hosso problema.

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 9



Capitulo T

A questao é que existem outras fung¢des similares com a mesma derivada:
P(t) = 2t/%2 + 10, P(t) = 2tY/? + 50 ou, de modo mais geral, P(t) = 2t/? + C,
onde C é a constante de integracéo (arbitraria).

Dessa forma, ndo é possivel encontrarmos uma fungao especifica, a
menos que tenhamos alguma informagao adicional que defina o valor da
constante C. Essa informagado adicional é chamada de condigao inicial ou
condigao de fronteira. Nesse exemplo, se soubermos que a populagao inicial
P(0) = 100, entdo poderemos determinar o valor da constante C: P(0) =
2.(0)? + € =100 . € = 100. Assim, nesse exemplo, o tamanho da populagdo em
qualquer ponto do tempo pode ser obtido pela seguinte funcéo: P(t) = 2t%/% +
100.

Uma fungado F(x) sera chamada de integral (ou primitiva ou antiderivada)
de uma fungao f(x) se F'(x) = f(x) paratodo x no dominio de f(x).

No exemplo destacado por Hoffmann e Bradley (2008), verifique que
F(x) = x; + 5x + 2 éumaintegral de f(x) = x2 + 5. Temos que F'(x) = x2 + 5 =
f(x). Logo, F(x) é “uma” integral de f(x). E “uma” porque existem vérias. Veja:
seF(x) = ’;—3 + 5x — 8,entdo F'(x) = x> + 5 = f(x) - F(x) também é uma integral
de f(x). De um modo geral, qualquer fungéo G na forma G(x) = F(x) + C é uma
integral (antiderivada) de f(x).

Diante do exposto, os autores destacam a seguinte propriedade: se F(x)
€ uma integral de uma fungao continua f(x), qualquer outra integral de f(x) tem
aforma G(x) = F(x) + C, onde C é uma constante.

Para entendermos geometricamente, digamos que temos a seguinte
funcdo: f(x) = 2x. Vamos encontrar algumas integrais dessa fungao, por
exemplo:

e F(x)=x%emaqueF (x)=2x=f(x)

e G(x)=x?-2talqueG'(x) =2x = f(x);

e H(x)=x%+1,onde H'(x) = 2x = f(x).

Graficamente, teremos a Figura 1, a seguir.

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 10



Capitulo T

Figura 1 — Grafico das fungbes F(x) = x%,G(x) =x2—2eH(x) =x*+1

Fonte: Elaborado pela autora.

Observem na Figura 1 que, para um dado x, a inclinagdo da curva
(derivada) é igual para as trés funcdes. Em outras palavras, as curvas F(x), G(x)
e H(x) diferem apenas por uma translacdo (movimento) vertical.

Como Chiang e Wainwright (2006) destacam, precisamos de uma notagéo
especial para representar a integragcao solicitada de f(x) em relagdo a x. A

notagao padrao é:

Jf(x)dx =F(x)+C

Devemos |é-la da seguinte forma: “integral indefinida (ou integral) de
f(x)", onde:

e 0 simbolo [ é chamado de sinal de integracao;

e afuncgao f(x) é o integrando;

e dx indica que a integral deve ser calculada em relagéo a x;

e ( éuma constante de integragao e serve para indicar que o integrando

tem varias integrais.

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 11



Capitulo T

Atencao!

A integral indefinida € chamada assim em contraponto a integral definida,
porque ela ndo tem nenhum valor numérico definido. Ela é uma funcao

da variavel x.

1.2 Regras de integragao®

Como observa Leithold (1994), a integragdo é a operagado inversa da
diferenciagdo e as regras de integracdo podem ser obtidas das regras de
derivagdo. Assim sendo, os teoremas a seguir podem ser provados a partir dos

teoremas correspondentes da derivagéo.

a) Regrada constante: [ kdx = kx + C, onde k é uma constante.
Prova: F(x) = kx+ C - F'(x) = k. Verifica-se que a derivada da
integral é igual ao integrando, como sempre deve ser.

Exemplo: [ 2dx = 2x + C

X

n+1
+ C,paran # —1.
+1

n

b) Regra da poténcia: [ x™dx =

(n+1).x™ _ n
(n+1)

xn+1
Prova: F(x) = —TtC~ F(x) =

3+1 4
Exemplo 1: [ x3dx =Z—+C =%+ C
3+1 4

—-2+1 -1 -1

Exemplo 2: fxizdx = [x72dx ==

—2+1 -1

1
Exemplo 3: [ /xdx = [ x3dx =5

c) Regra do logaritmo: fidx = In|x| + C, para qualquer x # 0.

Prova:

dl
e Sex>0-.|x|=ux: nx 2
dx X

T As regras a, b, c e d e seus exemplos foram retirados de Leithold (1994).

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 12



Capitulo T

e Sex<0:|x|]=—-x:

d) Regra da exponencial: [ e**dx = %e"x + C, onde k € uma constante #
0.
Prova: F(x) = %e"x +C->F(x)= %ek".k = ef*

Exemplo: [ e 3¥*dx = %e‘“ +C = —ée‘“ +C

As préximas regras sao para 0s casos em que temos combinagdes de
fungdes, também chamadas de regras de operagao. Veremos a seguir como elas

sdo apresentadas por Chiang e Wainwright (2006):

e) Integral de uma soma/subtragao:

[ 1@ £ g@oNdx = [ roodx £ [ gedx

Prova: [ f(x)dx = F(x) e [ g(x)dx = G(x)

d d d
—[F() £ 6(] = —F(0) £ ——G(x) = f(x) £ g()

[r@+genar =@ £ 660 = [ r@ar [ gwax

Exemplo: [(x3 + x + 1)dx = [ x3dx + [ xdx + [ dx
x* x? xt x?
=I+C1+7+C2+x+63=I+7+x+6,ondeC

:C1+C2+C3

E{E

Por que todas as constantes de integragdo que surgem durante o
processo sempre podem ser combinadas em uma unica constante

arbitraria na resposta final?

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 13
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f) Integral de um multiplo:
fkf(x)dx = k.ff(x)dx, onde k = constante

Prova: fkf(x)\dx = [[f(x) + f(x) + - II_ f)]dx =

I

k termos
=ff&wx+ff&wx+m+ff@Mx=klf&ﬂx

4 4
Exemplo: [ 2x3dx = 2. [x*dx = 2.5+ C ==+ C

Observagéo: ndo existe regra do quociente para integragdo. Em alguns
casos, vocé podera resolver integrandos que envolvem quociente da seguinte

forma:

x342x—7 x3 2x 7 7
f _— dxzf —_—t——— dx=f<x2+2——>dx
X X x X x

X3
=?+2x—7ln|x|+C

1.3 Condigoes iniciais

Frequentemente, desejamos encontrar uma fungdo (curva) especifica,
mas para isso é necessaria uma informagao adicional que nos permita definir o
valor da constante arbitrdria (C). Essa informacgao é chamada de condigéo inicial
ou condicao de fronteira, como destaca Leithold (1994). Veja como funciona no

exemplo a sequir.

Exemplo 1: Considere que uma fungao custo marginal é dada por C'(x) = 4x —
8, onde C(x) é o custo total da produgao de x unidades. Se o custo da produgao

de 6 unidades é RS 40,00, encontre a fungdo custo total.

C'(x)=4x—8
2

4x
C(x)=f(4x—8)dx=7—8x+C=2x2—8x+C

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 14



Capitulo T

Dada a condigéo inicial C(6) = 40, no resultado acima substituiremos x =
6 e, igualando o resultado a 40, teremos:
C(6) =2.(6)>—8.(6)+C =40
C=40—-72+48=88—-72=16
~C(x) =2x*—8x+16

Exemplo 2 % Um fabricante estima que o custo marginal para produzir g
unidades de um certo produto é C’'(q) = 3q% — 24q + 48 reais por unidade. Se o
custo para produzir 10 unidades é de RS 5.000,00, qual é o custo para produzir

30 unidades?

j(3q2 —24q +48)dq = f 3q%dq — j 24qdq + j 48dq =

3 3 2
% — 24.% +48q + C = q® — 12g* + 48q + C = C(q) ou Funcédo custo total

Substituindo, na fungao encontrada, a condigao inicial dada no enunciado:

C(10) = (10)% — 12.(10)? + 48.(10) + C = 5000 — C = 4720
+ C(q) = g3 — 12 + 48q + 4720

Para encontrarmos o custo para produzir 30 unidades, fagamos a

substituicao de q por 30 na funcao especifica encontrada acima:
C(30) = (30)3 —12.(30)? + 48.(30) + 4720 = 22.360

E chegaremos ao custo total de RS 22.360,00.

2 Exemplo retirado de Hoffmann e Bradley (2008).

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 15



Capitulo T

1.4 Técnicas de integragao

Muitas vezes ndao vamos conseguir calcular as integrais aplicando
diretamente as regras que vimos anteriormente. Entdo, para calcula-las,

podemos utilizar algumas técnicas que irdo simplificar essas integrais.

1.4.1 Integracao por substituicao

A ideia é substituir uma expressdao em x por uma variavel u para
transformar a integral original em uma integral mais simples.

Como observam Chiang e Wainwright (2006), essa regra é a contraparte
daregra da cadeia no calculo integral e, portanto, pode ser comprovada por meio
da prépria regra da cadeia. Dada a fungao F(u), onde u = u(x), a regra da cadeia
determina que:

du

d Fou) = d F du _ B du
L@ =F).—=F@.——=f.—

Sendo assim, entao:

jf(u)j—l;.dx =F)+C

Esse resultado também é obtido pelo cancelamento das duas expressodes
dx a esquerda.

Aregra de substituicao diz que é permitido operar com dx e du apds sinais
de integragao como se fossem diferenciais. Se u = f(x), entdo du = f'(x)dx.

Veja a seguir 0 passo a passo para integrar por substituicao, baseado em
Hoffmann e Bradley (2008):

1. Introduzir a variavel u para substituir uma expressdao em x com o

objetivo de simplificar uma integral;

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 16



Capitulo T

. . du
2. Escrever a integral em termos de u. Para isso, calcule -

3. Calcular a integral resultante e substituir u por sua expressao em

termos de x para obter a solucao.

Observe o seguinte exemplo apresentado por esses autores: [ 2x(x? +
1)dx.

du
u=x2+1—>a=2xoudu=2xdx

) u? (xz+1)2 xt 2% 1
s 2x(x*+Ddx=|uwdu=—+Ci=—7"+Ci=—+—+-+(;
2 2 2 2 2
o

=—+x+C
2

Ou, nesse caso, ela poderia ser resolvida multiplicando o integrando:

2x*  2x?
fo(x2+1)dx=j(2x3+2x)dx=T+T+C _
—x4+ +C

Contudo, nem sempre é facil simplificar o integrando por multiplicagao.
Nesses casos, a regra de substituicao é a melhor opgao.

Veja ainda outro exemplo apresentado por Hoffmann e Bradley (2008).
Observe que apos calcular Z—Z, o resultado foi multiplicado por % (que éigual a 1

e ndo altera o resultado) na busca do termo em u que iria substituir 6x2dx na
integral requerida.

J 6x2(x3 + 2)dx

du 6x?

u=x3+4+2-—=3x%=— > 2du = 6x%dx
dx 2

Métodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 17



Capitulo T

Substituindo, temos:

100

20,3 99 7. _ 99 7. _ o % _1 s 100
f6x (x° +2) dx—qu du—2.100+C—50 (x*+2)'° +C

A partir desses exemplos, é possivel observar que essaregra é util sempre
que um dos fatores for a derivada do outro fator, ou ainda quando ele for a
derivada multiplicada por uma constante.

Se o integrando é um produto ou quociente de dois termos e um dos
termos é o produto de uma constante pela derivada de uma expressao que
aparece no outro termo, essa expressao é provavelmente uma boa escolha para

u. Veja no exemplo a sequir:

3x+6

dx
V2x2+8x+ 8

du 4
u=2x2+8x+8—>a=4x+8—>du=4(x+2)dx=§(3x+6)dx

3
Zdu = (3x + 6)dx

ST ~ 3 ~
Atente para a multiplicagdo por 5 na busca pela expressdao em u para

substituir o integrando adequadamente.

3 u1/2

Substituindo: f%dx = f%\/%du = %fu_l/zdu =Z'1_/2+ C

3 1 3
:Z_zu/2+C=E. 2x2+8x+8+C

Para verificar se a integral foi calculada corretamente basta derivar a
funcao encontrada e comparar com o integrando, ndao € mesmo?

Vejamos mais um exemplo:
4
fx3.ex *2dx

du u
u=x*4+2 - —=4x3- du=4x3dx - — = x3dx
dx 4
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Substituindo, [ x3.e*"*2dx = f%e”du = %.e“ +C = %. eX'*2 4 ¢
Hoffmann e Bradley (2008) trazem algumas regrinhas que podem ajudar
na escolha de u(x):

1. Sempre que possivel, escolha u de tal forma que a sua deriva u’(x) seja
parte da fungdo que esta sendo integrada, isto é, de f(x);

2. Busque definir o seu u como a parte da fungao f(x) a ser integrada
que a torna dificil de integrar diretamente, ou seja, quando x aparece
como radicando, ou em um denominador ou, ainda, como um
expoente;

3. Nao exagere nas substitui¢oes, pois a integral transformada pode ficar
mais dificil de resolver que a original;

4. Caso a substituicdo que vocé fez nao tenha resultado em uma integral

facil de calcular, tente uma substituicao diferente.

Mas nem sempre a substituicdo funciona. Essa regra nao sera util se um
dos fatores for o produto de uma varidvel pela derivada de uma expressao que

aparece no outro termo. Por exemplo:

jx.ezxdx

=2x - == —>—d =2 —>—1d =d
u X X > P > Uu X

Multiplicando os dois lados por x e, em seguida, substituindo x do lado

u
esquerdo por —, teremos:

X du = xdx - S du = xd
Eu—xx—)zu—xx

u
fx.ezxdx = fze”du

Verifique que a substituigcdo ndo simplificou o integrando. Nesses casos,

podemos recorrer a outra técnica de integragao.
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1.4.2 Integracao por partes

Essa técnica pode ser usada para integrar produtos da forma f(x). g(x)
nos quais um dos fatores, g(x), pode ser facilmente integrado e o outro, f(x),
torna-se mais simples ao ser derivado.

Stewart (2017) apresenta a seguinte formula para a integragéo por partes,

oriunda da regra do produto aplicada no calculo de derivadas:

[ r@.90ax = 1660 - [ . 6Grax

Na féormula acima, G(x) é uma integral de g.
Ha ainda outra notagdo também apresentada pelo autor. Sejam u = f(x)
e v = G(x). Entao as diferenciais sdao du = f'(x)dx e dv = g(x)dx e, assim, pela

regra da substituicao, a férmula para a integragao por partes se torna:

fudvzu.v—fvdu

Prova: Partindo da regra da derivada do produto de duas fungdes temos:

d[f (x).G(x)]

I =f(x).6(x) + f(x).6"(X) = f (). G(x) + f(x). g(x)

Entao:

j [F()-6(0) + £(). g()]dx = F(x). G ()
[ reo.6@ar+ [ r@.gwax = 1.6

jf(x)-g(X)dx =f(x).6(x) - Jf'(x)-G(X)dx
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Vamos agora tentar resolver o ultimo exemplo da subse¢&do anterior

aplicando a integracao por partes.

fx.ezxdx

f)=x-fx)=1

1
gx) =e** - G(x) = fezxdx = Eezx

Temos entao:

1 1 1 1
2x — _52x _ ,2x — 2x _ 2x —
fxe dx x.ze j-l.ze dx 2.xe Zfe dx
=lxe2x—l.lezx+6=lezx.<x—l)+C
2 2 2 2 2

Para esse mesmo exemplo, usando a notagdo [udv =u.v— [ vdu,

teriamos:

du
u=x-du=dx->—=1
dx

1
dv = e**dx — f dv = f e?*dx - v = Eezxdx

2x er

- +¢
2 4

xe

Portanto: [ xe*dx = x.- e — [-e?*dx = = e?*, (x - l) +C=
2 2 2 2

Vejamos também o exemplo a seguir, resolvido por Chiang e Wainwright
(2006).

Jx(x + 1)1/2dx
f)=x-fx)=1
gx) = +1)72 -6 = J(x +1)2 dx

Resolvendo a integral de G (x) por substituigao:
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du
u=x+1->—=1->du=dx
dx

2
G(x) = f(x+ D2 dx = ful/z du=—=zu /2 =§(x+ 1)z
2

Aplicando a férmula da integragao por partes:

fx(x + 1)1/2dx = xé(x + 1)3/2 — J 1.§(x+ 1)3/2 dx

3 2 (4D
2 - -

5/2

=x.§(x+1) +C=§x(x+1) Z_E(x+1) 24+C

Vamos agora calcular a [ x?e?* dx. Para isso, precisaremos aplicar duas

vezes a integragao por partes. Considerando:

fe) =x%>f(x) =2x
2x

gix) =e* > G(x) = jezx dx = eT

E em seguida aplicando a integracao por partes:

er er er
]xzezxdx=x2.7—j2x.7dx=x2.T—Jxezxdx

Observe que resolvemos no inicio desta subsegédo a integral [ xe?* dx

aplicando a mesma técnica de integragao por partes e encontramos como

erx

resultado

2X
—eT+C. Ele serd utilizado substituindo o ultimo termo da

resultante da aplicagao dessa técnica no presente exemplo e teremos:

2x er 1
+—+C=T.<x2—x+§>+C

Sobre o calculo de integrais é importante estar ciente de que:
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€ De fato, ndo existe nenhuma férmula geral que da a integral de
um produto de duas fungbes em termos das integrais isoladas
dessas fungdes; e também nao temos uma férmula geral que
nos dé a integral de um quociente de duas funcdes em termos
de suas integrais isoladas. E € aqui que esta a razao porque a
integracao, no todo, é mais dificil do que a diferenciacao e,
porque, quando os integrandos sao complicados, € mais
conveniente consultar a resposta em tabelas de féormulas de
integragdo ja preparadas, em vez de nés mesmos fazermos a
integracdo.?? (CHIANG; WAINWRIGHT, 2006, p. 433).

Revisando

e |Integral indefinida, antiderivada, primitiva:
[ f(x)dx = F(x) + C se e somente se F'(x) = f(x)
e Propriedade:
Se F(x) é uma integral de uma fungédo continua f(x), qualquer outra
integral de f(x) tem a forma G(x) = F(x) + C, onde C é uma constante.
e Regras de integracao:

a) Regra da constante: [ kdx = kx + C, onde k é uma constante.

xn+1

n+1

b) Regra da poténcia: [ x"dx = + C,paran # —1.

¢) Regra do logaritmo: fidx = In|x| + C, para qualquer x # 0.
d) Regra da exponencial: [ e**dx = %e"x + C, onde k é uma constante #
0.

e) Integral de uma soma/subtragdo: [[f(x) £ g(x)]dx = [ f(x)dx +

[ g(x)dx.
f) Integral de um multiplo: [ kf (x)dx = k. [ f(x)dx, onde k = constante.

e Integragado por substituicdo: Passo a passo, conforme Hoffmann e

Bradley (2008): 1. Introduzir a varidvel u para substituir uma expressdo em
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x com o objetivo de simplificar uma integral; 2. Escrever a integral em
q d q
termos de u. Para isso, calcule d—’; ; € 3. Calcular a integral resultante e

substituir u por sua expressao em termos de x para obter a solucao.
e Integracgao por partes: Usada para integrar produtos da forma f(x). g(x)
nos quais um dos fatores, g(x), pode ser facilmente integrado e o outro,

f(x), se torna mais simples ao ser derivado, através da formula:

ff(X)-g(x)dx = f(x).G(x) —Jf’(X)-G(X)dx

Saiba mais

Capitulo de livro: Integragao, de Laurence D. Hoffmann e Gerald L. Bradley

HOFFMANN, Laurence D.; BRADLEY, Gerald L. Integragdo. In:
HOFFMANN, Laurence D.; BRADLEY, Gerald L. Calculo: um curso

moderno e suas aplicagdes. 9. ed. Rio de Janeiro: Livro Técnico e

Material de apoio: Introdugao ao estudo das integrais, de Patricia Pugliesi

Cerneiro

CARNEIRO, Patricia Pugliesi. Introdugcao ao estudo das integrais. Séo
Cristovao, SE: Departamento de Economia da Universidade Federal de

Sergipe, 2014. Disponivel em: http://dee.ufs.br/uploads/page_attach/

path/2261/INTEGRAIS_-_Material_Did_tico_de_Apoio__2_.pdf. Acesso
em: 05 out. 2020.
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Video: Integral por partes, de Paulo Pereira

INTEGRAL por partes. Publicado pelo canal Equaciona com Paulo Pereira.

Disponivel em: https://youtu.be/E3ZILV7ER54. Acesso em: 05 out. 2020.
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Capitulo 2

Objetivos da aprendizagem

1 Compreender o conceito de integral definida como limite de uma soma

e 0 seu uso para o calculo de areas;

2 Relacionar a integral definida ao processo de integragcao através do

teorema fundamental do calculo.

Introdugao

Suponha que vocé esteja interessado em vender um terreno com 90
metros de largura, limitado por ruas em trés lados e por um rio no quarto
lado. Vocé foi informado que o rio pode ser descrito pela curva y = x3 + 1,
onde x e y sao medidos em centenas de metros. Se a area do terreno € A
metros quadrados e é sabido que o metro quadrado na regido vale RS 15,00,
o valor do terreno é 154 reais. Mas como calcular a area A do terreno e,
assim, saber quanto ele vale no mercado, uma vez que o limite superior do
terreno é curvo (dado por y) e, portanto, ndo seria possivel calcular a area A
usando uma férmula da geometria?

Neste capitulo, vamos mostrar que a area sob uma curva, como a area A
do nosso exemplo, pode ser calculada como o limite de uma soma de
termos que recebe o nome de integral definida. Em seguida, vamos
apresentar o teorema fundamental do calculo, que permite calcular integrais
definidas a partir de integrais indefinidas (Capitulo 1). Veremos algumas
propriedades de integrais definidas e como usa-las para encontrar a area
entre duas curvas. Por fim, serdo apresentadas as integrais improéprias, o
teorema do valor médio para integrais e algumas aplicagoes praticas das

integrais definidas.
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2.1 A area como limite de uma soma

Considerando uma fungéo constante f(x), como calcular a area sob o grafico

da funcao limitada pela curva e pelo eixo x entre a e b?

Figura 1 - Grafico da fungéo f(x) constante

Y

a b X

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 1, temos o grafico de uma fungao f(x) constante em que a area
(A) sob areta que representa essa fungao no intervalo a e b forma um retangulo.
Portanto, é possivel calcular a area A como visto em geometria, da seguinte

forma:

A= (b—-a).f(a)
Se tivéssemos um triangulo, um quadrado ou um trapézio, ainda seria facil

encontrarmos a area. Mas se tivermos uma fungao cujo grafico é representado

abaixo? Como calcular a area sob essa curva e entre dois valores de x?
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Figura 2 — Aproximagao da area sob uma curva por retangulos

0 a X Xy X Xi_q X b

Fonte: Stewart (2017, p. 330).

Vamos analisar a area da regido sob a curva f(x) em um intervalo a < x < b,
onde f(x) = 0 e f é continua, como na Figura 2. Neste caso, podemos néo saber
como calcular a drea sob a curva dada, mas sabemos como calcular a area de
um retangulo. Hoffmann e Bradley (2008) dizem que, assim, podemos dividir a
regiao dada em uma série de regides retangulares e calculamos o valor
aproximado da area A sob a curva y = f(x) somando as areas dessas regioes
retangulares.

De acordo com os autores, inicialmente, dividimos o intervalo a < x < b em
. . . b— .
n subintervalos iguais de largura Ax = Ta e chamamos de x; a extremidade

esquerda do intervalo de ordem j, paraj = 1,2,...,n. Em seguida, tragamos n
retangulos tais que o retangulo de ordem j tenha uma largura igual a Ax e uma
alturaigual a f(x;), como na Figura 2. A soma das areas dos nretangulos,
A=Ax.f(x;),é

Spn=Ax.fxg +Ax.fx, + -+ Ax.fx, =Ax.[fx; + fx, + -+ fx,],

conhecida como soma de Riemann, que é aproximadamente igual a area total A

sob a curva dada.
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Observe na Figura 2 que essa aproximagao vai existir porque, para alguns
retdngulos, estamos superestimando a area sob a curva e, para outros
retangulos, estamos subestimando essa area. No entanto, quanto maior é o

numero n de subintervalos, mais a soma S,, se aproxima de A.

Voceé sabia?

o

A definicao de integral que usamos se deve a Bernhard Riemann. Ele
realizou seu doutorado sob a orientagcdo do legendario Gauss na
Universidade de Gottingen, e 1a permaneceu para ensinar (STEWART,

2017).

Dessa forma, Hoffmann e Bradley (2008) afirmam o seguinte: considerando
f(x) uma fungéo continua tal que f(x) = 0 no intervalo a < x < b, a drea sob a

curvay = f(x) nointervalo a < x < b é dada por:

A= lim Ax.[fxqg + fx, + -+ fx,],
n—>oo

onde x; € a extremidade esquerda do subintervalo de ordem j se o intervalo

a < x < b for dividido em partes iguais de comprimento Ax = b%a.

Vejamos o exemplo abaixo, retirado de Hoffmann e Bradley (2008)
Exemplo 1: Calcule a area sob a curva da fungdo f(x) = 2x + 1 nointervalo 1 <

x < 3.
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Figura 3 — Grafico do exemplo 1

7

a

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 322).

Nesse exemplo, a area A pode ser calculada pela forma do calculo da area do

trapézio (Figura 3) e, assim, teremos:

B+b).h 7+3).2
PEGLD U AT L

Mas vamos agora calcular essa area como a soma da area de n retangulos,

paran = 6. Iniciamos calculando a base dos retangulos, Ax:

b—a_3—1_2
n 6 6

Ax =

1
3

. . . 1 . ~
As extremidades dos subintervalos, que variam Ax = 5 a partir de x; = 1, sao:

W

5 7 8 e ~ .
Xp =10 =25 X3 =25 X4 =25 X5 = 35X = 3. Ja a altura dos retangulos sera:

f(x1=1)=3;f(x2=§)=%; (x3=§)=1?3;f(x4=2) =5;f(x5=§)=
TifGe=9 =7

Assim, obteremos a area aproximada da regiao A por meio da soma:
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1 11 13 17 19 28

No entanto, quanto maior for o n, mais proxima a soma estara da area exata
A daregido. Porexemplo,sen = 100,teremos S, = 9,96. Japaran = 500,S, =

9,99 e lim §,, = 10, que é o valor exato da area do trapézio.
n—-oo

2.2 Integral definida (ou integral de Riemann)

Como apresentam Chiang e Wainwright (2006), a integral definida é uma

forma abreviada para a expressao de limite de uma soma, destacada a sequir:

b
[ reodx = lim = axifx+ fro + ook fxl

e f(x) éointegrando;
e a é o limite inferior de integracao;

e b é o limite superior de integracao.
Entao, a integral definida de f(x) de a até b possui um valor numérico como
resultado, diferentemente da integral indefinida, uma vez que representa a area

sob a curva de f(x) de a até b.

Portanto, usando a notagao de integral definida, a area sob uma curva é:

A= fbf(x)dx
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2.3 Teorema fundamental do calculo

Como calcular o valor de uma integral definida sem calcular o limite de uma
soma?
Hoffmann e Bradley (2008) afirmam que, se f(x) é continua no intervalo

a < x < b, entao:

[2 F)dx = F(b) - F(a),

onde F(x) é a integral (antiderivada) de f(x) no intervalo a < x < b.

A notagao utilizada para o calculo da integral definida é:

[” Fx)dx = F(x)|? = F(b) - F(a).

Agora vamos resolver o Exemplo 1" utilizando o teorema fundamental do
calculo. Primeiro, vamos encontrar a integral indefinida e, depois, vamos

substituir x pelos limites de integragao e subtrair os resultados:

3 2x? 3 3
J(2x+1)dx= —+x+C | =x?+x+0)
) 2 1 1

=[32+3+4+C]-[12+1+C]=12+C—-2—-C = 10.

Observe que a constante C nao aparece no resultado final. Portanto, a

constante C é omitida em todos os calculos de integrais definidas.

T Calcule a area sob a curva da fungéo f(x) = 2x + 1 nointervalo 1 < x < 3.
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Veremos agora outro exemplo dado por Hoffmann e Bradley (2008), dessa

vez utilizando a integragao por substituigéo.

Exemplo 2: fol 8x(x? + 1)3dx.

du
Uu=x*>+1-—=2x-4du
dx

Como os limites de integracao 0 e 1 se referem a varidvel x e ndo a u, existem

duas formas alternativas de resolugao:

a) Expressar a integral em termos de x;

4

4u
f8x(x2+1)3dx=f4u3du=T=u4=(x2+1)4

"8x(x?+ D3dx= (2 + D =12+ 1D)*— (02 +1)*=16—-1= 15 ou
0 0

b) Determinar os valores de u que correspondemax =0e x = 1.

u@ =02 +1=1eu(l)=12+1=2

1 2
f 8x(x2+1)3dx=f 4uldu = u*
0

2
=2¢-1*=16-1=15
. 1

Exemplo 3: Determine a area limitada pela curva y = —x? + 4x — 3 e pelo eixo x.

Vamos comegcar encontrando as raizes de x (ou seja, os valores de x que

fazem y = 0) para, em seguida, construirmos o grafico da funcao (Figura 4).

A=b?—4ac=16—-12=4

_—hEVA —4+V4
 2a =2

X -»x,=1-x,=3
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Figura 4 — Gréfico da fungdo y = —x? + 4x — 3

3

-~

Fonte: Elaborado pela autora.

Observe que, no intervalo [1,3], temos f(x) > 0 e, portanto, a integral é

positiva.

3 —x3 3
A=j(—x2+4x—3)dx=<—+2x2—3x>|
. 3 1

=(—9+18+9)—<—%+2—3>=O—<—i>=

4
3 3

Contudo, se invertermos o sinal da fungéo y, teremos y = x2 —4x + 3 €, no
intervalo [1, 3], teremos f(x) < 0. Assim, consequentemente, a integral sera

negativa. Veja a Figura 5:
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Figura 5 — Gréfico da fungdoy = x? —4x + 3

A

I

-1

Fonte: Elaborado pela autora.

3 4
B=f (x2 —4x+3)dx = —=
. 3
E importante lembrar que n3o existe area negativa, ndo é mesmo? O sinal
negativo que apareceu no resultado da fungao y com sinal invertido indica que a
area fica abaixo do eixo x e acima de uma curva dada (Figura 5). A resposta é
negativa porque a altura de cada retangulo envolvido nessa area é negativa
(HOFFMANN; BRADLEY, 2008). Portanto, se estivermos interessados no valor
numeéerico, e nao no valor algébrico de tal area, devemos tomar o valor absoluto

da integral definida.

Temos, portanto, que se f(x) =0V x € [a,b] - f;f(x)dx > 0.

Por isso, quando formos calcular a area sob uma curva entre dois valores,
precisamos saber se naquele intervalo f(x) se mantém o mesmo sinal (positivo
ou negativo) ou se ocorre alguma alteragdo de sinal. Vejamos no exemplo a

seguir como proceder Nesses Casos.

Exemplo 4: Calcule a area A sob o grafico da funcdo f(x) = §x3 (Figura 6) entre

x=—-1lex=2.
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Figura 6 — Gréfico da fungéo f(x) = §x3

Fonte: Elaborado pela autora.

Observe que f_21§x3dx¢A1+A2=A. Portanto, para encontrar a drea

A = A, + A,, vamos precisar utilizar o médulo da fungao f(x):

f(x), se f(x) >0

1= {—f(x), se f(x) <0

Assim:

a=| lef(x)l ax= | Ol—f(x)dx ¥ fo Fodx =

- —f_olf(x)dx + fozf(x)dx
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B f013d +f21 0 = 1 x*
B P R A T R (|
1 16 17

:[0_<_%)]+[%_0]:12+E:E

2.4 Propriedades de integrais definidas

Veremos a seguir, conforme Chiang e Wainwright (2006), algumas
propriedades de integrais definidas que podem ajudar a simplificar o seu calculo.

A permuta de limites de integragao muda o sinal da integral definida.

i. fbaf(x)dx = — f:f(x)dx

Prova:

a b
fbf(x)dx=F(a)—F(b)=—[F(b)—F(a)]=—f f(x)dx

ii. Uma integral definida pode ser expressa como uma soma de um numero
finito de subintegrais. Essa propriedade as vezes é descrita como
aditividade.

c b c
f f(x)dx = f f(x)dx +f f(x)dx (a<b<c)
a a b

Apesar de b estar incluido nas duas areas, ndao temos uma contagem dupla

porque fbbf(x)dx =0.

As proximas propriedades sdao as mesmas das integrais indefinidas.

iii. [ kf()dx = k. ] f(x)dx

v. GO+ gColdx = [ f@dx + [ g(odx
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2.5 Area entre duas curvas

Podemos utilizar a integral definida para encontrar a area entre duas curvas.

Figura 7 — Area entre curvas

fx
\/ 9(x)

Rz

a b ox a b ox I a b x

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 334).

A partir da Figura 7, podemos verificar que a area de R = f;f(x)dx—

f:g(x)dx. Ou, ainda, a dreade R = f:[f(x) — g(x)]dx, onde f(x) = g(x).
Observe os dois exemplos a seguir.
Exemplo 1: Determine a area da regido limitada pelas curvas y = x3 e y = x2.

Figura 8 — Grafico das fungdes do exemplo 1

12

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 335).
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Observe que a fungdo y = x? estd acima da fungdo y = x3 no intervalo [0, 1].

Assim:

1
0

1
3

1 3 4
fo (x* —x3)dx = <% — %)

Exemplo 2: Encontre a area limitada por duas curvas: y; = 4x e y, = x3 + 3x?
(Figura 9).

Figura 9 — Area entre as curvas y; = 4x e y, = x3 + 3x2

5
-

2

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 336).

Através da Figura 9 podemos observar que ha uma inversao entre as
posi¢des das curvas, uma vez que, para a area A1, definida no intervalo de x entre

4e0,temosy, >y, Logo:

x* 3x3 4x?
—4

0
Al = 343x2—4x)dx=|—+———
j_4(x+x x)dx <4+3 2
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0
4=O—(64—64—32)=32

x4
— | — 3_22
<4+x x>

Ja para a area A2, definida no intervalo de x entre 0 e 1, temos y; > y,. Assim:

1 1
A2 =f [4x — (x3 + 3x?)]dx =f (4x — x3 — 3x¥)dx =
0 0
4
_ 2_ X _ .3 1_< 1 )_ _8-1-4_3
—<2x 2 x) =2 1)-(0) = =2

0 4 4
3
A=Al+A2=32+7=——

2.6 Integrais improprias

Nessa secgao, estenderemos o conceito de integral definida para o caso em
que o intervalo é infinito e também para o caso onde f(x) tem uma
descontinuidade infinita em [a, b]. Em ambos os casos, a integral é chamada
integral imprépria (STEWART, 2017).

2.6.1 Tipo 1: Limites de integracao infinitos

j:of(x) dx e f_boof(x) dx

Segundo Chiang e Wainwright (2006), as integrais definidas dessa forma, isto
é, com um limite de integracgao infinito, sdo chamadas de integrais improprias.
Nesses casos, nao é possivel avaliar as integrais como, respectivamente:
F(©) —F(a) e F(b) — F(—»)
Isso porque o ndo € um numero e, portanto, ndo pode substituir x na fungao

F(x). Para resolver essas integrais, vamos recorrer ao conceito de limites.
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De acordo com os autores, a integral imprépria f;of(x) dx podera ser

definida como o limite de uma outra integral (prépria) quando o limite superior

(ou inferior) de integragao tender a infinito, isto é:
00 b b b
f fx)dx = gimff(x)dxef f(x)dx = Lim Jf(x)dx

Chiang e Wainwright (2006) indicam que, se esse limite existir, diz-se que a
integral imprépria é convergente (ou converge), e o processo de calculo do limite
dara o valor da integral. Se o limite ndo existir, diz-se que a integral imprépria é
divergente e, na verdade, ndo tem significado.

Para entender melhor, vamos ver alguns exemplos a seguir.

Exemplo 1: Calcule flooxizdx.

© 1 | R AN 2 |
J, et =tim [ mex=pm (T} = gm (Fe1) =1

Portanto, essa integral imprépria converge e seu valor é 1. Veja o grafico

dessa integral imprépria na Figura 10.

Figura 10 — Integral imprépria convergente.

Fonte: Adaptado de Chiang e Wainwright (2006, p. 442).
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Exemplo 2: Calcule flooidx

*1 (P : b
f —dx =1lim | —dx =limInx| = lim (Inb—1Inl) =00
1 X boo |, x b—ooo 1 b—oo

Com esse resultado, temos que essa integral é divergente. Isso também é
possivel de ser visualizado no seu grafico (Figura 11). Veja que a extensao da
fronteira do lado direito na direcao leste é indefinida e, por sua vez, resultara em
uma area infinita, mesmo que a forma do grafico apresente uma semelhanga

com o grafico do exemplo 1 (Figura 10).

Figura 11 - Integral imprépria divergente.

Fonte: Adaptado de Chiang e Wainwright (2006, p. 442).

Ha ainda os casos em que ambos os limites de integragao sao infinitos, entao

teremos

[ rear= pm [ o

a——oo
e a integral converge se, e somente se, o limite existir.

2.6.2 Tipo 2: Integrando infinito

Mesmo com limites de integracao finitos, uma integral ainda pode ser
imprépria se o integrando, f(x), tornar-se infinito em algum ponto do intervalo de

integracdo [a,b]. Para calcular essa integral, vamos utilizar mais uma vez o
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conceito de limite, conforme Chiang e Wainwright (2006). Vejamos alguns

exemplos apresentados pelos autores para melhor compreensao.

Exemplo 3: Calcule fogx_l/z dx.

Observe que se trata de uma integral improépria porque o integrando € infinito

1

no limite inferior de integracao: myindee quando x — 0. Assim, teremos:
x /2

a—-0t

9 9
f x V2dx = lim | x V2dx = lim (6 — 2\/5) =6
0 a a-0t

Portanto, a integral é convergente para 6.

Exemplo 4: Calcule fol % dx.

11 1
f —dx = limj —dx = lim (—Ina) = +o0
0o X a-o0* J X a—0t

Como esse limite ndo existe, a integral dada é divergente.

Chiang e Wainwright (2006) destacam que, se o integrando torna-se infinito
no limite superior de integragao, fazemos da mesma forma. No entanto, se o
integrando torna-se infinito no intervalo aberto (a,b) e n@o em a ou b, entao,
supondo que f(x) —» o quando x — p, onde p é um ponto no intervalo (a, b), pela

propriedade da aditividade, temos:

fbf(x) dx = pr(x) dx + fbf(x) dx.

p

A integral da esquerda pode ser considerada convergente se, e somente se,

cada subintegral tiver um limite. Veja o exemplo abaixo.
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Exemplo 5: Calcule f_llx%dx.

Observe que o integrando tende ao infinito quando x se aproxima de zero.

Assim, devemos escrever a integral como a soma:

14 1 0 1
f —3dx=fx_3dx=fx‘3dx+fx_3dxzi1+i2
_1X -1 -1 0

onde,

' jb —3d L S
= —_ = —_— —_ = —00
i _1x X 522 124

Logo, podemos concluir que a integral é divergente, sem ter de avaliar i,.

2.7 Teorema do valor médio para integrais

Se f(x) é uma fungao continua no intervalo [a, b], entdo existe um numero ¢
no intervalo [a, b] tal que:

b
F©).(b—a) = j FG)dx

a

em que f(c) é o valor médio (STEWART, 2017).

A interpretagdao geomeétrica do teorema do valor médio para integrais diz que,
para fungdes positivas f(x), existe um numero c tal que o retangulo com base
[a, b] e altura f(c) tem a mesma area que a regiao sob o grafico de f(x) desde a

até b. Observe a Figura 12 abaixo.
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Figura 12 — Teorema do valor médio.

V4
}1 e f.:_'[]

I‘.
| E)= Fue
|
|

0 a

Fonte: Stewart (2017, p. 410).

Exemplo 1: Calcule o valor médio da fungdo f(x) = x? no intervalo [1,4] e
encontre um valor ¢ neste intervalo tal que f(c) seja o valor médio.

Pela formula do teorema do valor médio temos:

be(x)dx

b 1
F©O.0-a) = [ f@ix = ) = .

Fazendo as devidas substitui¢des:

4

, 1x*, 1064 1y 1
x“dx =§.?|1 =§.<———) ==.21=7
Portanto, sendo f(¢) = 7:
c2=7-c=+7
2.8 Aplicacoes de integrais definidas

A seguir veremos alguns exercicios com aplicacdes praticas de integral
definida retirados de Hoffman e Bradley (2008).
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Exercicio 1: Suponha que daqui a t anos um investimento esteja gerando lucro a
uma taxa de P;’(t) =50+ t? centenas de reais por ano e um segundo
investimento esteja gerando lucro a uma taxa de P,’(t) = 200 + 5t centenas de
reais por ano.
a) Durante quantos anos o indice de rentabilidade do segundo investimento
permanecera maior que o do primeiro?
O indice de rentabilidade do segundo investimento é maior que o primeiro até
que:
Py(t) = P, (b)
50 + t? = 200 + 5t
t?—5t—150=0
(t—15)(t+10)=0

t=15o0ut =-10

Como estamos falando em anos, vamos desprezar o valor negativo, logo

t = 15 anos.

b) Determine o excesso liquido de lucro para o periodo calculado no item
anterior. Interprete o excesso liquido de lucro como uma area entre curvas.

0 excesso de lucro do plano 2 em relagdo ao plano 1 é E(t) = P,(t) — Pi(t),
e o0 excesso liquido de lucro EL no periodo 0 < t < 15, calculado no item anterior,

é dado pela integral definida:

15 15
EL =f0 E'(t)dt =f0 [P, (t) — P, ()]dt

15 15
= f [(200 + 5t) — (50 + t2)]dt = f [150 + 5t — t2]dt =
0 0
(15)°
3

= [150t + 5t2 e
B 2 3

15 _[1corie 4 5 152 ~
O_ll 0(15) +5 (15)* — l—[O]—

= 1687,50 centenas de reais .- R$ 168.750,00 (a area entre as duas curvas)
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Exercicio 2: Em uma certa fabrica, o custo marginal é 3(q — 4)? reais por unidade
quando o nivel de producdo é g unidades. Qual é o aumento do custo de

fabricagao quando o nivel de produgdao aumenta de 6 para 10 unidades?
Para encontrarmos a solugéo, precisamos calcular a f610 3(q — 4)%dq.

Por substituicao, temos:

du
u=q—4—>E=1—>du=dq.

Logo,
10 q=10
f 3(q —4)%dq = 31 u?du =
6 q=6
ud|g =10 10
=3.— =(q—4)7°| =(10—4)% — (6 — 4)% = 208.
33 q=6 -4 6 (10—-4)°-(6—-4) 08

Exercicio 3: Quando possui t anos de servigo, uma certa maquina industrial gera
receita a uma taxa R’(t) = 5000 — 20t? reais por ano, e os custos de operacgdo e
manutencdo da maquina aumentam a uma taxa C’(t) = 2000 + 10t? reais por

mes.

a) Qual é a vida atil da maquina?

R'(t) = C'(t)
5000 — 20t? = 2000 + 10t>

3000

5000 — 2000 = 10t% + 20t? - 3000 = 30t? - t% = 30

t2 =100 -t =v100 » t = 10 anos

b) Calcule o lucro gerado pela maquina durante sua vida util.

10 10
f [R'(t) — C’'(t)]dt = f [(5000 — 20t2) — (2000 + 10t?)]dt =
0 0
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10
= (3000t — 10t3) 0"

3 0
= (3000.10 — 10.10%) — 0 = 20000

Logo, um lucro de RS 20.000,00 sera gerado pela maquina em sua vida util.

10 30t3\ |10
= J. (3000 — 30t2)dt = | 3000t —
0

Exercicio 4: O gerente de uma sapataria observa que o preco (em reais) de um

par de sapatos de uma marca popular varia a uma taxa de p’'(x) = %
X

quando x centenas de pares sdo demandados (comprados) pelos
consumidores. Quando o preco do par é de RS 75,00, 400 pares sdo demandados
pelos consumidores.

a) Determine a fungdo demanda p(x).

—300x X
f—dx = —SOOJ—3dx

Por substituicao, teremos:

du du
U=x*>4+9 5 —=2x - xdx = —
dx 2

Assim, a integral passara a ser da fungao:

1 ) —300 u~*/? 300 1 300
fz.u‘3/ duzT._l2+C=—?.—Z.—1+C=—1+C=p(x)
/ ez (x2+9)2

Se p(4) = 75, entao:

300 _ 300 _ _ _
W+C—75—>T+C—75—>C—75—60—>C—15
300
fp(x) = ——g + 15
(x? +9)2

b) Qual o prego corresponde a demanda de 500 pares?
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300 300
p(5) =———+15 =

+15 = R$ 66,36
(52 + 9)2 34172

c) Qual é a demanda se o preco do par de sapatos é de RS 90,00?

p(x) =90 - x =?

300 300 ) Lok, 300,
90 = ——— +15 > ——— =75 - [(x* + 9)2] = (=)
(x2 +9)2 (x2 +9)2

X2 4+9=16>x2=7->x=+V7 > x = 2,64

Como x se refere a centenas de pares, é preciso multiplicar o valor de
x encontrado por 100. Assim, a demanda ao preco de RS 90,00 sera de

aproximadamente 264 pares de sapatos.

Revisando

e Integral definida:
b
J f(x)dx = 1111_{?0 = Ax.[fx; + fx, + -+ fxg]

e Areasobuma curva:

b
AreadeRr = f f(x)dx

Figura 13 — Area R sob uma curva

“ \/ f(x)

R
; .
i

a h x

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 370)
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e Propriedades de integrais definidas:
a b
[ reodx == reodx
b a

facf(x)dx = fabf(x)dx + fbcf(x)dx (a<b<c)
fbkf(x)dx = k.fbf(x)dx

b b b
[ oo+ genax = [ e+ [ geax

e Teorema fundamental do célculo:

b
j f(x)dx = F(b) — F(a) onde F'(x) = f(x)

Area entre duas curvas:

Figura 14 — Area R entre duas curvas

fx)

\/ 9(x)

n i
|

a b X

Fonte: Adaptado de Hoffmann e Bradley (2008, p. 334).

b
AreadeR = f [f(x) — g(x)]dx

a

e Integrais improprias:

Loof(x) dx = lim Jabf(x) dx e J_:f(x) dx = lim Lbf(x) dx

f_if(x) dx = l!l_r;r.}o fbf(x) dx

a——oo
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e Valor médio para integrais:

1
(b—-a)

b
) = f FO)dx

Saiba mais

Video: Integral imprépria com limites de integragao infinitos, por Paulo

Pereira.

INTEGRAL IMPROPRIA com limites de integragio infinitos - Calculo 1
(#48) (Exemplos resolvidos). Publicado pelo canal Equaciona com
Paulo Pereira. Disponivel em: htips://youtu.be/nCbocso-Pbw. Acesso
em: 29 out. 2020.

Video: Integral imprépria com integrandos infinitos, por Paulo Pereira.

INTEGRAL IMPROPRIA com integrandos infinitos — Calculo 1 (#49).
Publicado pelo canal Equaciona com Paulo Pereira. Disponivel em:
https://youtu.be/2kyjGsgPlko Acesso em: 29 out. 2020.

Material didatico de apoio: Introdugao ao estudo das integrais, de Patricia

Pugliesi.

CARNEIRO, Patricia Pugliesi. Introdugao ao estudo das integrais. Sao
Cristovao, SE: Departamento de Economia da Universidade Federal de
Sergipe, 2014. Disponivel em:
http://dee.ufs.br/uploads/page_attach/path/2261/INTEGRAIS_-

Material_Did_tico_de_Apoio__2_.pdf. Acesso em: 05 out. 2020.
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Objetivos da aprendizagem

1 Criar uma distribuicao de frequéncia para um conjunto de dados;
2 Calcular e interpretar medidas de tendéncia central e de dispersao;

3 Calcular e interpretar a covariancia e um coeficiente de correlagao.

Introdugao

A estatistica é o conjunto de técnicas que permite, de forma sistematica,
coletar, organizar, descrever, analisar e interpretar dados oriundos de
estudos ou experimentos realizados em qualquer area do conhecimento.

Um exemplo de aplicagdo da estatistica na area de auditoria,
apresentado por Doane e Seward (2014), é o de uma empresa que realiza o
pagamento de mais de 12 mil faturas por més e sabe que algumas faturas
sdo pagas incorretamente. Os auditores ndo podem checar todas as faturas,
entdo selecionam uma amostra para estimar a proporgao das faturas pagas
indevidamente. Qual deve ser o tamanho da amostra para que os auditores
confiem que a estimativa esteja suficientemente préxima da real
proporgcao?

Além disso, a maioria das informagdes estatisticas publicadas nos
jornais, revistas, relatérios de empresas e outras publicagdes consiste em
dados resumidos e apresentados de forma que sejam de facil compreensao
para o publico, como destacam Anderson et al (2011). Esses sumarios de
dados, que podem ser graficos, tabelas ou numeros resumidos, sao
conhecidos como estatistica descritiva, assunto que veremos neste

capitulo apds a introdugao de alguns conceitos basicos.
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3.1 Conceitos basicos de estatistica

Para saber resolver o problema apresentado acima é preciso aprender ferramentas

das duas espécies principais de estatistica, como destacam Doane e Seward (2014,
p. 6):

“Estatistica descritiva corresponde a coleta, organizagao,

apresentagdo e resumo de dados (com diagramas e gréficos ou
utilizando um valor numérico resumido).
Inferéncia estatistica refere-se a generalizar resultados de uma

amostra para uma populagao, estimar parametros desconhecidos,

~ . )
chegar a conclusoes e tomar demsoes.’

Vamos iniciar aprendendo algumas definicdes basicas, ok?

Ha dois tipos de conjuntos de dados usados em estatistica: populagdo e
amostra. Uma populacdao é o conjunto de objetos, individuos ou resultados
experimentais acerca do qual se pretende estudar alguma caracteristica comum. Uma
amostra € uma parte da populagdo que é observada com o objetivo de obter
informagao para estudar a caracteristica pretendida.

A partir de uma amostra de n itens escolhidos de uma populagao, calculamos
estatisticas que podem ser usadas como estimativas de parametros encontrados na
populagdo (DOANE; SEWARD, 2014). Assim, temos que parametro é a descri¢cdo
numeérica de uma caracteristica da populagao e estatistica é a descrigdo numérica de
uma caracteristica da amostra.

As caracteristicas dos elementos da populagdo ou da amostra sdo chamadas
de variaveis e sao classificadas conforme o esquema apresentado por Bussab e
Morettin (2010) na Figura 1. Por outro lado, dados sdo os valores observados das

variaveis.
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Figura 1 — Classificagdo de uma variavel

. Nominal
Qualitativa < :
Varidvel
. Discrefa
Cluantitativa ‘:::::------
T Contiwa

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 10).

Como destacam com os autores, algumas variaveis, chamadas de qualitativas
(como sexo, educacdo e estado civil), apresentam como possiveis resultados uma
qualidade (ou atributo) do individuo pesquisado. Ja outras, as variaveis quantitativas
(como numero de filhos, salario, idade), apresentam como possiveis realizagdes os
numeros decorrentes de uma contagem ou mensuragao.

Observe na Figura 1 que ainda é possivel dividir as variaveis qualitativas em
dois tipos, apresentados por Bussab e Morettin (2010): a variavel qualitativa nominal,
para a qual ndo existe nenhuma ordenagéo nas possiveis realizagdes (por exemplo,
cor do cabelo e estado civil), e a varidvel qualitativa ordinal, para a qual existe uma
ordem nos seus resultados (més de observagao, grau de instrugéo etc.).

De modo semelhante, esses autores destacam que as variaveis quantitativas
podem ser classificadas como: discretas, quando seus possiveis valores formam um
conjunto de numeros finito ou enumeravel, e que resultam, geralmente, de uma
contagem (numero de filhos); ou continuas, cujos possiveis valores pertencem a um
intervalo de nimeros reais e que resultam de uma mensuragéo (altura, valores
monetarios).

Voltando a distingdo entre populagdo e amostra, temos mais dois conceitos
relevantes: o censo é realizado para o levantamento de dados de variaveis referentes
a uma populagéo, ja a amostragem se refere a uma contagem ou medi¢ao de parte de

uma populagao e € mais comumente usada nos estudos estatisticos.

Meétodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 57



Capitulo 3

Conforme Doane e Seward (2014) explicam, ha duas categorias principais de
métodos de amostragem: a probabilistica, em que os itens sdo selecionados
aleatoriamente (ou por um procedimento que envolve o acaso), buscando produzir
uma amostra representativa de uma populagéo; e a nao probabilistica, que é néao
aleatoria e, portanto, € menos cientifica, mas, algumas vezes, é usada por
conveniéncia.

Focando na amostragem probabilistica, mais comumente utilizada nos estudos
cientificos, temos as quatro técnicas apresentadas a seguir, definidas conforme
Larson e Farber (2010):

e Amostra aleatoria simples: é aquela em que toda amostra de mesmo tamanho
tem igual possibilidade de ser selecionada. Ou seja, todos os itens na populagao de N
itens tém a mesma chance de serem escolhidos na amostra de n itens. Uma forma de
selecionar uma amostra aleatéria simples é definir um numero diferente para cada
membro da populagao e, entdo, fazer um sorteio ou usar uma tabela numérica
aleatéria. A amostragem pode ser (DOANE; SEWARD, 2014):

Sem reposi¢ao: uma vez que um item seja incluido em uma amostra, ele nao

podera ser selecionado nhovamente para a mesma a amostra.

Com reposi¢ao: o mesmo numero aleatdrio pode aparecer mais de uma vez.
e Amostra sistematica: é aquela na qual é atribuido um nimero a cada elemento da
populagdo. Os itens que compdem a populagdo sdo ordenados de alguma forma,
depois um numero inicial é selecionado aleatoriamente e, entdo, itens da amostra sao
selecionados em intervalos regulares a partir do numero inicial.
e Amostra estratificada: quando é importante que uma amostra tenha membros de
cada segmento da populagdo. Esse método é aplicavel quando a populagao pode ser
dividida em subgrupos homogéneos de tamanhos conhecidos (os estratos). Dentro
de cada estrato, pode-se tomar uma amostra aleatéria simples do tamanho desejado.
e Amostra por conglomerado (ou por agrupamento): quando a populacdo esta em
subgrupos que ocorrem naturalmente, cada um tendo caracteristicas similares. Para
selecionar uma amostra por agrupamento, divida a populagdao em grupos, chamados

clusters, e selecione todos os membros em um ou mais (mas ndo em todos) clusters.
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Sao, essencialmente, estratos consistindo em regides geograficas, e cada cluster

deve consistir de membros com todas as caracteristicas de interesse.

3.2 Distribuigoes de frequéncias

Segundo Bussab e Morettin (2010), quando se estuda uma caracteristica, ou
melhor, uma variavel, o maior interesse do pesquisador é conhecer o comportamento
dessa variavel, analisando a ocorréncia de suas possiveis realizagdes. Para isso,
veremos nesta secao uma forma de se organizar um conjunto de realizagoes para
termos uma visao global sobre elas, ou seja, uma visao global de sua distribui¢ao.

Quando um dado tem muitas entradas, pode ser dificil de observar padroes,
como observam Larson e Farber (2010). Para auxiliar na organizacéo e andlise de um
conjunto de dados, eles podem ser agrupados em intervalos chamados de classes e
formar, assim, uma distribuicao de frequéncia. Ela também podera ser utilizada para
a construcao de graficos.

Portanto, Larson e Farber (2010) definem a distribuicao de frequéncia como
uma tabela que mostra classes (blocos) ou intervalos das entradas de dados com
uma contagem do numero de entradas (observacbes) em cada classe. Definimos
frequéncia f (ou frequéncia absoluta) de um valor de uma varidvel como sendo o
numero de vezes que aquele valor se repete no conjunto de dados observados.

Os passos bdsicos destacados por Doane e Seward (2014) para a constru¢do de uma

distribuicao de frequéncia sao:
1) Organizar os dados em ordem crescente.

2) Definir o nimero de classes. Como uma distribuicdo de frequéncia busca
sintetizar muitos pontos dos dados em uma tabela relativamente pequena, espera-se
que o nimero k de classes seja muito menor que o tamanho da amostra n. E
importante destacar que, quanto menos classes ha, mais informagdes perdemos. No
entanto, quanto mais classes ha, menos os dados estardo resumidos. No caso de
variaveis quantitativas, a regra de Sturges, apresentada abaixo, pode auxiliar na
definicdo do nimero de classes.

k=1+33logn
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No entanto, a quantidade e os limites das classes tém que ser razoaveis e apropriados.
Isso é mais importante que a regra de Sturges. Lembre-se que, no caso das variaveis
qualitativas, as classes sao definidas pelos possiveis atributos.

3) Estabelecer os limites das classes. Estabelecer os limites das classes requer
certo discernimento. Como orientagéo, encontre o comprimento aproximado de cada
classe por meio da divisdo da amplitude dos dados (maior valor observado menos o

menor valor observado) pelo nimero de classes:

Xmax — Xmin
k
4) Alocar os valores dos dados nas classes apropriadas. Geralmente, o limite

Comprimento da classe =

inferior da classe estd incluido, enquanto o limite superior esta excluido. Lembre-se
que nenhum dos blocos deve se sobrepor e que cada valor € computado em apenas
uma das classes.

5) Criar a tabela. Na tabela de distribuicao de frequéncia podem ser incluidas
diversas caracteristicas adicionais (como colunas adicionais) que ajudarao a fornecer
um melhor entendimento dos dados. Larson e Farber (2010) sugerem os seguintes
acréscimos:

e Ponto médio da classe: é o quociente da soma dos limites inferiores e

superiores da classe por 2.

(limite inferior da classe) + (limite superior da classe)
2

e Frequéncia relativa da classe: é a proporgao ou porcentagem de dados que

Ponto médio =

esta em determinada classe. Para encontra-la, divida a frequéncia f pelo
tamanho da amostra, n.

Frequéncia da classe (f;)

Frequéncia relativa (fri) =
n

e Frequéncia acumulada da classe: é a soma da frequéncia daquela classe

com todas as anteriores. Consequentemente, a frequéncia acumulada da

ultima classe é igual ao tamanho da amostra, n.

Para entender melhor, vamos construir uma tabela de distribuicdo de
frequéncia referente a variavel grau de instru¢do a partir dos dados de Bussab e

Morettin (2010) apresentados na Tabela 1.
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Tabela 1 - Informagdes de 36 empregados da se¢ao de orgamentos da Companhia MB.

e Estodo Grau de MNede Sabario Idode Regido de
civil instructo flhos | (= sol. min.) ancs | meses pmcedﬁnc'lc
1 soleiro ensing fundamental — 400 % m inkerior
2 | cosede | ensino fundamental 456 2 10 capifal
3 casodo | ensino fundamentol 2 525 3 i capi tal
4 solfeiro ensing médio - 573 .4 10 outro
5 solteiro ensino fundamental — 6,26 A o outra
& | cosodo | ensinofundamentol 0 .56 o] m inbericr
7 solfeiro | ensino flundamental — &85 4] o infericr
g soleiro ensina fundomental — 70 A4 04 capi tal
? | cosode ensinc médio 1 759 U 0 capifal
10 solteiro ensino madio — 744 2 & culra
1 casado ensine médio ? 812 ] 06 inkericr
12 | solteio | ensino fundamental - 844 Hy 1 capifal
13 solfeiro ensine média — 874 r B outra
14 cosodo | ensino undameniol 3 Ba5 A oz outro
15 casado ansine médio 0 213 a 05 inerior
16 solfeiro ensine médio - 235 ] i 2} outro
17 | cosado ensine madic 1 e al ow capital
18 casodo | ensino fundamentol 7 280 » ow outro
19 | scleiro superior - 10,53 25 % inkerior
i solfeiro ensine médio — 1074 r 04 inkerior
A cosado ensing médio 1 11,06 0 e outro
sl solteiro ensine médio — 11,59 34 2 capi tal
e solfeiro | ensino fundamentol - 12,00 4] m outro
24 | cosodo superior 0 12,79 % ]| culra
o casado ensine média 2 1323 12 i inkerior
] casado ensine médio 7 1340 15 m outro
= solteiro ensing lundamantal — 1385 44 o outra
] casado ensing médio 0 14,69 ] 8 infericr
.y casado ensino madio 5 1471 4] 05 inkerior
0 casado ensine médio 2 1599 5 10 capi ol
k1] solieiro superior - 16,22 3l 05 culra
1 casado ensine média 1 16,561 3 04 inkerior
1 | cosode superior 3 17,26 4 o capifal
34 solteiro superior — 1875 n i capi fal
3 | casado ensino médio 2 19,40 48 1 capifal
3 casado superior 3 2130 £ e infericr

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 11).

A partir desses dados, temos a seguinte distribuicao de frequéncia segundo o

grau de instrucdo (Tabela 2).

Observando os dados da segunda coluna da Tabela 2, verifica-se que, dos 36

empregados do setor, 12 tém o ensino fundamental, 18 o ensino médio e 6 o superior.

Na penultima coluna sao apresentadas as porcentagens para cada possivel resultado

da variavel grau de instrucdo. Elas sdao muito importantes quando se quer comparar

resultados de duas pesquisas diferentes.
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Tabela 2 - Frequéncias e porcentagens dos 36 funcionarios da segao
de orcamento da companhia MB segundo o grau de instrucao.

Grau de Frequéncia Frequéncia | Porcentagem Frequéncia
instrugao relativa acumulada
Fundamental 12 0,3333 33,33 12
Médio 18 0,5000 50,00 30
Superior 6 0,1667 16,67 36
Total 36 1 100 -

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 12).

A construcao de tabelas de frequéncia para variaveis continuas requer certa

conforme a Tabela 3.

atencao. Por exemplo, a tabela de frequéncias para a variavel saldrio, baseada nos
dados da Tabela 1, usando o mesmo procedimento acima, ndo podera resumir todas
as 36 observagbes num grupo menor, pois nao existem dados iguais. A solugao

utilizada é agrupar os dados por faixas de saldrio, ou seja, intervalos de classes,

Tabela 3 — Frequéncias e porcentagens dos 36 funcionarios da
secao de orgamento da companhia MB por faixa de salario

Classe de salarios Frequéncia | Porcentagem | Ponto médio
4,00/—8,00 10 27,78 6,00
8,00|1—12,00 12 33,33 10,00

12,00|]—16,00 8 22,22 14,00

16,00|]—20,00 5 13,89 18,00

20,00|—24,00 1 2,78 22,00
Total 36 100 -

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 13).

3.3 Graficos

Como destacam Bussab e Morettin (2010), a representacao grafica da distri-

mas nao contendo o limite superior b.

Meétodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2

Diante do exposto, vemos que ao resumir os dados relativos a uma variavel
continua, perde-se alguma informacgao. Por exemplo, ndo sabemos quais sdo os oito
salarios da classe 12 a 16, a nao ser que seja analisada a Tabela 1. Observe, ainda,

que usamos a notagao a|—b para o intervalo de nimero contendo o limite inferior a,
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buicdo de uma variavel tem a vantagem de informar sobre sua variabilidade rapida e
resumidamente. Em virtude de suas caracteristicas, nem sempre os graficos que se

aplicam as variaveis quantitativas podem ser utilizados para as variaveis qualitativas.

3.3.1 Graficos para variaveis qualitativas

Ha uma diversidade de tipos de graficos para representar variaveis qualitativas.
Alguns sao versoes diferentes do mesmo principio, de modo que irei apresentar dois
deles: graficos em barras e graficos de composigao de setores (“pizza”).

Conforme descrevem Bussab e Morettin (2010), o grafico em barras consiste
em construir retangulos ou barras com uma das dimensdes proporcional a magnitude
a ser representada (frequéncia ou proporcao), e a outra dimenséao arbitraria, porém
igual para todas as barras. Essas barras sdao apresentadas paralelamente umas as
outras, de forma horizontal ou vertical. Na Figura 2 temos o grafico em barras verticais
para a variavel grau de instrugdo, de acordo com a Tabela 2 de distribuicdo de

frequéncia.

Figura 2 — Grafico em barras para a variavel grau de instrugéo.

20 1

151

104

Freqgiiéncia

Fundamentel Médic Superior

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 15).

Por outro lado, de acordo com os autores, o grafico de composi¢cao em setores
visa representar a composi¢ao de partes de um todo, usualmente em porcentagem,

sendo o formato de “pizza” o mais conhecido. E composto por um circulo de raio
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arbitrario, representando o todo, dividido em setores, que correspondem as classes

de forma proporcional. Veja a Figura 3 para a variavel grau de instrugao.

Figura 3 — Grafico em setores para a variavel grau de instrugao

1{12; 33,3%)

2(18; 50,0%)
3(6; 16,7%)

1 = Fundamental, 2 = Midio & 3 = Superior
Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 16).

3.3.2 Graficos para variaveis quantitativas

Para variaveis quantitativas ha uma variedade maior de tipos de graficos. Além
dos graficos usados para as variaveis qualitativas, que também podem ser utilizados
para as variaveis quantitativas, veremos nesta segcao o grafico de dispersao
unidimensional e o histograma.

No grafico de dispersao unidimensional, a frequéncia é representada por
pontos, como vemos na Figura 4, que representa dados sobre o numero de filhos da
Tabela 1. Esses pontos podem:

(a) ser dispostos ao longo de uma reta, acompanhados por um nimero que indica as
repeticdes, como na Figura 4 (a);

(b) ter os valores repetidos “empilhados” um sobre o outro, como na Figura 4 (b);

(c) apresentar o ponto mais alto da pilha, como na Figura 4 (c), que é o modo de

representacao mais comumente utilizado.
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Figura 4 - Graficos de dispersao unidimensional para a variavel nimero de filhos.

. 7+ .
* &1
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Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 17).

Para variaveis quantitativas continuas, sao necessarias algumas adaptagoes.
Vejamos o caso da distribuicdo de frequéncia da variavel saldrio (Tabela 3). Para fazer
um grafico em barras, devemos usar o artificio de aproximar a variavel continua de
uma variavel discreta, o que pode ser feito supondo-se que todos os salarios em
determinada classe sdo iguais ao ponto médio desta classe. Assim, os dez salarios
da primeira classe serdo considerados iguais a 6,00, os 12 salarios da segunda classe

iguais a 10,00 e assim por diante, conforme Figura 5.

Figura 5 — Grafico em barras para a variavel salarios.

12 -
10 1
g 8
o
@
Tl
2 -
0
& 10 14 18 22
Salério

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 18).

Contudo, os autores destacam que essa forma de representar uma variavel
continua faz com que se percam muitas das informagdes nela contidas. Nesses

casos, recomenda-se o uso do grafico conhecido como histograma, que é definido por
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Bussab e Morettin (2010) como um grafico de barras contiguas, ou seja, sem espacgo
entre as barras, com as bases proporcionais aos intervalos das classes e a area de
cada retangulo proporcional a respectiva frequéncia, que pode ser tanto a frequéncia
absoluta quanto a frequéncia relativa.

Considerando a amplitude (limite superior menos o limite inferior) do i-ésimo
intervalo por A;, para que a altura do reténgulo respectivo seja proporcional a f;, a sua
altura deve ser proporcional a sua densidade de frequéncia (f;/4;, ou seja, frequéncia
absoluta dividida pela respectiva amplitude). Com essa convencao, a area total do
histograma sera igual a um. Veja o grafico do histograma da varidvel saldrios na Figura
6.

Quando os intervalos de classe (amplitude) sdo iguais, podemos utilizar, no
eixo das ordenadas do histograma, tanto os valores das frequéncias absolutas,
quanto os das frequéncias relativas, ou os da proporc¢ao ou, ainda, os das densidades
de frequéncia. Contudo, se os intervalos de classe (amplitudes) ndo forem iguais,

teremos que utilizar as densidades de frequéncia ou a proporgao no eixo Y.

Figura 6 — Histograma da variavel saldrios.
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Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 19).
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Atencao!

O histograma é importante porque sugere a forma da distribuicdao da
populacdao que estamos amostrando. Ele também ajuda a explicar um
importante aspecto de probabilidade e da uma ideia da localizagao do

centro dos dados e da variabilidade do conjunto de dados.

3.4 Medidas descritivas

Na estatistica descritiva sado utilizadas técnicas chamadas de medidas
descritivas, que sdo fungdes de valores de uma variavel numérica e que, segundo
Bussab e Morettin (2010), reduzem um conjunto de dados numéricos a um pequeno
grupo de valores representativos de toda informacéao relevante a respeito desses
dados.

A descricdao numérica dos dados possui grupos caracteristicos de medidas:
tendéncia central, dispersao ou variabilidade, forma, posi¢ao e associagdo. Veremos
a seguir as medidas que compdem cada um desses grupos, lembrando que as
medidas descritivas derivadas de uma amostra sdo denominadas estatisticas e as de

uma populagdo sdo chamadas parametros, como destacam Doane e Seward (2014).

3.4.1 Medidas de tendéncia central

De acordo com esses autores, as medidas de tendéncia central buscam
descrever o valor do meio ou os valores tipicos de um conjunto de dados. Para se ter
uma ideia clara a respeito da tendéncia central dos dados, é preciso olhar para varias
medidas. As trés mais utilizadas sao a média, a mediana e a moda.

A média é a medida mais conhecida e mais utilizada, em virtude da sua
facilidade de calculo e de compreensao. Ela pode se apresentar de duas formas:

e Maédia aritmética simples - E a soma das observacdes dividida pelo

nimero delas (BUSSAB; MORETTIN, 2010). Todos os valores participam do
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célculo com 0 mesmo peso. Assim, para um conjunto de n valores da variavel

X (x4, x2, X3, ..., Xp,), temos:

e Maédia ponderada - E a soma das observacdes dividida pelo nimero delas
na qual pelo menos um dos valores possui um peso diferente dos demais
(BUSSAB; MORETTIN, 2010). Portanto, teremos um conjunto de valores da

variavel X (xq, x5, X3, ..., X,) € um conjunto de pesos (py, P2, D3, -» Pn):

7= i1 XD

i=1Di
A mediana (md), segundo Bussab e Morettin (2010) é o valor que ocupa a
posicao central da série de observagdes, quando elas estdo ordenadas em ordem
crescente. Metade dos dados é igual ou inferior a mediana e metade é igual ou
superior. A mediana é a observagdo do meio em uma série de dados ordenada se n
for um ndmero impar, mas é a média das duas observacdes centrais se n for um
nimero par, conforme salientam Doane e Seward (2014). Assim, considerando
Xay < Xzy <o < X(gy < X, POdemos apresenta-la formalmente como Bussab e

Morettin (2010):

X/n+1 .
——)senimpar

md(X) = x(ﬂ) + x(ﬁ+1)
—2——2% " senpar

2

Por exemplo, nessa série de cinco observagdes A = {3,4,7, 8,8}, temos md =

X(3) = 7. Ja na série de seis observagbes B = {3,4,7,8,8,9}:

_X®*tX@ _ 718

=17,5.
2 2

md
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Como definem Bussab e Morettin (2010), a moda é o valor mais frequente do
conjunto de valores observados. Além disso, é a Unica medida que pode nao existir e,
existindo, pode nao ser unica.

Vamos encontrar essas medidas de tendéncia central (média, mediana e moda)
para o seguinte conjunto de dados: 25, 10,9, 12, 21,16, 18,23, 13, 5,23,22,9,20,17 e
9. A primeira coisa que devemos fazer é ordena-los de forma crescente: 5, 9, 9, 9, 10,
12,13,16,17,18, 20, 21, 22, 23, 23 e 25. A sua média sera dada por:

2% o5

4 _22%_1575
16

x|

1
n

Considerando que é uma série de tamanho par, com 16 observagdes, sua

mediana é igual a:

X(8) + X(9) _ 16 + 17
2 T2

= 16,5

E por fim, com os dados ordenados, facilmente é possivel identificar que o

nuamero que mais se repete, ou seja, a moda, é 9.

3.4.2 Medidas de dispersao

O resumo de uma série de dados por uma unica medida de tendéncia central
esconde toda a informacgao sobre a variabilidade do conjunto de observagdes. Assim,
como também salientam Bussab e Morettin (2010), as medidas mais usadas que irdo
nos ajudar a mensurar a dispersao dos dados em torno da média sado a variancia e o
desvio padrao. Essas medidas de dispersao servem para medir a variagao do conjunto
de dados (LARSON; FARBER, 2010).

A primeira delas é a variancia, calculada através da soma do quadrado dos

desvios das observacdes em relagdo a média dividida por N, no caso de uma

Meétodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 69



Capitulo 3

populagéo, ou, em se tratando de uma amostra, dividida por n - 1, segundo Doane e

Seward (2014), conforme as respectivas férmulas apresentadas a seguir:

2 — Z?=1(xi_f)2 SZ — Z?:l(xi_f)z
N n-1

g

Contudo, de acordo com os autores citados acima, utilizamos na maioria das
vezes o desvio padrao para representar a variabilidade do conjunto de dados, uma vez
que ele é a raiz quadrada positiva da variancia (veja as férmulas abaixo) e, sendo
assim, sua unidade de medida é a mesma da varidvel em questdo. Dessa forma, ele
nos ajuda a compreender como os valores individuais em um conjunto de dados

variam em torno da média.

o= 2?:1(751'_7?)2 s = Z?=1(xi_f)2
N n—1

Vamos calcular essas medidas de dispersao juntos? Suponha que temos uma
amostra-piloto sobre a idade dos funcionarios de uma empresa: 35, 27, 21, 55, 18, 27,
30, 21, 24. Para calcular a variancia desse conjunto de dados, sugiro a construgao de

uma tabela (veja a Tabela 4), iniciando com a ordenagdo dos dados (coluna 2) e

,oye 258
calculando a média x = 5 = 28,67:

Tabela 4 - Calculo dos desvios e dos desvios ao quadrado da série idade dos funcionarios.

X; (x; — %) (x; — X)2

|

1 18 18-12867=-1067 (—10,67)> = 113,85
2 21 21-2867=-767 (—=7,67)% = 58,83
3 21  21-2867=-767 (—=7,67)% = 58,83
4 24  24-2867=-467 (—4,67)2 = 21,81
5 27  27-2867=-167 (=1,67)% = 2,79
6 27 27-2867=-167 (-1,67)% = 2,79
7 30 30-2867=133 (1,33)% = 1,77
8 35 35-2867=633 (6,33)% = 40,07
9 55 55-2867=2633  (2633) = 69327
> 258 994

Fonte: Elaborada pela autora.
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Portanto, temos:

2 _ Tl (xi=0)? 994 _ _ZE (=02 _
§E=EE == 124,25 e s = = 124,25 = 11,15 anos.

3.4.3 Forma

A forma da distribuicdo pode ser avaliada por meio da observagao do
histograma ou da comparagdo entre a média e a mediana. Além disso, Doane e
Seward (2014) acrescentam o seguinte: para dados simétricos, a média e a mediana
sdo idénticas; para dados assimétricos a direita (ou de assimetria positiva), a média é
superior a mediana; ja para dados assimétricos a esquerda (ou de assimetria negativa),
a média é um valor menor do que a mediana. Podemos observar essas formas de

assimetria na Figura 7.

Figura 7 — Assimetria de distribuigdes: assimétrica a direita, simétrica e assimétrica a
esquerda, respectivamente.

>

Moda < Mediana < Média " Média=Mediana=Moda H H
Madia < Mediana < Moda

Fonte: Estatistica (entre 2000 e 2020).

Vemos no primeiro grafico da Figura 7 que a cauda longa do histograma aponta
para a direita (a maioria dos dados se apresenta a esquerda e hd poucos valores
altos), justificando assim a nomenclatura “assimétrica a direita”. No ultimo grafico da
Figura 7, que se refere a assimétrica a esquerda, a cauda aponta para a esquerda (ha
poucos valores baixos e grande parte dos dados se concentra a direita). J& na
simétrica (grafico central), as caudas do histograma apresentam certo equilibrio, com
valores baixos e altos balanceados. Essa descrigdo da Figura 7 esta em consonancia

com o apresentado por Doane e Seward (2014).
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3.4.4 Medidas de posicao

As medidas de posicao fornecem informacdes sobre a posicao de valores
particulares em relacao ao conjunto de dados, indicando limites para proporc¢des de
observagdes nesse conjunto.

A mediana, vista anteriormente na secao 3.4.1, é a que divide o conjunto
ordenado em duas partes iguais, conforme Larson e Farber (2010). Ainda segundo
eles, os trés quartis, Q,, Q, e Q3, dividem aproximadamente um conjunto de dados
ordenado em quatro partes iguais. Aproximadamente % dos dados esta acima ou
abaixo do primeiro quartil Q;. Em torno de metade dos dados esta acima ou abaixo
do segundo quartil @, (que coincide com a mediana). Aproximadamente % dos dados
estao acima ou abaixo do terceiro quartil Qs.

Para especificar uma medida de posic¢ao, temos ainda os percentis e os decis,
resumidos de acordo com Larson e Farber (2010):

Decis: Dividem um conjunto de dados em 10 partes iguais e sao representados por
D,,D,, D5, ..., Do.
Percentis: Dividem um conjunto de dados em 100 partes iguais e sao apresentados

como P;, P, P;, ..., Pyg.

3.4.5 Medidas de associagao

Para analisar o comportamento conjunto de duas varidveis quantitativas, com
o objetivo de encontrar as possiveis relagdes ou associagdes entre elas, nés temos a
covariédncia e o coeficiente de correlagdo. Como destacam Bussab e Morettin (2010),
iremos entender a existéncia de uma associagao como a mudanga no comportamento

de uma variavel na presenga ou nao de informacgao sobre a segunda variavel.

Voceé sabia?
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De acordo com Doane e Seward (2014), a covariancia mede o grau em que 0s
valores de X e Y se alteram mutuamente e é denotada por Cov(X,Y) ou ayy. Se as duas
varidveis tendem a caminhar na mesma direcdo, sua covariancia é positiva (ayy > 0)
e, caso contrario, se tendem a evoluir em dire¢des opostas, sua covariancia € negativa
(oxy < 0). No entanto, se as varidveis X e Y ndo estdo relacionadas, sua covariancia é
zero (oyy = 0).

Para calcular a covaridancia para uma amostra, dados n pares de valores

(x1,¥1), -, (x5, ¥n), Doane e Seward (2014) apresentam a seguinte formula:

2ic (i = X)) (i — )
n—1

Cov(X,Y) =

Esses autores salientam que as unidades de medida para a covariancia sao
imprevisiveis porque as unidades de medida de X e Y podem diferir. Por isso,
geralmente se utiliza o coeficiente de correlagao, que € um valor de covariancia
padronizado, pois € a covariancia dividida pelo produto dos desvios padraode X e Y,

e assume valores entre -1 e +1. Assim, sua férmula de célculo é a seguinte:

_ Cov(X,Y)

Pxy =
Sx- Sy

Por exemplo, suponha que ha uma amostra de cinco operarios de uma linha de
producdo e que a chefia quer saber se ha uma associagdo entre os anos de
experiéncia (X) e o tempo minimo gasto na execugao de certa tarefa (Y). Para isso
foram levantados os seguintes dados dessa amostra: (1, 7), (2, 8), (4, 3), (4, 2), (5, 2).
Facga o diagrama de dispersao e calcule o coeficiente de correlagdo entre X e Y.

Graficamente, esses dados sao representados na Figura 8, em que se sugere

uma relagao negativa entre as variaveis.
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Figura 8 — Grafico de dispersao dos dados dos operarios do exemplo.

0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Anos de experiéncia

Fonte: Elaborado pela autora.

Para confirmar essa possivel relagdo negativa entre as varidveis, vamos
calcular o coeficiente de correlagao entre X e Y, conforme demandado no exemplo.
Inicialmente sugiro organizarmos os dados e calcularmos os desvios em relagdo a

média necessarios para o calculo, conforme Tabela 5.

Tabela 5 — Dados dos operarios do exemplo e calculo dos seus desvios, desvios ao
quadrado e produto dos desviosde X e Y.

x|y | (=2 | (=202 | =P | =P | &i—0.0i—Y)
117 | 22 4,84 26 676 | (-2.2).(2,6) = -5.72
22 8| 2 144 3,6 1296 | (1.2).(3.6) = 4,32
3 4] 3| 08 0,64 .4 196 | (0.8).(1,4) =112
4 4 2| 08 0,64 24 576 | (0.8).(2.4)=-192
55| 2| 18 3,24 24 576 | (1,8).(2.4) =432
S 16 | 22 10,8 332 7.4

Fonte: Elaborada pela autora.

Utilizemos os valores calculados e apresentados na Tabela 5 para o coeficiente

de correlagao, conforme vemos a seguir:

Y, (=D i—¥) —174
_ Cov(X,Y) _ e — 4 = —435 =~ —0,9189
108 (332 v2,7.4/8,3 ’

Pxy = =
Sx' Sy Z?=1(xi_f)2 Z?=1(yi_3_’)2
n-1 ' n—-1 4 4
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O resultado acima demonstra uma relagéo inversa entre anos de experiéncia e
tempo minimo gasto para a execugao de uma tarefa na linha de produgao analisada
no exemplo, confirmando assim a indicacdo dada pelo grafico de dispersao (Figura
8).

Revisando

e As varidveis podem ser classificadas como qualitativas (dados por
atributos) ou quantitativas (dados numéricos). As qualitativas sdo ainda
classificadas como nominais (quando ndo é possivel sua ordenacao) e
ordinais (quando existe uma ordem nos seus resultados).

e Uma distribuicao de frequéncia ordena os dados em classes e pode incluir
ainda frequéncias relativas, frequéncias acumuladas, ponto médio,
densidade de frequéncia e densidade de frequéncia relativa.

e Paravariaveis qualitativas devem ser utilizados os graficos em barra e em
composicdo de setores (“pizza”). Na apresentacdo de dados relativos a
variaveis quantitativas sdo recomendados os graficos de dispersao, em
barras e o histograma.

e Formulas das medidas descritivas mais utilizadas:

Média: X = =i=1x

n

adi 7 _ iz XiPi
Média ponderada: X = ==1—
Yi=1Pi

i 2

Variancia da amostra: s2 = —Z‘“fﬁ‘l %)

Desvio padrdo da amostra: E a raiz quadrada da variancia, portanto

s = Z?:l(xi_f)z.
\j n—1
T (xi—0)(Yi—y)

Covariancia: Cov(X,Y) = L —

el = Cov(X)Y
Coeficiente de correlagdo: py, = <&

Sx-Sy
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Saiba mais

Livro: Estatistica aplicada a administragao e economia, de David

Anderson, Dennis Sweeney e Thomas Williams.

ANDERSON, David. R.; SWEENEY, Dennis J.; WILLIAMS, Thomas A.
Estatistica aplicada a administragcao e economia. 2. ed. Sdo Paulo:

Cengage Learning, 2011.

Video: Distribuigao de frequéncia estatistica, de Marcos Murakami.

DISTRIBUICAO de frequéncia estatistica. Publicado pelo canal
Matematica Rapidola com Marcos Murakami. Disponivel em

https://youtu.be/451SxriwdvM. Acesso em: 20 nov. 2020.

Livro: Statistics for management and economics, de Gerald Keller.

KELLER, Gerald. Statistics for management and economics. 7. ed. Mason,
OH, USA: Thomson South-Western, 2005.
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Capitulo 4

ObjetIVOS da aprendizagem

1 Aplicar as defini¢cdes e as regras de probabilidades;
2 Usar o teorema de Bayes para calcular probabilidades;
3 Definir variavel aleatéria discreta e continua;

4 Calcular valor esperado e variancia.

Introdugao

Vimos no capitulo anterior que uma estatistica € uma medida que
descreve um conjunto de observagdes. Larson e Farber (2010) salientam
que, com os dados coletados e descritos, vocé pode usar o resultado para
escrever resumos, elaborar suas conclusdes e tomar decisdes. Contudo,
com as regras de probabilidade é possivel ir além e responder a perguntas

como:

e Quais sao as chances de que a receita do préximo més seja maior
que a do més anterior?

e Quais sdo as chances de que o novo sistema de produgao proposto
diminua a taxa de defeitos de fabricagado de determinados produtos?

e Qual é a chance de que uma pessoa ganhe sozinha na Mega-Sena?

Com a probabilidade é possivel compreender e quantificar a incerteza
sobre o futuro. Assim, veremos a seguir regras/propriedades sobre
probabilidade que nos ajudarao no processo de inferéncia estatistica.

Aprenderemos também neste capitulo sobre varidveis aleatodrias, a fim
de auxiliar na compreensao e estudo dos modelos probabilisticos discretos
e continuos (assunto do préximo capitulo), que sdo utilizados para
descrever as caracteristicas essenciais de um processo estocastico e para

orientar na tomada de decisdes ou fazer previsoes.
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4.1 Probabilidade

A probabilidade é a area de estudo que nos permite compreender e quantificar a
incerteza sobre o futuro. As regras da probabilidade sao uteis para estabelecer uma
ligacdo entre o que sabemos e o que é desconhecido em relacao ao futuro, como
afirmam Doane e Seward (2014).

A probabilidade também desempenha um papel critico na inferéncia estatistica.
Ela fornece uma conexao entre a populagao e a amostra. Para tirarmos conclusdes a
respeito de um parametro, precisamos ter informacgdes a respeito de sua distribui¢cao
de probabilidade.

Para discutir probabilidade, é preciso considerar que um experimento é qualquer
processo que permite ao pesquisador fazer observagdes. Além disso, o0s
experimentos podem ser deterministicos (quando repetidos nas mesmas condigdes,
conduzem ao mesmo resultado, como a temperatura do ponto de ebulicdo da agua,
por exemplo) ou aleatérios (mesmo que realizados sob condigdes idénticas, ndo se
pode prever, a principio, o resultado particular que ira ocorrer, embora se saiba o
conjunto dos possiveis resultados, como ocorre no langamento de uma moeda ou de
um dado, por exemplo).

Em se tratando de probabilidade, estamos interessados no experimento aleatorio,
que é uma agao ou processo que leva a um dos varios resultados possiveis, mas cujo
resultado exato nés nao conhecemos previamente. O conjunto de todos os resultados
possiveis (representado por S) é o espago amostral, como destacam Doane e Seward

(2014). Veja alguns exemplos no quadro abaixo:

Quadro 1 — Exemplos de experimentos e seus respectivos espagos amostrais

Experimento Espago amostral

Langar uma moeda S:{cara, coroa}

Langar um dado $:{1,2,3,4,5,6}

Duracao de uma

ampada S:{tlt > 0}

Fonte: Elaborado pela autora.
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De acordo com os supracitados autores, um evento é qualquer subconjunto do
espagco amostral. Sendo assim, para o langcamento de um dado (experimento
aleatério), um exemplo de evento pode ser “nimeros impares” (evento A), ou seja,
A:{1,3,5}.

Assim, a probabilidade de um evento — P(E) — é um numero que mede a
possibilidade relativa de sua ocorréncia (DOANE; SEWARD, 2014) e é encontrada a
partir da soma das probabilidades de cada resultado do evento. No exemplo do evento
“numeros impares”, apresentado acima, temos: P(A) = P(1) + P(3) + P(5).

Qualquer probabilidade apresenta as seguintes propriedades:

a) As probabilidades sdo sempre valores entre 0 e 1;
b) A soma das probabilidades de todos os resultados do espago amostral é igual

al.

Como atribuir probabilidades aos elementos que compdem o espago amostral?
Doane e Seward (2014) afirmam que existem trés modos distintos de se atribuir

probabilidade e que devem ser considerados separadamente:

Quadro 2 — Trés abordagens da probabilidade

Abordagem Como é atribuida? Exemplo ‘
Estimada a partir da Existe uma probabilidade de 2% de se
Empirica frequéncia observada do encontrar gémeos em um parto escolhido
resultado aleatoriamente.
Classica Conhecida a priori pela Existe uma probabilidade de 50% de se obter
natureza do experimento cara no langamento de moedas.
I Existe uma probabilidade de 75% de que a
I Baseada em opiniao X
Subjetiva . . Inglaterra adote o Euro como unidade
informada ou julgamento s
monetaria até 2012.

Fonte: Doane e Seward (2014, p. 173).
Segundo os autores, a abordagem empirica pode ser utilizada para atribuir
probabilidades aos dados empiricos coletados por meio de observagcdes ou

experimentos. Para isso, basta contar as frequéncias (f) dos resultados observados
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e dividi-las pelo numero de observagdes (n). Portanto, a probabilidade sera estimada

por f/n.

Atencao!

Probabilidades podem ser apresentadas em forma de fragdes, numeros

decimais ou porcentagens.

Vejamos agora como estabelecer relagdes entre os eventos e como determinar
suas probabilidades, considerando: um espago amostral S; A e B como dois eventos

do espago amostral S; e o0 experimento de langamento de um dado.

e Intersecio: E o conjunto formado por elementos que pertencem aos dois eventos
(A e B), em geral denotado por A n B. Exemplo: A = nUmeros pares € B =
nimeros maiores que 4, entdo A N B = {6}. Logo, a probabilidade dos dois eventos
ocorrerem simultaneamente é a probabilidade de que, apds o langamento de um dado,
o resultado seja igual a 6. Assim, P (A n B) = P(6) = 1/6. 0 diagrama da Figura 1

representa essa relagao.

Figura 1 — Diagrama de Venn da intersecao dos eventos A e B

S A B

Fonte: Elaborado pela autora.

e Unido: E o conjunto formado por elementos que pertencem a pelo menos um dos
dois eventos (4 ou B). Exemplo: A = nameros pares; B = nimeros maiores que 4.
A uniao desses dois eventos, representada por A U B, é formada pelo conjunto

{2,4,5, 6}, conforme visualizado na Figura 2. A probabilidade de ocorrer pelo menos
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um dos dois eventos — ou seja, P (A U B) — é dada pela soma das probabilidades de
que cada um desses resultados ocorra apés o langamento de um dado. Assim, P (A U
B) = 4/6.

Figura 2 — Diagrama de Venn da unido dos eventos A e B

S a 3

Fonte: Elaborado pela autora.

¢ Eventos mutuamente excludentes ou disjuntos: Quando ndo ha elementos em
comum entre os eventos e, portanto, eles nunca ocorrem simultaneamente, de modo
que a intersecdo dos eventos é um conjunto vazio. Exemplo: A =
nimeros menores que 3; B = numeros maiores que 4. O resultado da relagédo
desses eventos € visto na Figura 3, na qual podemos observar que a ocorréncia de um
evento exclui a do outro. (DOANE; SEWARD, 2014).

Figura 3 — Diagrama de Venn dos eventos disjuntos A e B

SA B

4 3

Fonte: Elaborado pela autora.
e Eventos coletivamente exaustivos: Quando todos os elementos do espago

amostral pertencem ou a 4, ou a B, ou a ambos, isto é, quando a unido dos eventos

corresponde a todo o espago amostral S. Nesse caso, pelo menos um dos eventos
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tem necessariamente que ocorrer. Exemplo: A = nUmeros maiores que 3;
B: nimeros menores que 5. Aqui, todos os possiveis resultados do langamento de um
dado estao compreendidos por um desses eventos, conforme pode ser claramente

visualizado na Figura 4.

Figura 4 — Diagrama de Venn dos eventos coletivamente exaustivos A e B

S a 3

Fonte: Elaborado pela autora.

e Complemento de um evento: E o conjunto formado pelos elementos que
pertencem ao espago amostral S, mas nao pertencem ao evento A. Esse conjunto é
denotado por A. Exemplo: A = conjunto dos nimeros impares = {1,3,5}. Dessa
forma, A= {2, 4,6}, ou seja, o complemento do evento A é formado pelos nimeros
pares, conforme vemos na Figura 5. Como 4 e A juntos constituem o espago amostral,
suas probabilidades somam 1. Portanto, como destacam Doane e Seward (2014), a
probabilidade do complemento de A é encontrada subtraindo-se a probabilidade de A

de 1, ou seja, P(A) = 1- P(A). No exemplo dado, P(A) = 1- % = %.

Figura 5 — Diagrama de Venn do complemento do evento A

S

A

4

Fonte: Elaborado pela autora.

Para apresentar os conceitos de probabilidade marginal, probabilidade
condicional, independéncia entre eventos e aplicar a intersecao e a uniao, nés vamos

supor que: a) estamos estudando duas caracteristicas (varidveis) dos individuos de
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uma populacgao, a cor dos olhos e a cor do cabelo; e b) foram coletados dados de uma

amostra de 200 pessoas, conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Dados da amostra sobre cor do cabelo e cor dos olhos
Cabelo (X)/Olhos (Y)  Azul Castanho Verde Total

Preto

Loiro

Ruivo

Total

Fonte: Elaborada pela autora.

Para estimar as probabilidades utilizando a abordagem empirica, vamos agora
dividir a frequéncia pela quantidade total de pessoas observadas (200), resultando na
probabilidade conjunta (referente a intersecdo de dois eventos) apresentada na
Tabela 2.

Tabela 2 — Probabilidade conjunta sobre cor do cabelo e cor dos olhos da amostra

Cabelo (X)/Olhos (Y) Azul Castanho Verde P(X)

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que as células correspondentes a cada duas caracteristicas (cor dos
olhos e cor do cabelo) se referem a probabilidade da intersegdo. Portanto, a
probabilidade de se selecionar alguém com cabelo ruivo e olhos castanhos, ou seja,
P(ruivo N castanho), € igual a 0,165 ou 16,5% (multiplicamos por cem para obter o
valor em termos percentuais). Da mesma forma, P(verde N loiro) = 0,065 ou 6,5% e
P(preto Nnverde) = 0,065 ou 6,5%.
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Quando s6 estamos interessados em uma caracteristica, observamos a
probabilidade marginal, isto é, a soma de todas as probabilidades de intersecao entre
a caracteristica de interesse e todas as possibilidades da outra variavel. Na Tabela 2,
as probabilidades marginais aparecem na ultima coluna, referente as cores dos
cabelos, e na ultima linha, referente as cores dos olhos. Portanto, de acordo com a
referida tabela, a probabilidade de selecionarmos, por exemplo, alguém de olhos
verdes, é de 0,25 ou 25%, e de cabelo ruivo, é de 0,34 ou 34%.

E se, a partir dos dados da Tabela 2, quisermos saber a probabilidade de
selecionarmos alguém com cabelo preto ou olhos castanhos? Nesse caso, estamos
tratando da probabilidade da unido de dois eventos, ou seja, de que pelo menos um
dos eventos ocorra. Portanto, nesse caso, ou a pessoa tem cabelo preto ou olhos
castanhos ou os dois. Ha dois modos de encontrar essa probabilidade, P(preto U
castanho): @) somar a probabilidade da intersecéo entre essas duas caracteristicas e
todas as possibilidades da outra variavel; ou b) somar as probabilidades marginais e
subtrair a probabilidade da intersecao entre elas, conforme apresentado a seguir,

respectivamente.

a) P(preto U castanho) = 0,015 + 0,31 + 0,065 + 0,045 + 0,165 = 0,6
ou
b) P(preto U castanho) = P(preto) + P(castanho) — P(preto N castanho)
isto &,
P(preto U castanho) = 0,39 + 0,52 — 0,31 = 0,6

Outro tipo de probabilidade muito utilizado é a probabilidade condicional, definida
por Larson e Farber (2010, p. 119) como “a probabilidade de um evento ocorrer, dado
que outro evento ja tenha ocorrido”. Segundo os mesmos autores, “a probabilidade

condicional de o evento B ocorrer, dado que o evento A tenha ocorrido, é denotada por
P(B|A) e lé-se ‘probabilidade de B, dado A (2010, p. 119). Para calcular tal
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probabilidade, divide-se a probabilidade da intersecdo entre os eventos pela

probabilidade marginal da condi¢ao, ou seja:

P(BNA) P(ANB)
P(A) P

P(B|4) =

Um exemplo: diante da Tabela 2, se sabemos que uma pessoa tem olhos azuis, a

probabilidade de ela ter cabelos loiros sera:

P(loiro nazul) 0,16
P(azul) 0,23

P(loiro|azul) = = 0,6957 ou 69,57%

Observe que, nesse caso, nao olhamos para todas as pessoas, apenas para as que
possuem olhos azuis.

Diante do exposto, podemos resumir as relagdes da seguinte forma:

e Probabilidade da unido: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

P(ANB)

e Probabilidade condicional: P(A|B) = P

e Probabilidade da intersecéo, a partir da probabilidade condicional:
P(ANB) = P(A|B).P(B) = P(B|A).P(A)

Acontecem, ainda, alguns experimentos em que “um evento nao afeta a
probabilidade de outro”, conforme destacam Larson e Farber (2010, p. 120). Por
exemplo, se vocé joga um dado e uma moeda, o resultado do langamento do dado nao
influencia a probabilidade de que a moeda caia em coroa. Esses dois eventos sao
independentes. De acordo com esses autores, dois eventos sao independentes se a
realizacdo de um deles ndao afeta a probabilidade do outro evento ocorrer. Dois

eventos, A e B, sdo independentes se, e somente se:
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P(B|A) = P(B)
ou
P(A|B) = P(A)

ou, conforme Bussab e Morettin (2010, p. 113), se

P(ANnB) = P(4).P(B)

Exemplo: Retiramos uma carta de um baralho com 52 cartas, contendo 13 cartas de
cada naipe (copas, espadas, ouro e paus). Sejam os eventos A (a carta é um as) e B

(a carta é de espadas). Podemos afirmar que A e B sdo independentes?

Passo 1

Encontrar as probabilidades marginais dos eventos A e B:
e Evento A: a carta € um as. Temos que sao quatro cartas de as em um
4

baralho com 52 cartas, portanto: P(A) = =

e Evento B: a carta é de espadas. Assim, temos 13 cartas de espadas no
baralho de 52 cartas, logo: P(B) = ;—z

Passo 2

Determinar a probabilidade da intersegao dos eventos A e B:
e A intersecao dos eventos (4 N B) é composta por cartas que sao as e de

espadas. Portanto, considerando as informagdes no enunciado, temos um

as de espadas no baralho de 52 cartas. Assim: P(ANB) = 5iz

Passo 3

Verificar se P(An B) = P(A).P(B).
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13 1

e P(A).P(B)= 2 8-1= P(A N B). Com esse resultado, podemos afirmar
52 52 52

que A e B sao eventos independentes.

De acordo com Bussab e Morettin (2010, p. 116), “uma das relagdes mais
importantes envolvendo probabilidades condicionais € dada pelo Teorema de Bayes”,
utilizado para revisar as probabilidades quando se obtém novas informacaoes.

Segundo Anderson, Sweeney e Williams (2011, p. 155), frequentemente a andlise é
iniciada com estimativas da probabilidade inicial (a priori), para eventos de interesse
especifico e, a partir de fontes como uma amostra ou teste de produto, por exemplo,
obtemos informagdes adicionais sobre os eventos. Considerando essas novas
informagdes, os valores da probabilidade inicial sdo atualizados calculando as
probabilidades revisadas, chamadas de probabilidades a posteriori. O teorema de
Bayes é aplicado para a atualizacdo das probabilidades a partir das novas
informacgdes.

Formalmente, considerando B; eventos mutuamente excludentes e coletivamente

exaustivos, paratodoi = 1,2,...,n,temos:

P(B)).P(A|B)
k. P(B).P(A|B)

P(4) =

Vejamos como o Teorema de Bayes é aplicado no exemplo apresentado por
Bussab e Morettin (2010, p. 116):

¢ Temos cinco urnas, cada uma com seis bolas. Duas dessas urnas (tipo
C1) tém 3 bolas brancas, duas outras (tipo C2) tém 2 bolas brancas, e
a Ultima urna (tipo C3) tem 6 bolas brancas. Escolhemos uma urna ao
acaso e dela retiramos uma bola. Qual a probabilidade de a urna

escolhida ser do tipo C3, sabendo-se que a bola sorteada é branca? )

As informagdes dadas na questdao podem ser formalmente apresentadas da

seguinte forma:
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2 2 1
P(C1) = E;P(CZ) = g;P(CE;) =z

1 1
P(B|C1) = E;P(BlCZ) = §;P(B|CB) =1

Para responder a questao temos que calcular:

P(C3nB) P(C3).P(B|C3)

PIB) =—5my =~ p®)

Como nao temos P(B), vamos calcula-la da seguinte forma:
P(B)=P(C1nB)+P(C2NnB)+P(C3NnB)
Portanto:
P(B) = P(C1).P(B|C1) + P(C2).P(B|C2) + P(C3).P(B|C3)
_(2 1)+(2 1>+<1 1)_ 8
~\572 5°3 57/ 15
Assim, temos:

P(C3).P(B|C3) _ § 1 3
P(B) a % "8

P(C3|B) =

4.2 Variaveis aleatorias

Seja S um espago amostral associado a um experimento aleatério. Variavel
aleatéria (v.a.) é definida por Larson e Farber (2010), como uma fungéo ou regra que

associa a cada elemento s € S um numero real X(s), isto &, atribui um valor numérico
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para cada resultado s no espago amostral S de um experimento aleatério, conforme

representado na Figura 6.

Figura 6 — Variavel aleatéria

x L
s Variavel " X(s)
Aleatoria

Fonte: Elaborado pela autora.

Vejamos um exemplo de variavel aleatdria: considere um experimento aleatorio de
langamento de duas moedas, sendo C igual a coroa e Ca igual a cara. Seu espaco
amostral é S = {CC,CCa,CaC,CaCa} com a probabilidade de cada evento ocorrer
igual a %4, resultado da multiplicagao da probabilidade de sair cara ou coroa em uma
moeda (%2) pela probabilidade de sair cara ou coroa na outra moeda (%2). Dado que a

variavel aleatodria X € o numero de caras obtidas nas duas moedas, temos:

e x, =0 - Correspondente ao evento (CC)
e x, =1 - Correspondente aos eventos (CCa) e (CaC)

e x; =2 — Correspondente ao evento (CaCa)
Para cada valor de X tem-se uma probabilidade associada, denominada fungao de
probabilidade e denotada por P(X). O conjunto de pares [x;. P(x;)] € chamado de

distribuicao de probabilidade de X e deve seguir as regras de probabilidade:

e 0<P(x;) <1paratodo i;

° ?:1 P(xl-) =1.

Diante do exposto, no exemplo do langamento de duas moedas, teremos a

seguinte distribuicao de probabilidade:
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Tabela 3 — Distribuicao de probabilidade da v.a. X

I R

14 — Correspondente ao evento (CC)

1 Y% + Y% = % — Correspondente a ocorréncia dos eventos
(CCa) ou (Cal)

2 % — Correspondente ao evento (CaCa)

Fonte: Elaborada pela autora.

Os autores Larson e Farber (2010) salientam que a palavra aleatéria indica que x
€ determinado pelo acaso e que existem dois tipos de variaveis aleatérias: discreta e

continua.

a) As varidveis aleatdrias discretas apresentam valores que podem ser
enumerados e resultam de alguma forma de contagem, como, por exemplo, o
numero de ligagdes realizadas em um consultério médico em um dia.

b) As variaveis aleatérias continuas nao sdo enumeraveis, podem assumir
qualquer valor dentro de um intervalo de variagao, inclusive valores numéricos
decimais, e resultam de uma mensuragao, como, por exemplo, o nimero de horas

gastas em ligagdes em um consultério médico em um dia.

Vejamos um exemplo apresentado por Bussab e Morettin (2010, p. 164), para uma

melhor compreenséao da diferenca entre variaveis aleatdrias discretas e continuas.

a) Variavel aleatdria discreta: o ponteiro dos segundos de um relégio mecénico
pode parar a qualquer instante. A variavel aleatéria X indica o angulo que o
ponteiro forma com um eixo imaginario que passa pelo centro do mostrador e
pelo numero Xll, conforme a Figura 7. Uma vez que o ponteiro da 1 “salto” por
segundo e que sao 60 saltos a cada volta completa do ponteiro no mostrador do

reldgio, teremos 6° por salto (360°/60). A distribuicdo de probabilidade de X sera:
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Tabela 4 - Distribuigdo de probabilidade da v.a. angulo do ponteiro dos segundos de um

relégio mecanico

X 0° | 6% 12°|18° | . 3487 354"

P(x) [1/60 [1/60{1/60(1/60| .. |1/60[1/60

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 163).

Figura 7 — llustracdao de uma v.a. X discreta

270° 90°

180°

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 164).

b) Variavel aleatéria continua: considere o mesmo problema do item anterior com
um relégio elétrico, em que o ponteiro dos segundos move-se continuamente,
sendo X o angulo formado pelo ponteiro dos segundos com o eixo imaginario que
passa pelo centro do mostrador e pelo nimero Xll. Nesse caso, X pode assumir
qualquer valor do intervalo [0,360) = {x € IR: 0 < x < 360}. Como existem
infinitos pontos nos quais o ponteiro pode parar, cada um com a mesma
probabilidade, entdo cada ponto tem a probabilidade de ocorrer igual a 0, ou seja,
P(X = x;) = 0. Contudo, podemos encontrar a probabilidade de que X esteja

compreendido entre dois valores quaisquer. Assim:

1
P(0° S X <90°) =7
e

1
P(120° < X <150°) = —
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Nesse caso, temos uma distribuigao uniforme continua e, dados dois nimeros a e

b—a
360°

b, a probabilidade de X € [a,b) é P(a<X <b) = Podemos ainda construir o

histograma dessa v.a. X, conforme a Figura 8.

Figura 8 — Histograma da v.a. continua angulo do ponteiro do relogio elétrico

150 x (em gra u';]

filx)

1/360

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p. 165).

A figura acima corresponde a seguinte funcado f(x), denominada fun¢ao de
densidade de probabilidade (f.d.p.):

0,sex <0°
1
X) = - O< o
f(x) 360,560 < x < 360
0,sex = 360°

Temos entdo que a distribuicdo de probabilidade para uma variavel aleatéria
continua X é representada por uma curva e a probabilidade de que X assuma um valor
no intervalo de a e b (sendo a < b) é dada pela drea sob a curva limitada por a e b.
Como vimos no Capitulo 2, essa area é expressa matematicamente por meio da

integral definida da fungéo f(x) no intervalo de a até b. Logo,

P(a <X <b) be( yax = [ Ly =20
a s = x)ax = —dax = .
] 360 360

No caso das v.a. continuas, é importante observar que:
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1. PX =xp) = f;‘)f(x)dx =0, e isso implicaem P(a<X<bh)=P(a<X<bh)=
Pla<X<b)=Pa<X<b),

2. A funcao de densidade de probabilidade de uma v.a. definida para todos os
valores de x, tal que a < x < b, satisfaz as seguintes condigoes:

a. f(x)=0Vxentreaeb;

b. [ f(x)dx = 1.
3. Af.d.p. ndorepresenta a probabilidade de coisa alguma. Ela somente produzira
uma probabilidade quando for integrada entre dois limites. Assim, como vimos,

a probabilidade sera a area sob a curva entre esses limites.

Vejamos outro exemplo, também apresentado por Bussab e Morettin (2010), em
que temos f(x) = 2x, para 0 < x <1 e 0 para outros valores de x. Primeiramente,
podemos verificar que f(x) é uma fungao de densidade de probabilidade, pois atende

as seguintes propriedades:

a) f(x) =0Vxentre0el— Ok

b) fol 2xdx = 2=

1 _
> 0—1—>0k

Assim, temos que a P (0 <x< %) = fol/z 2xdx = x*| ')? = 1/4.

4.2.1 Valor médio ou valor esperado (esperanca matematica) de
uma variavel aleatoria
O valor esperado, E(X), de uma variavel aleatoria discreta X é uma média

ponderada dos diferentes valores de X com pesos dados pelas respectivas

probabilidades. Portanto, é definido como:

n

QD = ) x.p(x)

i=1
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onde, x4, x5, ..., x, SA0 0s valores possiveis de X e p(x;) = P(X = x;).

No experimento de langamento de um dado, considerando X o numero de pontos
obtidos, temos como distribuicdo de probabilidade os lados do dado x; =1,x, =
2,...,xs = 6 € suas respectivas probabilidades iguais a 1/6. O valor esperado de X

sera:

EX) = (1%) + (2%) + (3%) + (4.%) + (5%) + (6. %) = 3,5

Destaca-se que E(X)ndo é o resultado que podemos esperar quando X for
observada uma unica vez. Afinal, a E(X) é a média aritmética dos resultados quando
X for observada um grande nimero de vezes.

Para uma variavel aleatdria continua, o valor esperado de X é definido como:

E(X) = j+oox.f(x)dx

onde, f(x) é a fungao de densidade de probabilidade.

Voltando ao exemplo de v.a. continua anterior, no qual f(x) = 2x,para0 <x <1e

0 para outros valores de x, seu valor médio ou valor esperado sera:

3

EX) = ]mx-f(x)dx =f 2x2%dx = 2%
» .

2

0 3

4.2.2 Variancia de uma variavel aleatoria

A variancia de uma variavel aleatéria X é dada por:

V(X) = E[X — E(X)]?
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A variancia de uma varidvel aleatoria discreta é:

n

Ve = ) lx — ECOPp(x)

i=1
E a variancia de uma variavel aleatéria continua é:

V(x) = f [x — EQOIPF(0)dx

Contudo, pelo teorema encontrado a partir do desenvolvimento da formula V(X) =

E[X — E(X)]? podemos calcular a variancia de X, em ambos os casos, como:

V(X) = E(X?) — E2(X)

Voce sabia?

O desvio padrao de X é definido como a raiz quadrada da variancia.

Vejamos agora um exemplo de calculo da variancia de uma variavel aleatodria
discreta. Considere uma variavel aleatéria com a distribui¢cao de probabilidade abaixo.

Vamos calcular o valor esperado e a variancia de X.

1 1 1
x, =1P(x) = 2= 2;P(x;) = 5 X3 = 3; P(x3) = 7

E(X) = (1&) + (2%) + (3%) —2

VX) = i(xi —2)%p(x) = (L%) + (0.%) + (1.%) = %
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Calculando a variancia através da aplicacdao do teorema, temos que calcular

primeiro a esperanca de X2 e, depois, substitui-la na formula do teorema junto com o

quadrado do valor esperado de X:

3

m%ﬂ=§}¥p@0=( ) (%) ( ) ;

i=1

_22=1

V(X) = E(X?) — E2(X) = o

Agora vamos calcular a variancia da variavel aleatéria continua f(x) = 2x, para 0 <

x < 1 (a mesma variavel da segédo 4.4.1 acima), onde encontramos que a E(X) = 2/3.

1

[x—E(X)]zf(X)dx=fl(x—§>2.2xdx=f01<2x —8%+89x>dx=

0
2x* 8x3 8x2
= -
4 9 18

Podemos também aplicar o teorema e, para isso, devemos primeiro calcular E (X?),

V(X) = f

0
12881

=2 9718”138

conforme vemos a seguir:

1 x4 1

EXZ = 22d = — = —

(X?) jox xdx =—| =5
V(X) = E(X?) — E2(X) = » cf—14—1
N 2 \3/ 2 9 18

Observe que, em geral, o uso do teorema simplifica os calculos necessarios para

se encontrar a variancia, especialmente nos casos de variavel aleatéria continua.
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Revisando

e O espago amostral de um experimento aleatorio descreve todos os seus
possiveis resultados.

e Uma probabilidade empirica é baseada em frequéncias relativas.

e O complemento de um evento sao todos os resultados do experimento,
exceto os do evento.

e Aintersecao de dois eventos corresponde apenas aos resultados que estao
em ambos, é denotada por P(A N B) e pode ser calculada por: P(ANB) =
P(A|B).P(B).

e A unido de dois eventos é dada por todos os eventos que estao contidos em
um deles ou em ambos e sua férmula é igual a: P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(AN B).

e A probabilidade condicional de um evento é a probabilidade de que ele

ocorra dado que outro evento ja tenha ocorrido e é calculada assim: P(A|B) =

P(ANB)
P(B) °

e Uma variavel aleatéria atribui um valor numérico a cada evento no espago
amostral de um experimento aleatorio.

e Uma varidvel aleatdria discreta tem um numero contavel de valores
diferentes.

e Em uma distribuicdo de probabilidade discreta, as probabilidades devem

estar entre 0 e 1 e juntas devem somar 1.

Valor esperado (média) de uma v.a. discreta: E(X) = X7 x;. p(x;)

Variancia de uma v.a. discreta: V(X) = ¥, [x; — E(X)]?p(x;)

A funcao de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua
€ uma curva e as probabilidades sao as areas sob a curva, que devem ser

calculadas por meio da integral definida.

e Valor esperado (média) de uma v.a. continua: E(X) = f:: x. f(x)dx
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e Variancia de uma v.a. continua: V(X) = [~ [x — E(X)]*f (x)dx

e Teorema para o célculo da variancia de variaveis aleatérias: V(X) = E(X?) —

E?Q)
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Objetivos da aprendizagem

1 Determinar as probabilidades de Binomial, Hipergeométrica e de

Poisson;
2 Encontrar probabilidades com as distribuicdes normal e t de Student;

3 Realizar estimacao por intervalo e testes de hipoteses.

Introdugao

Algumas variaveis aleatérias adaptam-se muito bem a uma série de
problemas préticos. Assim, segundo Bussab e Morettin (2010), um estudo
dessas variaveis € de grande valor para a elaboragcdo de modelos
probabilisticos para situagdes reais e, a consequente estimagao de seus
parametros. Usamos 0s modelos probabilisticos para descrever as
caracteristicas essenciais de um processo estocastico, para orientar na
tomada de decisGes ou fazer previsbes. (DOANE; SEWARD, 2014). Nas
secdes 5.1 e 5.2, veremos como alguns modelos probabilisticos, para
variaveis aleatdrias discretas e continuas sdo desenvolvidos e como sao
comumente utilizados.

Na secdo 5.3 vocé aprendera como sao usados certos métodos
estatisticos, como a média amostral e a propor¢ao amostral, para estimar a
média e a propor¢do da populagdo, bem como construir intervalos de
confianca e realizar testes de hipoteses, compreendendo assim a inferéncia
estatistica, muito importante para o processo de tomada de decisdes e

testes de suposigoes e teorias.
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5.1 Modelos de distribuicao de probabilidade para variaveis

aleatorias discretas

Iniciaremos pelos modelos de distribuicdo de probabilidade para variaveis
aleatérias discretas, salientando que uma distribuicdo de probabilidade discreta lista
cada valor possivel que a varidvel aleatéria pode assumir, junto com sua

probabilidade.

5.1.1 Distribui¢cao de Bernoulli

Os experimentos de Bernoulli apresentam apenas dois possiveis resultados:
sucesso (se acontecer o evento de interesse) ou fracasso (o evento ndo se realiza). A

probabilidade de sucesso € p e a probabilidade de fracasso é (1 — p).

Atencao!

Em todos os modelos de distribuicao de probabilidade, as condicdes de
que a probabilidade é um valor entre 0 e 1 e a soma de todas as

probabilidades é igual a 1 devem ser atendidas.

Alguns exemplos de experimentos de Bernoulli sdo apresentados por Bussab e
Morettin (2010):

1. Uma moeda é langada: ou o resultado é cara ou nao (coroa);

2. Um dado é jogado: ou cai face 5 ou ndo (caindo 1, 2, 3, 4 ou 6);

3. Uma peca é selecionada ao acaso de uma caixa com 500 pegas: essa pega
tem defeito ou nao;

4. Uma pessoa escolhida aleatoriamente dentre 1.000 é ou ndo do sexo

masculino.
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Teremos, portanto, a seguinte variavel aleatéria X de Bernoulli, representada
também pela notagdo X~Ber(p):

X = {0, fracasso com P(0) =1 —p 1,sucesso com P(1) =p

Considerando o que vimos no Capitulo 4 sobre variaveis aleatorias discretas,
temos:
EX)=01-p)+1() =p
ViX)=p-p*=p(1—-p)

Exemplo 1: Considere o experimento de langamento de um dado e sucesso se cair 0

lado 5. Calcule as probabilidades, o valor esperado e a variancia.

Solugao:

5 1
P(X=0)=geP(X=1)=g

E(x 1 VX 175\ 5
0 =5evn=5() =3

5.1.2 Distribui¢ao Binomial

Repeti¢cdes independentes de um ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade
de ocorréncia de “sucesso”, ddo origem ao modelo de distribuicdo binomial.
Assim, um experimento binomial é um experimento de probabilidade que

apresenta as seguintes caracteristicas:

Ocorre quando um ensaio de Bernoulli é repetido n vezes;
Para cada ensaio existe dois possiveis resultados: sucesso ou fracasso;

A probabilidade de sucesso é p e a de fracasso é (1 — p).

P wDnd =

Os ensaios sao independentes “isto é, o resultado de um ensaio nao tem
influéncia nenhuma no resultado de qualquer outro ensaio.” (BUSSAB e
MORETTIN, 2010, p.143) e a probabilidade de sucesso p permanece

constante em cada ensaio;

Meétodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 104



Capitulo 5

5. A variavel aleatdria binomial X é o numero de sucessos num experimento
binomial, ou seja, 0 numero de “sucessos” ocorridos em n repeticoes

independentes do experimento de Bernoulli.

A funcao de probabilidade de uma variavel aleatéria que tem distribuigao binomial

€ a seguinte:

PX=k) = () k(1 —p)"*

onde: k = numero de sucessos; n = numero de ensaios; p = probabilidade de sucesso.

Além disso, a notagao utilizada é X~b(n, p).

Para encontrar o valor esperado e a variancia, basta multiplicar por n as

respectivas formulas da distribuicao de Bernoulli:

E(X)=np
V(X) =np(1—-p)

Exemplo 2: (LARSON; FARBER, 2010) Uma pesquisa indica que 41% das mulheres nos
Estados Unidos tém a leitura como atividade de lazer preferida. Sdo escolhidas,
aleatoriamente, quatro mulheres norte-americanas e pergunta se elas tém a leitura
como atividade de lazer preferida. Encontre a probabilidade de que: (4) Exatamente
duas delas respondam sim; (B) No minimo duas delas respondam sim; (C) Menos que

duas delas respondam sim.

Solugao:
a) Dadoquen = 4,p = 0,41, (1 —p) =0,59 e x = 2, a probabilidade de que

exatamente duas mulheres respondam sim é:
|

4
P(2) = (‘2‘) (0.41)2(0,59)*2 = 52— (0,41)*(0,59)* = 6.(0,41)*(0,59)” = 0,351
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b) A probabilidade de que no minimo duas delas respondam sim sera a soma
de P(2), P(3) e P(4):

P(3) = (‘3‘) (0,41)3(0,59)*3 = 4.(0,41)3(0,59)" = 0,1626

P(4) = (i) (0,41)4(0,59)** = 6. (0,41)*(0,59)° = 0,0282

P(X>2)=P(2)+P(3)+P(4) =0,351+0,1626 + 0,0282 = 0,5418

Para calcular a probabilidade de que menos que duas mulheres respondam sim

iremos somar P(0) e P(1):

P(0) = (3) (0,41)°(0,59)* = 1.(0,41)°(0,59)* = 0,1211

P(1) = (‘1*) (0,41)(0,59)*" = 4.(0,41)1(0,59)3 = 0,3368

P(X<2)=P(0)+P(1) =0,1211 40,3368 = 0,4579

5.1.3 Distribuigao Hipergeométrica

Quando consideramos extragdes casuais feitas sem reposi¢ao de uma populagao
dividida segundo dois atributos (Bussab e Morettin, 2010) teremos a distribui¢éo
hipergeométrica. Ela é semelhante a distribuicdo binomial, exceto pelo fato da
amostragem ser sem reposi¢ao de uma populacgao finita com N itens.

A sua funcao de probabilidade é o resultado do produto e divisdo de algumas

combinagdes:

(WG i)
N
()

onde: max(0,n — N +r) < k < min(r,n), N = nimero de itens na populagédo, r =

P(X =k) =

nuimero de sucessos na populagdo, n = tamanho da amostra e X = numero de

sucessos na amostra.

O valor esperado e a variancia de uma variavel aleatéria com distribuicdo

hipergeométrica sao dados por:
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r
r rN N—n
V) =ng (1_N)'N—1

Exemplo 3: (www.portalaction.com.br) Suponha que 3 moedas comemorativas foram

colocadas por engano em um cofrinho no qual ja haviam algumas moedas comuns, o
qual ficou contendo um total de 12 moedas. Suponha que, devido a dificuldade de tirar
as moedas do cofrinho sem quebra-lo, vamos retirar ao acaso um total de 4 moedas,

qual a probabilidade de retirarmos no minimo 1 moeda comemorativa?

Solugao: Dado que N = 12, n = 4 e r = 3, a probabilidade P(X = 1) podera ser
calculada de duas formas, somando P(1), P(2) e P(3) ou subtraindo de 1 a

probabilidade de X ser menor que 1.

P(X>1)=P(1)+P2)+PB)=1-PX <1)=1-P(0)

(%) (%) _ 1126 126
(E) 495 495

4

P(0) =

Portanto, P(X > 1) =1 — % = 0,7454.

5.1.4 Distribui¢ao de Poisson

Como destacam Larson e Farber (2010), em um experimento binomial estamos
interessados em encontrar a probabilidade de um nimero definido de sucessos em
um dado numero de tentativas. Na distribuicdo de Poisson, em vez disso, o que se
busca é a probabilidade de que um nimero especifico de ocorréncia acontega dentro
de uma dada unidade de tempo ou espago.

Para termos uma varidavel aleatéria discreta que se comporte segundo uma
distribuicdo de Poisson é preciso que a mesma satisfaga as seguintes condigdes,

conforme Larson e Farber (2010):
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¢ 0O experimento de Poisson consiste em calcular o nimero de vezes, k, que
um evento ocorre em um dado intervalo escolhido aleatoriamente. O
intervalo pode ser tempo, area ou volume.
e A probabilidade do evento acontecer permanece constante para cada
intervalo.
e O numero de ocorréncias em um intervalo é independente do numero de
ocorréncias em outro intervalo, isto é, os eventos sao independentes.
Sao exemplos:
a) Numero de clientes chegando ao caixa eletrénico de um banco em dado
minuto;
b) Nimero de pacientes que chegam com asma em dada hora em um
consultorio;
¢) Numero de relatérios de acidentes enviados a uma seguradora em uma
semana.
A probabilidade de exatas k ocorréncias em um intervalo é dada por:
e )k
k!’
onde 1 é o numero médio de ocorréncias por intervalo de unidade e pode ser utilizada

P(X=k)=

k=10,12,..

a notagao X~Pois(4). Além disso, o valor esperado e variancia de uma variavel

aleatoria discreta com distribuicao de Poisson sao iguais a A.

Exemplo 4: (DOANE; SEWARD, 2014) Segundo um estudo sobre Controle de Qualidade
na empresa J.D. Associados realizado em 2006, os consumidores relataram em média
1,7 problemas por veiculo com novos automoveis da VW 2006. Em um grupo de novos
veiculos da VW selecionados aleatoriamente, encontre a probabilidade de: (A)

Nenhum problema; (B) Pelo menos um problema; (C) Mais do que trés problemas.

Solugao:
a) Dadoque 1 = 1,7, temos:

6_1‘71,70 1y
P(0) =—5—=e"""=0,1826
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b) Considerando a quantidade quase infinita de possiveis problemas, vamos
calcular a probabilidade de pelo menos um problema subtraindo de 1 a
probabilidade de ter menos do que um problema:

PX=1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1-0,1826 =0,8174

¢) Seguindo a mesma ideia do item anterior, encontraremos a probabilidade
de mais do que trés problemas também subtraindo de 1 o seu evento
complementar:
P(X>3)=1-PX <3)=1-[P(0)+P(1)+P(2) +P(3)]

-1,7 , 1
P(1) = ——-—= 03105
e—1,7 , 2
P(2) = —5— = 0,264
e—1,7 , 3
P(3) =—5—=015

P(X >3) =1-1[0,1826 + 0,3105 + 0,264 + 0,15] = 0,0929

5.2 Modelos de distribuicao de probabilidade para variaveis

aleatorias continuas

Agora vamos ampliar nossa discussdao sobre modelos de distribuicdo de
probabilidade, incluindo modelos de varidveis aleatdrias continuas, que sdo aquelas
que geralmente surgem a partir de uma mensuragao e que podem assumir valores

numeéricos decimais.

5.2.1 Distribuicao Normal

Como destacam Bussab e Morettin (2010), a distribuicdo normal é um modelo
fundamental em probabilidade e inferéncia estatistica. Distribuigdes normais podem
ser usadas para modelar muitos grupos de mensuragcao de dados na natureza,
industria e negécios. (LARSON; FARBER, 2010).

A varidvel aleatéria X tem distribuicdo normal se sua funcdo de densidade de

probabilidade (f.d.p) for da forma:
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1 _1[u2
e 2t ol —oo< x <o
2T

f&) =

o

com parametros p e g, talque —o < u < +0 e 0 < g? < oo.

A Figura 1 ilustra uma curva normal, para valores particulares de p e ¢2.

Figura 1 — f.d.p. de uma va.a normal com média u e desvio padrao o.

Jlx)t

Fonte: Elaborado pela autora.

Segundo Bussab e Morettin (2010), podemos destacar as seguintes propriedades
da distribuicdo normal, também possiveis de serem visualizadas graficamente (Figura
1):

e Afuncao f(x) tende a zero quando x tende a mais ou menos infinito (o).

e Em x = utemos o ponto maximo da fungao.

e Afuncgao f(x) é simétricaem relagdo a x = pu.

e Temos que x = u + o sdo pontos de inflexao.

Os dois parametros u e o2, que caracterizam a distribuicdo normal, representam o
valor médio (ou valor esperado) e a variancia da varidvel aleatéria X, respectivamente.
Além disso, ela é frequentemente denotada por N(u; o), em que o € o desvio padrao
(ou seja, a raiz da variancia de X).

O que acontece com a curva da normal quando alteramos os valores dos
parametros u e o? Observe na Figura 2 que alteragdes na média (1) deslocam a curva
para a direita ou para a esquerda, ja modificagdes no desvio padrao (o) resultam em
curvas mais alongadas ou mais achatadas. Ou seja, quanto menor o desvio padrao,
mais proximos os valores estardao do valor médio e quanto maior o desvio padrao,

mais dispersos estardo os valores (mais achatada a curva).
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Figura 2 — Curvas da normal com alteragbesem u e .

X ~ N(;l_‘.ol:) Y~N(u,.o :) W~Nu..o :)

J) == < i

,.<0,<0,=0;

N\

Fonte: Elaborado pela autora.

Considerando que existe uma distribuicdo normal diferente para cada valor de u e
o, Doane e Seward (2014) destacam que frequentemente transformamos a variavel
em estudo subtraindo a média e dividindo pelo desvio padrao para produzir uma
variavel padronizada Z, conforme a seguir, que tem uma distribuicdo normal padrao

com média 0 e desvio padrédo 1, denotada por N(0, 1).

Assim é possivel calcular a probabilidade de uma variavel aleatéria X com
distribuicdo normal, pertencer a um intervalo de valores através do uso da Tabela de
Distribuicdo Normal Padrdo (Anexo |), isto é, sem precisar utilizar a sua f.d.p. nada
simples apresentada no inicio desta segao. Essa tabela fornece as probabilidades sob
uma curva normal padrao, que nada mais sao do que as correspondentes areas sob a
curva (BUSSAB; MORETTIN, 2010).

A tabela que vamos utilizar (Anexo I) fornece a area sob a curva normal padrao

entre Z = 0 e qualquer valor positivo, conforme Figura 3.
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Figura 3 — Probabilidade fornecida pela tabela da distribuicdo normal padrédo (Anexo ).

o P0<Z <z)

Fonte: Elaborada pela autora.

Tendo em vista a simetria em torno de Z =0, é possivel obter a area
(probabilidade) entre quaisquer valores de Z (positivos ou negativos). Vejamos, entéo,

como obter probabilidades a partir da tabela apresentada no Anexo I.

Atencao!

Sempre que for resolver exercicios que precise utilizar tabelas de
distribuicdo de probabilidade, sugiro fazer o grafico da area da questao,
assim vocé conseguira visualizar melhor como utilizar a tabela e fazer
adaptacgdes (quando necessario), para o seu uso adequado (exemplos 6
al12).

Exemplo 5/Solugao: P(0 < Z < 1) = 0,34134, conforme linha 1,0 e coluna 1 da Tabela

da Distribuicdo Normal Padrao (Anexo I).

Exemplo 6/Solugao: P(Z<1,73) =P(Z<0)+P(0<7Z<1,73)=0,5+0,4582 =
0,9582.

Graficamente, a area calculada é a seguinte (Figura 4):
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Figura 4 - llustragao do célculo de P(Z < 1,73).

4 -3 -2 -1 0 1 1732

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 7/Solugao: P(-1<Z<0)=P(0<Z<1)=0,34134

Exemplo 8/Solugao: P(Z > —0,76) = P(-0,76 < Z<0)+ P(Z > 0) =
=P(0<Z<0,76)+0,5=0,27637 + 0,5 = 0,77637

Exemplo9/Solugao: P(Z>05)=P(Z>0)—P(0<Z<0,5)=05-0,19146 =

0,30854. Observe a area calculada na Figura 5.

Figura 5 - llustragao do calculo de P(Z > 0,5).

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 10/Solugao: P(Z < -1,53) =P(Z>153)=05—-P(0<Z<1,53) =
=0,5-0,43699 = 0,06301
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Exemplo 11/Solugao: P(—2,55<7Z<12)=P(-255<Z<0)+P(0<Z<12)=
= P(0 <Z <2,55) +0,38493 = 0,49461 + 0,38493 = 0,87954. Veja a area na Figura 6.

Figura 6 - llustragdo do célculo de P(—2,55 < Z < 1,2).

-4 -3 g5 2 1 0 119 2 3 4

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo12/Solugao: P(0,48 <Z <2,12) =P(0<Z<212)-P(0<Z<048) =
= 0,48300 — 0,18439 = 0,29861

Exemplo 13: As alturas dos alunos de determinada escola sdao normalmente
distribuidas com média 1,60m e desvio padrao 0,30m. Encontre a probabilidade de um
aluno medir: (A) entre 1,50m e 1,80m; (B) Mais de 1,75m; (C) Menos de 1,48m.

Solugao:

1,50—1,60 1,80-1,60
——<ZI<—
0,3 0,3

a) P(1,50 < X < 1,80) = P( ) = (=0,33<Z<067) =

=P(0<Z<033)+P(0<Z<0,67)=0,12930 + 0,24857 = 0,37787

1,75-1,60
0,3

b) P(X > 1,75) = P(z > ) =P(Z>05)=05-P0<Z<0,5)=0,5—

0,19146 = 0,30854

1,48-1,60
0,3

c) P(X <1,48) =P (z < ) =P(Z<-04)=P(Z>04)=05-P0<Z<04) =

=0,5—-0,15542 = 0,34458
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5.2.2 Distribuigao t de Student

Como destacam Bussab e Morettin (2010), a distribuigdo ¢ de Student é importante
no estudo da inferéncia sobre médias populacionais, assunto que veremos na secao
5.3.

Dizemos que a variavel aleatoria t tem distribuicao t de Student se sua f.d.p. for do
tipo:
v+ 1)/2]
(/2w

f(t) = [1+t2/v]7D/2 —o<t<oo
onde v sao os graus de liberdade e a indicaremos por t(v). Pode-se provar que
(Bussab e Morettin, 2010):

v
E(t)=0eV(t) =m,parav>2

Os autores Larson e Farber (2010) apresentam as propriedades da distribuicdo
t de Student:
e Tem forma de sino e é simétrica sobre a média.
e E uma familia de curvas, cada uma determinada por um parametro
chamado de grau de liberdade (v). Os graus de liberdade sdo o nimero de
escolhas livres deixadas depois que uma amostra estatistica tal como x é
calculada, ou seja, o tamanho da amostra menos 1.
e Aadreatotal sobacurvaté1ou100%.
e A média, a mediana e a moda da distribuicao t sdo iguais a zero.
e Conforme os graus de liberdade aumentam, a distribuigao t se aproxima da
distribuicdo normal.
Como essa distribuicao é muito utilizada na pratica, existem tabelas fornecendo
probabilidades relacionadas a ela. Como destacam Bussab e Morettin (2010), a

Tabela apresentada no Anexo Il fornece os valores de t,. tais que
P(—t. <tlv)<t)=1-p

para alguns valores de p e de v, conforme Figura 7:
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Figura 7 — A distribuicdo t de Student.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que na Figura 7 temos um grafico bicaudal e, portanto, a probabilidade p

que sera utilizada na Tabela do Anexo Il é a soma das areas das duas caudas.

Exemplo 14: Seja t uma variavel aleatéria com distribui¢do t de Student e 25 graus de

liberdade. Calcule os valores de t, tais que P(—t, <t < t.) = 90%.

Solugao: Vejamos, primeiramente, graficamente na Figura 8 o que a questao pede:

Figura 8 — llustragdo de P(—t. <t < t.) = 90%.

90%

Fonte: Elaborada pela autora.

Temos entdoquep = 10% e v = 25, e consultando esses valores na tabela da
distribuigdo t de Student (Anexo Il), coluna e linha, respectivamente, encontramos t, =
1,7081.
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5.3 Inferencia Estatistica

A inferéncia estatistica se refere ao processo de obter informacdes sobre dada
caracteristica de uma populagao a partir de resultados observados na amostra,

conforme representado na Figura 9.

Figura 9 — Processo de inferéncia estatistica.

Amostra (n)

Amostragem e
T

Estudo da Amostra

Estatistica
. descritiva
Inferéncia

\ Caracteristicas estatistica Caracteristicas
populacionais ¢ amostrais

Fonte: Elaborada pela autora.

Como destacam Anderson, Sweeney e Williams (2011), um dos propdsitos
fundamentais da inferéncia estatistica é desenvolver estimativas e testar hipoteses a
respeito dos parametros populacionais usando a informagdo contida em uma
amostra.

Para uma melhor compreensdo do que vamos estudar nesta seg¢do, em que
trataremos de distribuicdes amostrais, estimacao e testes de hipdteses, é importante
gue vocé tenha em mente alguns conceitos basicos:

e Populagao é o conjunto de todos os elementos de interesse de um dado
estudo (BUSSAB; MORETTIN, 2010).

e Amostra é qualquer subconjunto da populagado (BUSSAB; MORETTIN, 2010).

e Estatistica é uma caracteristica da amostra e parametro é uma medida
usada para descrever uma caracteristica da populagao, como apresentado
por Bussab e Morettin (2010).

Meétodos Quantitativos Aplicados as Ciéncias Contabeis 2 117



Capitulo 5

Além disso, vamos considerar o uso do método de amostragem aleatéria simples,
um dos mais comuns para selecionar uma amostra de uma populagao, destacando
que sua definicdo e processo de sele¢do dependem se a populagao é finita ou infinita,
conforme Anderson, Sweeney e Williams (2011):

€« Uma amostra aleatdria simples de tamanho n de uma populagéo finita

de tamanho N é uma amostra selecionada de tal maneira que cada
amostra possivel de tamanho n tenha a mesma probabilidade de ser
escolhida. ?? (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 240).

Enquanto isso, no caso de uma populagao infinita, uma amostra aleatéria simples
é selecionada de forma que sejam atendidas as seguintes condigdes: “1. Cada
elemento selecionado vem dessa populagdo. 2. Cada elemento é selecionado de
maneira independente.” (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 241).

5.3.1 Estimacao por ponto

A estimagdo é o processo que consiste no uso de dados da amostra (dados
amostrais) para estimar valores de pardmetros populacionais desconhecidos, tais
como média, desvio padrdo, propor¢des etc. No processo de estimagdo temos o
estimador, que é a estatistica utilizada com o objetivo de estimar um parametro, e a
estimativa, que é o valor numérico de um estimador, como definem Doane e Seward
(2014).

A estimacgao pode ser feita de duas formas, definidas por Anderson, Sweeney e
Williams (2011) como:

¢ Usando um estimador pontual, que estima o valor de um parametro nao
conhecido usando um simples valor.

e Usando um estimador intervalar (por intervalo), que estima o valor de um
parametro nao conhecido usando um intervalo. Esse estimador é o mais
utilizado, principalmente porque o procedimento de estimagao pontual ndo

permite julgar qual a magnitude do erro que estamos cometendo.
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Na estimacao pontual, para estimar o valor do pardmetro de uma populagao

calculamos uma caracteristica correspondente da amostra, denominada estatistica

amostral. As principais estao na Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros e estimadores

. o " _ Estimativa/Estatistica
Denominagao Populagao/Parametros

amostral

Média n==5- T

N (o — w)? n (. — )2
Desvio padrao 5o |2z H) oo [ZEaGi—®
N n—1
X X
b= N poup = -

onde X é o numero de|onde x é o numero de

Proporcgao

elementos da populagdo com | elementos da amostra com a

a caracteristica de interesse. | caracteristica de interesse.

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 15: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p.245) Uma amostra aleatéria

simples dos dados de cinco meses de vendas forneceu a seguinte informacgao:

Mes 1 2 3 4 5

Unidades vendidas 94 100 85 94 92

a) Elabore uma estimacao por ponto do nimero médio de unidades da populacéo

vendidas por més.
b) Elabore a estimacao por ponto do desvio padrao da populagao.
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Solugao:
a) %= Yitq Xi _ 94+100+85+494+92 _ 465 _ 93
n 5 5
n —x)2 - 2 — 2 _ 2 _ 2 - 2
b) s = \/leln(fll x) _ J(94 93)2+(100-93) +(85493) +(94-93)2+(92-93)2 _ \/E ~ 538

5.3.2 Amostras e distribuicoes amostrais

Se considerarmos que o processo de escolher uma amostra aleatéria simples é
um experimento, a média amostral x (uma estatistica amostral) é uma descricdo
numérica do resultado do experimento e, portanto, € uma variavel aleatoria, explicam
Anderson, Sweeney e Williams (2011).

Assim, como variavel aleatéria, a média amostral ¥ (ou qualquer outra estatistica
amostral) tem um valor esperado (ou valor médio), um desvio padrao (ou variancia) e
uma distribuicdo de probabilidade. Tendo em vista que os diversos valores possiveis
de x resultam de diferentes amostras aleatérias simples, a distribuicdo de
probabilidade de x é chamada de distribuicao amostral de x, afirmam os autores

citados acima.

5.3.2.1 Distribuicdo amostral de x

A distribuicao amostral de x é a distribuigdo de probabilidade de todos os valores
possiveis da média amostral x. Conhecer essa distribuicdo amostral e suas
propriedades nos possibilitara fazer afirmacdes a respeito de quao proxima a média
da amostra () estd da média da populagéo (u).

Vejamos a distribuicdo amostral de X, de acordo com Anderson, Sweeney e
Williams (2011):

e Valor esperado de x: Quando se trata de uma amostragem aleatéria simples,
temos que E(X) = u, ou seja, o valor esperado de x é igual a média da

populagdo da qual a amostra é retirada.
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e Desvio padrao de x: Quando se trata de uma amostragem aleatéria simples,

o desvio padrao de x depende de a populagao ser finita ou infinita:

o
Sy =—F—=—

Vn

Sempre que a populagao for infinita ou finita e% < 0,05.

N—n o

x = =
N—-1+n Sempre que a populagao for finita e% > 0,05.

e Forma da distribuicao amostral de x: consideramos duas situag¢des para
defini-la:

a) A populacdo tem uma distribuicdo normal: nesse caso, a distribuicdo
amostral de x esta normalmente distribuida para qualquer tamanho de
amostra.

b) A populagdo ndo tem uma distribuicdo normal: para n > 30 deve-se

aplicar o Teorema do Limite Central, que diz:

“Ao selecionar amostras aleatérias simples de tamanho n de uma
populagao, podemos aproximar a distribuicdo amostral da média da
amostra x por meio de uma distribuicdo normal a medida que o
tamanho da amostra se torna maior. 27
(ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 251).

~Vocé sabia?

Quando o valor esperado de um estimador por ponto for igual ao
parametro populacional, dizemos que o estimulador por ponto é sem viés

(ou ndo-viesado). Portanto, ¥ é um estimador sem viés de p.
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Exemplo 16: (ANDERSON, SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p.257) O custo médio anual
dos seguros de automovel é USS 687. Use esse valor como média populacional e
suponha que o desvio padrdo da populacdo seja ¢ = USS 230. Considere uma
amostra de 45 apdlices de seguro de automoveis. (A) Apresente a distribuicdo
amostral de ¥, em que x € a média amostral do custo anual dos seguros de
automoveis. (B) Calcule a probabilidade de a média amostral estar dentro dos USS

100 da média populacional.

Solugao:
a) E(X) = u =687
o 230 3428
S =— = — = ,
¥ Vn V45
x tem distribuicdo normal, considerando que no enunciado nao fala sobre a
distribuicao da populagao, mas justifica-se tal distribuicdo pelo Teorema do Limite

Central e que n > 30.

b)

P(687 — 100 < x < 687 + 100) = P(587 < x < 787) = P (587 —687 _ _787- 687> _
e B =X T3a28 YT 3a28 )T

=P(-291<7Z<291)=2.P(0 < Z <291) = 2.0,49819 = 0,99638

5.3.2.2 Distribuicdo amostral de p

A distribuicao amostral de pé a distribuicdo de probabilidade de todos os valores
possiveis da propor¢gao amostral p.
A proporgao amostral pé o estimador por ponto da proporgao p da populagao:

P =1
onde x € o numero de elementos contidos na amostra que possuem a caracteristica
de interesse.
A distribuicdo amostral de p, conforme Anderson, Sweeney e Williams (2011), é

dada por:
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e Valor esperado de 7 E a média de todos os valores possiveis de ge é igual a
proporcao populacional de p, ou seja, E(p) =p € p € um estimador nao
viesado de p.

e Desvio padrao de p: Semelhante ao que ocorre em X, quando se trata de uma
amostragem aleatodria simples, o desvio padrdao de p também depende de a

populacgao ser finita ou infinita:

Sempre que a populacdo for infinita ou finita e = < 0,05.
~ ’p(l — 1) preq populag N
Sp= |[———-
n

_ |[N—n p(A-p) .
5% INZ1° ~  Sempre que a populacéo for finita e ~ > 0,05.

n

e Forma da distribuicdo amostral de p: Para uma amostra aleatéria simples de
uma populagao grande, o valor de p € uma variavel aleatéria binomial que
indica o numero de elementos contidos na amostra que possuem a
caracteristica de interesse. No entanto, a distribuicdo amostral de p pode ser
aproximada por meio de uma distribuicdo normal sempre que np =5 e
n(l—p) =5.

Exemplo 17: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 261) O presidente de uma
empresa acredita que 30% das encomendas feitas a firma sdo provenientes de
clientes que compram pela primeira vez. Uma amostra aleatéria simples de 100
pedidos sera usada para estimar a proporgao de clientes que compram pela primeira
vez. (A) Suponha que o presidente esteja correto e p = 30. Apresente a distribuicao
amostral de p neste estudo. (B) Qual é a probabilidade de a proporgao amostral p estar
entre 0,20 e 0,407
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Solugao:

a) E(p) =p =030

0,30(1 — 0,30)

1_
sp=jp( p)=j = /0,0021 = 0,0458

n

n.p = 100.0,30 =30 >5en(1—p) =100(1 —0,30) =70 > 5, assim, temos que a

distribuicdo amostra de p pode ser aproximada por meio de uma distribuicao normal.

02-03 _ _ _ 04-03
<p=<
0,0458 0,0458

b) P(02<p<04)=P( )=P(-218<2<218) =

=2.P(0<Z<2,18) =2.0,48537 = 0,97074

5.3.3 Estimagao por intervalo

Uma vez que nao se pode esperar que um estimador por ponto produza o valor
exato do parametro populacional, uma estimagao por intervalo frequentemente é
calculada, com a finalidade de fornecer informagdes sobre quao préximo o estimador
por ponto, produzido pela amostra, esta do valor do parametro populacional, como
afirmam Anderson, Sweeney e Williams (2011).

As distribuicdes amostrais de x e p sdo fundamentais no calculo das estimagdes
por intervalo, uma vez que para a constru¢ao de um intervalo de confianga para a
média desconhecida u ou para a proporgao desconhecida p precisamos da forma da

distribuicdo para calcular a margem de erro que compde o intervalo:
intervalo de confianga=estimagao por ponto+margem de erro

O coeficiente de confianga (1 —a) para esse intervalo é expresso por um
percentual. Nas ciéncias sociais, os graus de confianga mais utilizados sdo 90%, 95%
ou 99%, de acordo com aqueles autores. Lembre-se que quanto maior o coeficiente
(ou grau) de confianga, maior é o intervalo de confianga, como ficara evidenciado nos

exemplos adiante.
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5.3.3.1 Média da populagao: o conhecido

Para a estimacao por intervalo da média de uma populacao, o desvio padrao ¢ da
populacao ou o desvio padrao s da amostra sao usados para o calculo da margem de
erro. Anderson, Sweeney e Williams (2011) nos lembram que a partir de grandes
quantidades de dados histdricos relevantes disponiveis € possivel calcular o desvio
padrao da populagao antes de se fazer a amostragem.

Considerando, entdo, o o conhecido e a distribuigdo amostral de x (se¢do 5.3.2.1),
que nos fornece informacdes sobre as possiveis diferencas entre x e u, poderemos
construir o intervalo de confianga para a média da populagéo.

Se as amostras sdo retiradas de uma populagdo normal (ou a amostra é
suficientemente grande para que x seja aproximadamente normal pelo TLC) e o é
conhecido, entdo a margem de erro é calculada utilizando a distribuicdo normal.

Teremos entdo o seguinte intervalo de confianga para a média u com o ¢ conhecido:

_ o
Xt Zgp—

Vn

em que (1 — ) € o coeficiente de confianga, a € o nivel de significancia e z,/,, é o
valor de z que produz uma area de a/2 na cauda superior da distribuicdo normal
padrao de probabilidade.

Portanto, o valor de z,,, dependera do coeficiente de confianga desejado,

conforme tabela 2 a sequir:

Tabela 2 - Niveis de confianga comuns e valores z

Coeficiente de confianga 1-a

90% 0,90 0,10 0,05 Zp05 = 1,645
95% 0,95 0,05 0,025 Zo,025 = 1,96
99% 0,99 0,01 0,005 Zo,005 = 2,576

Fonte: Doane e Seward, 2014, p. 304.
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Afinal, qual a interpretagao para um coeficiente de confianga de 95%, por exemplo?
Doane e Seward (2014) explicam da seguinte forma: se seleciondssemos 100
amostras aleatdrias da mesma populagdo e utilizassemos exatamente esse
procedimento para construir 100 intervalos de confianga com coeficiente de
confianga de 95%, aproximadamente 95 dos intervalos conteriam a verdadeira média

u, e cerca de 5 intervalos nao.

Exemplo 18: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 277) Em um esforco para
estimar a quantia média que cada cliente gasta por jantar em um grande restaurante
de S&o Francisco, foram coletados dados de uma amostra de 49 clientes. Considere
um desvio padrdo de USS5,00 para a populagéo. (A) Qual é a margem de erro para um
grau de confianca de 95%? (B) Dado que a média amostral é USS$24,80, construa o
intervalo de confianga de 95% para a média populacional.

Solugao:

g 5 5
— =17 — = Z —
n 0,05/2 /29 0,025 (29

b) IC = fiza/z.

a) E =24, =1,96.— = 1,4

S
V49
L =%x4+E=248+14=234a262
n

5.3.3.2 Média da populagao: o desconhecido

Nas situagdes em que o desvio padrao da populagao é desconhecido, usamos a
mesma amostra para estimar u e o. Segundo Anderson, Sweeney e Williams (2011),
temos, entdo, que s, é usado para estimar ¢ e a estimacgao por intervalo da média
populacional se baseia em uma distribuicao de probabilidade t de Student comn - 1
graus de liberdade.

Além disso, tem-se que a medida que o n° de graus de liberdade aumenta, a
diferenca entre a distribuicdo t e a distribuicdo normal padrdo torna-se cada vez
menor.

O intervalo de confianga para a média u com o desvio padrdao populacional o

desconhecido é:
_ S
Xt ity —

Vn
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n —x)2 . ~ , ..
onde s = fz‘=1n(+@ € o0 desvio padrdo da amostra, (1 —a) é o coeficiente de

confianga e a € o nivel de significancia, t,/, € o valor de t que produz uma area de
a/2 na cauda superior da distribuicdo t, com n — 1 graus de liberdade, conforme

Figura 10.

Figura 10 — Distribui¢cdo t de Student

31 S |

qu_f 2

Fonte: Adaptado de Bussab e Morettin, 2010, p. 513.

Exemplo 19: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p.285) A equipe de vendas de
uma distribuidora apresenta semanalmente relatérios que relacionam os contatos
feitos com clientes durante a semana. Uma amostra de 65 relatérios semanais exibiu
uma média amostral de 19,5 contatos com clientes por semana. O desvio padrao da
amostra foi 5,2. Construa o intervalo de confianga de 95% correspondente ao nimero
médio da populacao de contatos semanais com clientes feitos pela equipe de vendas.

Solugao:

1 0,95 — a_005 0,025
f— o = =
=9 2 2 ’

Observe na Figura 11 que para encontrarmos o t,, que precisamos para o calculo
do intervalo de confianga dessa questdo, devemos entrar na tabela (Anexo Il) com a
soma das areas das caudas, ou seja, 5% e v = 60 graus de liberdade (o valor de v

constante na tabela mais préximo de n- 1 = 64). Assim, teremos t,, =2 e,

portanto:

5,2
IC=x%xt =195+ 2.—=19,54+ 1,29 = 18,21 a 20,79
V65

S
a/Z-\/_ﬁ
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Figura 11 — Distribuicao t de Student com coeficiente de confianca de 95%.

Fonte: Adaptado de Anderson, Sweeney e Williams, 2011, p. 279.

5.3.3.3 Tamanho da amostra para intervalo de confianca de uma

média populacional

Anderson, Sweeney e Williams (2011) nos mostram que é possivel definir o
tamanho da amostra de forma que ela seja grande o suficiente para produzir uma
margem de erro desejada (pré-determinada), ao nivel de confianga escolhido em
decorréncia da férmula da margem de erro. Assim, vejamos como definir n no caso
em que temos ¢ conhecido:

o (za/z)z.az

E=Za/2.__)n=

Vn E?

5.3.3.4 Proporcao da populacao

O intervalo de confianga da proporgéao da populagao segue o mesmo principio dos
vistos anteriormente, em que resulta da soma e subtragcdo da margem de erro a
proporcdo amostral p e depende da sua distribuicdo amostral (se¢do 5.3.2.2). Assim,

teremos:
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p(1—p)

f’ + Zaj2 n

onde (1 — a) € o coeficiente de confianga, e z,,, € o valor de z que produz uma area

de a/2 na cauda superior da distribuicao normal padrao.

Exemplo 20: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 294) Dados sobre o perfil do
publico coletado no site da TVN, mostraram que 26% dos usuarios eram mulheres.
Considere que essa porcentagem tenha se baseado em uma amostra de 400 usuarios.
Qual é o intervalo de 95% de confianga relativo a propor¢ao populacional de usuarios
do site da TVN que sdo mulheres?

Solugao:

_ p(1—p) 0,26(1 — 0,26)
IC =Dt 24, — = 0,26 + 1,96 200 = 0,26 + 0,043

= 0,217 a 0,303

5.3.4 Testes de hipoteses

O teste de hipdteses usa dados de uma amostra para testar duas afirmagdes
antagonicas a respeito de um parametro populacional, definidas por Anderson,

Sweeney e Williams (2011) como:

e H,: hipétese nula (hipétese experimental a respeito de um parametro da

populacao).
e H, ou H;: hipétese alternativa (oposto de H,).

Existem trés formas possiveis para um teste de hipdteses, apresentadas abaixo.

Unicaudal inferior Unicaudal superior Bicaudal
Ho:p = o Ho: o < o Ho: = o
Hy:p < po Ho:p < po Ho:pe # lo
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Para auxiliar na formulagao das hipéteses, os autores supracitados destacam que
o termo de igualdade sempre aparece na hipdtese nula e a hipotese alternativa
frequentemente é aquilo que o teste tenta estabelecer.

As hipdteses nula e alternativa sdo afirmacgdes excludentes a respeito da
populacéo e, afirmam Anderson, Sweeney e Williams (2011), uma vez que os testes
de hipdteses baseiam-se em informagdes de amostras, temos que admitir a
possibilidade de erros. A Tabela 3 apresenta os dois tipos de erro que podem ser

incorridos no teste de hipdteses.

Tabela 3 — Erros e conclusdes corretas no teste de hipoteses.

Situagao da populagao

H, verdadeira H, verdadeira

(o A [TEETO N U C T A Conclusdo correta Erro do Tipo Il

Rejeitar H,, Erro do Tipo | Conclusao correta

Fonte: Anderson, Sweeney e Williams, 2011, p. 313.

Portanto, erro do tipo | ocorre ao rejeitar H, quando H, é verdadeira e erro do tipo
Il ocorre quando aceitar H, quando ela é falsa, ou seja, H, é verdadeira.

Temos que o nivel de significancia «, aquele mesmo do coeficiente de confianca
(1 — a) definido pelo pesquisador no intervalo de confianga, é a probabilidade de se
cometer um erro do tipo | quando H, é verdadeira enquanto igualdade.

Para realizar qualquer teste de hipoteses é necessario o cumprimento das
seguintes etapas, conforme Anderson, Sweeney e Williams (2011):

1. Elaborar as hipéteses nula e alternativa.

2. Definir o nivel de significancia.

3. Coletar os dados da amostra de tamanho n e calcular o valor da estatistica de

teste.

Critério do valor p
4. Usar o valor da estatistica de teste para calcular o valor p.

5. Rejeitar a hipotese nula se o valor p < a.
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Critério do valor critico
6. Usar o a (nivel de significancia) para estabelecer o valor critico e o valor de
rejeicao.
7. Usarovalor da estatistica de teste e aregra de rejei¢cao para determinar se deve
ou nao rejeitar H,.
Vamos aprender as etapas 3, 4 e 5 e sobre os possiveis critérios nas proximas

secgodes.

5.3.4.1 Teste de hipdtese sobre a média da populagdo com o

conhecido

Iniciaremos estudando um teste unicaudal sobre a média da populagado no caso

em que o desvio padrdo populacional é conhecido. O teste poderia ter os seguintes

formatos:
Teste da cauda inferior Teste da cauda superior
{Hoiﬂ = Ho {Hoiﬂ < Ho
Hy:u < py Ha:pe > po

A primeira coisa a ser definida é a distribuicdo amostral de x. Assim, devemos

selecionar uma amostra de tamanho n, calcular %, sz = \% e assumindo que x tem

uma distribuicdo normal (conforme secdo 5.3.2.1).

A sequir é preciso calcular a estatistica de teste que, nesse caso, usamos a variavel
aleatdria z, abaixo, como estatistica de teste para determinar se x se desvia do valor

hipotético u para justificar a rejeicdo da hipdtese nula.

Dessa forma, podemos utilizar a tabela da distribuicdo normal padrdo para

encontrar a probabilidade da cauda inferior ou superior referente a qualquer z.
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Por fim, é feita a analise das hipdteses através de dois critérios, que produzem

resultados coincidentes, que segundo Anderson, Sweeney e Williams (2011):

e Critério do valor p:

e O valor p é uma probabilidade, calculada usando a estatistica teste z, que
mede o apoio (ou a falta de apoio) proporcionado pela amostra a hipétese
nula e é a base para determinar se a hip6tese nula deve ser rejeitada, dado
o nivel de significancia (a).

e O calculo do valor p depende se o teste é de cauda inferior ou de cauda
superior. Se de cauda inferior, ele sera a area sob a curva da normal padrao
a esquerda da estatistica de teste. Ja no de cauda superior, o valor p é a
area sob a curva da normal padrao a direita da estatistica de teste.

e Aregra de rejeicao quando se usa o valor p é rejeitar H, se o valor p < a.

e Critério do valor critico (z,):

o E o valor da estatistica de teste que corresponde a uma area a (nivel de
significancia), localizada na cauda inferior (ou superior, a depender do tipo
de teste) da distribuicdo amostral da estatistica de teste. Ou seja, é o maior
(ou menor, depende de que cauda) valor da estatistica de teste que
resultara na rejei¢cao da hipotese nula.

e Como regra de rejeicdo teremos que: no caso da cauda inferior, rejeita-se

H, se z < —z,; quando for de cauda superior, rejeita-se H, se z > —z,.

Exemplo 21: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 326) Considere o seguinte
teste de hipoteses, tendo uma amostra de tamanho 40 que produziu uma média
amostral 26,4. O desvio padrado da populacéo é 6. (A) Calcule o valor da estatistica de
teste. (B) Encontre o valor p e indique qual a sua conclusao, paraum a = 0,01. (C) Pelo

critério do valor critico, apresente a regra de rejeicao.
Hy:p < 25

Hy,:p > 25
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Solucao:
a) Dadoquen=40,x = 26,4,0 = 6,assumindo distribuicdo normal e que se trata
de um teste unicaudal de cauda superior, teremos a seguinte estatistica de
teste:

Tty 264-25 _
= 3 = 1,48

K
Vn V40

7Z =

b) O valor p é a area destacada na Figura 12, portanto sera igual a:

valorp =05—-P(0<Z < 1,48) =0,5—-0,43056 = 0,06944
valor p (0,06944) > a (0,01) - Concluséo: nao rejeitar H,.

Figura 12 — llustragao do valor p do exemplo 21.

valor p

—4 -3 -2 - 0 1y 2 3 4

Fonte: Elaborada pela autora.

¢) P(0<Z<2z,)=05—a=05-0,01=0,49. Agora consultando na tabela da
distribuicdo normal padrdo (Anexo |) essa probabilidade calculada acima,
teremos z, = 2,32. A regra de rejeicao, portanto, sera rejeitar H, se a estatistica

de teste z for maior do que 2,32.

Vejamos agora o caso de um teste bicaudal sobre a média da populacdao em que

o desvio padrao populacional é conhecido. Temos, portanto, as seguintes hipéteses:

Ho: o= o
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Hq:p # po
Nessa situacao, a estatistica de teste e a regra de rejeicao quando se usa o valor
p permanecem as mesmas dos testes unicaudais acima, contudo temos uma
alteracao na regra de rejeicao quando se usa o critério do valor critico:
X—Uo

e Estatistica de teste: z = ——.

vn

e Regra de rejeicao quando usa o critério do valor p: rejeita-se H, quando
valor p < a.
e Regra de rejeicao quando usa o critério do valor critico: rejeita-se H, se z <

_Za/Z ouz = Za/Z-

Para o cdlculo do valor p no teste bicaudal, Anderson, Sweeney e Williams (2011)

orientam:

1. Calcular o valor da estatistica de teste.

2. Se z estiver na cauda superior (z > 0), encontre a area sob a curva normal
padrdo a direita de z. Se z estiver na cauda inferior (z < 0), encontre a area da
curva normal padrao a esquerda de z.

3. Duplique a area da cauda (probabilidade) encontrada na etapa anterior para

obter o valor p.

Exemplo 22: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 327) Considere o seguinte

teste de hipoteses:
Hy:pu = 22
Hy:p # 22

Uma amostra de tamanho 75 é usada e o desvio padrao da populacao é 10. Calcule

o valor p e apresente sua conclusao para x = 25,1. Usea = 0,01.

Solugao:
X — 25,1 —22
z=2 10 22 T2 L 68
v V75
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0000000000000 00000000
valorp =2.P(Z > 2,68) =2.[05-P(0<Z <2,68)] =2.(0,5-0,49632) = 0,00736

Assim, temos um o valor p < a e a concluséo é rejeitar H,,.

5.3.4.2 Teste de hipdtese sobre a média da populacdo com o

desconhecido

E como realizar testes de hipdteses a respeito de uma média populacional
considerando o caso em que o desvio padrao populacional o é desconhecido? Nessa
situagdo a amostra deve ser usada para desenvolver uma estimativa de u e de ¢, ou
seja, a partir dos dados da amostra deve-se calcular x e s.

Como a amostra é usada para duas estimativas, Anderson, Sweeney e Williams
(2011), destacam que a distribuicdo amostral da estatistica de teste tem uma maior
variabilidade. Assim, ela tem uma distribuicdo t de Student com n-1 graus de
liberdade e é a seguinte:

X — U

t_s/\/ﬁ

N=1(x;—-%)2 , . ~
onde s = /Z‘n% € o desvio padrao da amostra.

A regra de rejeicdo quando usa o critério do valor p é rejeita-se H, quando

valor p < a. E aregra de rejeicdo quando usa o critério do valor critico, é rejeita-se H,,
se t estiver na regiao critica.
A Tabela 4 apresenta as hipdteses e analises por esses critérios de acordo com o

tipo de teste, se unicaudal ou bicaudal.
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Tabela 4 — Caracteristicas dos testes de hipdteses sobre a média da populagao

com o desconhecido

Teste da cauda inferior Teste da cauda superior Teste bicaudal
Ho:p = po Horp < o Ho: = o
Hg:p < po Hg:pp > o Ho:pp # o

Valor p igual a area
(probabilidade) sob a curva
em ambas as caudas, isto é,
duas vezes a probabilidade
de uma das caudas, em
virtude da simetria da
distribuigao t.

Valor p igual a area Valor p igual a area
(probabilidade) abaixo de t (probabilidade) acima de t

Valor critico: rejeita-se H, se | Valor critico: rejeita-se H, se | Valor critico: rejeita-se H, se
t < —tg t=>t, t < —tgp0Ut =ty

Fonte: Elaborada pela autora conforme Anderson, Sweeney e Williams (2011).

Exemplo 23: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 329) Aeroportos que
receberem uma avaliagdo média populacional maior que 7 serdo designados como
aeroportos com atendimento de alto nivel. Uma amostra de 60 viajantes de um
aeroporto produziu uma avaliagdo média amostral de 7,25 e um desvio padrdo da
amostraigual a 1,052. Os dados indicam que o aeroporto deveria ser designado como

aeroporto de alto nivel? Utilizar um nivel de significancia de 0,05.

Solugao: Os dados fornecidos pela questdo sdo: n = 60, x = 7,25, « = 0,05, s =
1,052. Considerando que ¢ € desconhecido, temos que x tem uma distribuicao t com
n-1 = 59 graus de liberdade. A hipotese a ser testada é:

Hy:p <7

HO: ‘u > 7
Vamos calcular a estatistica teste:

X—py 7,25-7
t= = = 1,84
s/\n 1,052//60
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Consultando a tabela da distribuicdo t de Student (Anexo Il), com 60 graus de
liberdade (valor mais préximo de 59), teremos 1,84 com p entre 10% e 5%. Como esse
p € a soma das duas caudas e o valor p para o teste de cauda superior é a area acima
de 1,84, o valor p sera um percentual entre a metade desses, ou seja, entre 5% e 2,5%.
Como o valor p € menor ou igual a a = 0,05, nés rejeitamos H, e, portanto, esse

aeroporto pode ser classificado como de alto nivel.

Exemplo 24: (ANDERSON; SWEENEY; WILLIAMS, 2011, p. 333) Considere o seguinte

teste de hipoteses:

Ho:p = 18
Hyp+ 18

Uma amostra de tamanho 48 produziu uma média amostral x = 17 e um desvio
padrdo amostral s = 4,5. (A) Calcule o valor da estatistica de teste e apresente a
conclusao utilizando o valor p, com a = 0,05. (B) Qual é a regra de rejeicdo e a sua

conclusao usando o valor critico?

Solugao:

a) Temos aqui um teste bicaudal com o desconhecido. Entao:

-y, 17-18
- - ~ —1,5396
s/Nln 4,5//48

t

O teste de hipdteses que estamos realizando tem 47 graus de liberdade.
Consultando a tabela da distribuicdo t (Anexo Il), o grau de liberdade mais
préximo é 50. Considerando ainda a simetria da distribuicao t, identificamos na

linha 50 da tabela que 1,5396 esta entre 20% e 10%, portanto:

NS

valor p = 2.— = p (da tabela da dist.t) = entre 20% e 10%

Temos um valor p maior que @ = 0,05. Conclusao: nao rejeitar H,.
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b) Temos gl = 47, aproximando ao que temos na tabela da distribuicdo ¢t
usaremos gl = 50. Dado que a = 0,05, ele sera a probabilidade p representada
na coluna da referida tabela, onde encontramos, entao, o valor critico sera t, =

2,009.

Assim, a regra de rejeicao pelo critério do valor critico € rejeitar H, se t <
—2,009 ou t = 2,009. Como nosso t € igual a-1,5396 e, portanto, maior do que

-2,009, a conclusdo é néo rejeitar H,.

Revisando

e Distribui¢cao binomial: P(X = k) = (Z)pk(l —p)"k

RG=)
&)

k=012,..

e Distribuicao hipergeométrica: P(X = k) =

e~k
k'’

e Distribuicdo de Poisson: P(X = k) =
e A distribuicdo normal, simétrica e em forma de sino, é denotada por

N(u; o), e tem dois parametros, média y e um desvio padrao o.
. s ;. o~ X-
e Variavel aleatéria normal padrao: Z = T” para — o < x < o0

e Valor esperado de x: E(X) = u

e Desvio padrao (erro padrdo) de x:

5o = N Sempre que a populagao for infinita ou finita
* Vn
e~ <0,05.
N
Nen o Sempre que a populagéo for finita e% > 0,05.
Sy = —
N—1n

e Valoresperadode p: E(p) =p
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e Desvio padrao (erro padrao) de p:

Sempre que a populacao for infinita ou
o p(1—p) . pre q popula¢
5p = - finita e% < 0,05.

_[N—n [pa—p) Semprequeapopulagio for finita e = >
PO 0,05.

z
Vn

e Intervalo de confianga para y, 0 desconhecido: x + t, ».

e Intervalo de confianga para u, o conhecido: x * z, .

S

com gl=n-1

Vn
e Intervalo de confianga parap: p + z/,. pa-p)
e Estatistica do teste para uma média amostral, ¢ conhecido: z = ’Ez"
N

Estatistica do teste para uma média amostral, ¢ desconhecido:

__ X—Uo o
t——s/\mcomgl—n 1

. Saiba mais

Livro: Probabilidade — AplicagGes a Estatistica, de Paul L. Meyer.

MEYER, Paul L. Probabilidade — Aplicagoes a Estatistica. 22 ed., Rio de

Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos Editora S. A., 1983.

Video: Distribuicao Normal de Probabilidades EP 01, de Marcos

Murakami

DISTRIBUIGAO NORMAL de probabilidade - EP 1. Publicado pelo canal
Prof. Marakami - Matematica Rapidola. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=CclhlbN1U9Q. Acesso em: 14 jan.
2021.
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Livro: Statistics for Management and Economics, de Gerald Keller.

KELLER, Gerald. Statistics for Management and Economics. Mason, OH,
USA: Editora Thomson South-Western, Seventh Edition, 2005.
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Anexo A - Distribuicao Normal Padrao

Capitulo 5

Tabela 11l — Distribuicdo Normal Padréo A
Z~N(0, 1) /\
Corpo da tabela dé a probabilidade p, tal que p=P(0<Z<Z) / b ' ‘,
AN

O Z Z

parte in- Segunda decimal de Z, parte in-

teira e teira e

primeira primeira

decimal decimal

deZ, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g dez,
p=0

0,0 00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03584 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0,4
0,5 . 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5
0,46 22575- 22907 28287 - 23565 - 23891 24215 24537 « 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 Q7
0,8 28814 29103 - 29389 ~ 29673 29955 30234 30511 30785 31057~ 31327 0,8
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 1,0
11 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 1,1
1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 1,2
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1.3
1.4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1.4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 15
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1.7
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 1.8
1.2 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 1,2
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169 2,0
2,1 | 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 2,1
22 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899 2,2
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 2,3
2,4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361 2,4
2:5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 < 49609 49621 49632 49643 2,6
27 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 27
2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807 2,8
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861 2,9
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49897 49900 3,0
371 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 3,1
32 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 532
3.3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965 3,3
34 49966 49968 < 49969 49970 49971 A997 249973 — A997A-— 49975 AF97E 3,4
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983 3,5
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989 3,6
3.7 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 B
3.8 49993 49993 4999355 AR994 - A4 49994 49994 499955 49995 - 49995 3.8
3.9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997 39
4,0 A A Y e AR = AN E s AP CEAPIPT = A9998 = A998 =49998 - 49998 4,0
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4,5

Fonte: Bussab e Morettin, 2010, p. 511.
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t de Student

icao

Anexo B - Distribu

3 Tabela V — Distribuigéo  de Student 2
3 Corpo da tabela dé os valores ¢ tais que P (-, <t<t)=1-p. 3
=s Para v> 120, usar a aproximagdo normal. =5
- > | )
: :
e p=90% 80% 70% 60% 50% 40% 30% 20% 10% 5% 4% 2% 1% 0,2% 0,1% -
1 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 15894 31,821 63,657 318,309 636,619 1
2 0,142 0,289 0,445 0,617 0,816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 4,849 6,965 9,925 22,327 31,598 2
3 0,137 0,277 0,424 0,584 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 3,482 4,541 5,841 10,214 12,924 3
4 0134 0271 0414 0569 0741 0941 1,90 1,533 2,132 2776 2998 3747 4604 7173 8610 4
5 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 2,756 3,365 4,032 5,893 6,869 <)
6 0131 0265 0404 0553 0718 0906 1,134 1,440 1,943 2,447 2612 3,143 3707 5208 5959 6
7 0,130 0,263 0,402 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,517 2,998 3,499 4,785 5,408 7
8 0,130 0,262 0,399 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,449 2,896 3,355 4,501 5,041 8
9 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,398 2,821 3,250 4,297 4,781 9
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,359 2,764 3,169 4,144 4,587 10
1 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,328 2,718 3,106 3,025 4,437 n
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,303 2,681 3,055 3,930 4,318 12
13 0,128'| 0,259 0394 0538 0694 0870 1,079 11,350 W71 2160 | 2282 ' 2650 3012 3852 | 4221 13
14 0128 0258 0393 0537 0692 0868 1,076 1345 1761 2145 2264 2624 2977 3787 4,140 14
15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,621 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,248 2,602 2,947 3,733 4,073 15
16 0128 0258 0392 0535 069 0865 1,071 1337 1746 2120 2235 2583 2921 3686 4015 16
17 0,128 0,257 0,392 0,534 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,224 2,567 2,898 3,646 3,965 17
18 0127 0257 0392 0534 0688 082 1,067 1330 1734 2101 2214 2552 2878 3610 3,922 18
19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,205 2,539 2,861 3,579 3,883 19
20 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,197 2,528 2,845 3,552 3,850 20
21 0,127 0,257 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,189 2,518 2,831 3,527 3819 21
22 0127 025 03% 0532 068 0858 1061 1321 1717 2074 2,183 2508 2819 3505 3792 22
23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,177 2,500 2,807 3,485 3,768 23
24 0127 025 03% 0531 0685 085 1,05 1318 1711 2064 2,172 2492 2797 . 3,467 3,745 24
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,166 2,485 2,787 3,450 3,725 25
26 0127 025 039 0531 0684 085 1058 1315 1706 2056 2,162 2479 2779 3435 3,707 26
27 0,127.11 0,256 0,389 | 0,531 | 0,684 | 10,855 1 111,057 {1,314 1,703 12,052 11 2,158 |2,47311 27711 3,4201111113,690 27
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,684 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,154 2,467 2,763 3,408 3,674 28
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,150 2,462 2,756 3,396 3,659 29
30 0127 0256 0389 0530 0683 0854 1055 1310 1,697 2042 2,147 2457 2750 3,385 3,646 30
35 0,126 0,255 0,388 0,529 0,682 0,852 1,052 1,306 1,690 2,030 2,133 2,438 2,724 3,340 3,591 35
40 0,126 0,255 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2,123 2,423 2,704 3,307 3,551 40
50 0,126 0,254 0,387 0,528 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 2,009 2,109 2,403 2,678 3,261 3,496 50
60 0,126 0254 0387 0527 0679 0848 1045 1296 1671 2000 2099 2390 2660 3232 3,460 60
120 0,126 0,254 0,386 0,526 0,677 0,845 1,041 1,289 1,658 1,980 2,076 2,358 2617 3,160 3,373 120
o 0126 0253 0385 0524 0674 0842 1036 1,282 1,645 190 2054 2326 2576 3090 3291 ©
p=90% 80% 70% 60% 50% 40% 30% 20% 10% 5% 4% 2% 1% 0,2% 0,1%

Bussab e Morettin, 2010, p. 513.

Fonte
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